Eletromagnetismo I — Lista 6

Eletrodinamica de Born-Infeld (1934)

As equagoes de Maxwell que estudamos até agora sao lineares nos campos. Em geral, é
interessante considerar generalizagoes nao-lineares, que se aplicam a varios contextos, do
estudo da eletrodinamica em meios materiais a teoria de cordas. Nesse exercicio vamos

considerar um exemplo de eletrodinamica nao-linear, a chamada eletrodinamica de Born-
Infeld.

O ponto de partida é procurar uma acgao, que além de ser invariante de Lorentz e invari-
ante de calibre, i) se reduza a acdo de Maxwell para campos EeB pequenos e ii) apresente
um valor maximo para o campo elétrico E , quando B = 0. Vamos chamar esse valor maximo
EL.x = b. Uma consequéncia desse valor maximo para E vai ser que a auto-energia de cargas
vai ser finita (diferentemente do que acontece na eletrodinamica de Maxwell).

1. Entenda como surge o limite v < ¢ para as velocidades do ponto de vista da agao de
uma particula relativistica. Dica: isso tem a ver com a raiz quadrada na acao.

2. Inspirados pelo ponto 1., consideremos uma acao' com raiz quadrada:
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Essa acao ¢ obviamente invariante de Lorentz e de calibre (por qué?).
Demonstre também que £ < b para B = 0. Dica: expresse s em termos de EeB.
Demonstre que para campos pequenos, ou seja s < b2, essa acao se reduz a acao de

Maxwell, £ = s.

3. Generalizemos a acao acima incluindo p = —iFWF*“’ da seguinte maneira:

Essa acao é chamada de Born-Infeld.

Relembre que p é também invariante de Lorentz e de calibre. Demostre que p pode ser
escrito como uma derivada total p = —30, ("7 F,, A, ).

Demostre que F,, ['*” é proporcional a s e portanto incluir essa combinacao nao acres-
centaria nada.

Cheque o limite de campos pequenos, que de novo deve dar £ = s.

INa linguagem de todos os dias, os fisicos chamam a densidade Lagrangeana £ de agio, embora seja um
abuso de linguagem. O correto seria chamar de agio S = [ d*zL.



4. Demostre que a agao de Born-Infeld pode ser escrita em termos de um determinante:
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‘CBI = —b2\/— det (nuy + EF'LW) + b2 .

5. Demonstre a invarianga de Lorentz de det(7,, + F},,). Coloquei, sem perda de generali-

dade, b = 1 para simplificar a notacao. Para restaurar b # 1 é s6 rescalar F),, — F,, /b.
Dicas:

(a) Demostre que o determinante de uma matriz M com indices covariantes M, é
igual ao determinante da matriz M com indices contravariantes M**. Isso implica
que det(n+ F) = det(f+ F) (espero que a notagio esteja ébvia: 1 é 1, 7 é n*,
etc.).

(b) Considere uma transformacao de Lorentz atuando sobre 7, e Fj,,.

(c) Relembre que (det A)? = 1.
6. Demostre que Lg; ¢ uma funcao par de F.

7. Auto-energia (“self-energy”) de uma carga pontiforme

Consideremos o caso B = 0, o que é suficiente para as consideracoes que seguem.
Calcule
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e escreva E? em termos de D?. Demostre que £ <be E < D.
Escreva E em termos de D e D2. Escreva £ em termos de D2.

Calcule a (densidade de) hamiltoniana
H=E-D-L.

Na teoria de Maxwell a densidade de energia é proporcional a E? (ver Lista 3) e
E ~ 1/r?. Portanto d3x E* ~ dr/r?, que diverge quando integrado por r pequeno. Na
teoria de Born-Infeld é também D ~ 1/r? (confire!), porém podemos ver da expressao
para H que, para D — oo, temos H ~ bD. Portanto d*z bD ~ dr, que é regular perto
da origem.

Entenda isso de forma mais precisa, para uma carga pontiforme. Vocé vai ter que
calcular uma integral do tipo
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que, justamente, é convergente.

Tente repetir a conta com B # 0. (Resposta: ‘H = \/1 + B2+ D? + (l_j X 5)2 -1,
sempre usando b = 1).



8. Capacidade de Born-Infeld

A capacidade de uma configuracao de dois condutores com cargas () e —() e diferenca
de potencial V' é definida como C' = Q/V. Seja Cy a capacidade na teoria de Maxwell.

Explique porque Cyy é constante (independente de @ e V).

Considere um capacitor plano de area A e separagao d entre os planos. Demostre que
a capacidade de Born-Infeld Cg; é dada por

Cwm

V1= (V/Ve)?

Cpr = Ve=10d.



