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Resolugao dos exercicios da lista 1[2]:

(a) A Lagangeana do oscilador harménico de frequéncia w e sua agao sio B

L:1‘2 L 22

—mx — imw €T

2

Y L oo 1 9,
Slx] = dt | —mz® — —mw-x
o 2 2

(b) A variacdo da agao é dada pOIﬂ:

ty
AS[éz] = S|z + dx] — S[z] = %/ dt (2a0% + 6i° — w*2zdz — w?6z?)
0

Integrando por partes e rearranjando os termos adequadamente:

t t
AS[x] = %/ "t (632 — w?ox?) + m/ "t (=i — w?z) oz
0 0

A segunda integral, “na camada de massa” (on-shell, i.e. impostas as
2

equagdes de movimento), é zero, pois a fungao z(t) é solugdo de & = —w?z.

(c) Seja z(t) uma funcdo que extremiza a ac¢do, o um nimero real sufi-
cientemente pequeno e y(t) uma fungdo arbitraria (diferencidvel), com
y(0) = y(ty) = 0. Identificando dz(t) = ay(t), enté(ﬂ

2

Aslay(t)] = 75 [ ar (i~ )

IResolugao de Francisco Maion.
2Resolucéo do professor.
3Resolugio do redator destas notas.



Escrevendo y(t) em sua série de Fourier, terfamos:

> nmt 2 [l nmt
t) = ch sen () , Cpn = —/ dt y(t) sen ()
— tr tr Jo ty

E possivel escrever y(t) como uma série s6 de senos devido ao fato de que
a perturbagao é diferenciavel e satisfaz um problema de Sturm-Liouville
com condigoes de fronteira de Dirichlet. Definindo esses modos como

Onx(t) = sen(wyt), onde w, = %, vem:

ox(t) = ay(t) = « Z Cn Opx(t)

(d) Ao especificarmos y(t) como o limite no nimero de termos de seu so-
matério, podemos calcular explicitamente seu quadrado (e o de sua deri-
vada):

y(t) = im0 Z,]:] 1 Cn sen (wnt)
y2(t) = imy 00 [Zn L2 sen? (wnt) + 250 ST ¢ esen (wat) sen (wmt)]

y(t) = limy o0 anl WnCn €08 (Wpt)
2

72 () = imy o0 {Zg Lw2c? cos? (wnt) + 2 Zn 1 Zm 1 WnWm CrnCm oS (Wnt) cos (wmt)]

Ao substituirmos estas expressoes em AS[ay(t)], a integral em [0,ty] dos
produtos de senos e cossenos de frequéncias diferentes (termos cruzados,
com m < n) se anula, restando:

ASlay(t)] =

N—o00

Z n/ dt [wicos” (wyt) — w?sen® (wpt)] =

=

j{AS[aZn eatna] = 2 ST (R )

AS [acydpr] = 5 612)%(”12) —w?)

= Z AS [acydpz] = AS la Z cpépx]
p=1 p=1

A segunda igualdade na chave é o mesmo que considerar ¢, = 0,Vn # p.
Em particular, quando o = 1 e a funcéo y(t) ja for suficientemente pequena



(em médulo), podemos consideré-la a prépria perturbagao da solugao z(t),
¢ temos:

> AS[epbpa] = AS
p=1

i cpépx]
p=1

(e) O andlogo & derivada segunda do funcional da agdo, ora menor que zero,
ora maior que zero, determina trajetérias que sao de sela ou de minimo,
respectivamente. Mostra-se que a condigao para que essas situagoes ocor-
ram sao:

0<t; < g,AS [6p2] > 0,Yn =1,2...

ii

DN

<t < AS[5,7] < 0,n=1;AS [6,2] > 0,n > 1

W

IS

Observacgao: Eventual mudanca na data da prova, para antecipa-la ao
trancamento de matricula, a ser discutida.

Rotacoes

Quando se fala em grandezas do tipo escalar, vetorial etc. é necessério especificar
sob quais transformacoes essas grandezas o s@o (respectivamente, escalar,
vetorial etc.). Por exemplo:

escalar (sob rotacoes);
vetor (sob rotagoes);
tensor (sob rotagoes).

Dessa forma, as qualidades dessas quantidades (ser escalar, ser vetorial etc.) sdo
definidas pelas propriedades de transformagao. Teriamos, portanto, algo
como:

“Um vetor é algo que se transforma como um vetor”.



X-pys
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Figura 1: 2D - par de sistemas de coordenadas rotacionados um do outro.

Podemos definir, como na figura, uma transformagao passiva (i.e. uma trans-
formagcao do referencial com O fixo), dada pela matriz:

R(O) — { cosf  sen 9}

—sen 0 cos 0
2

= g RYy? = RYa?
Jj=1

Adota-se aqui a convenc¢ao de Einstein sobre indices repetidos na tltima
igualdades; o indice j é dito “mudo”, pois é uma varidvel que apenas “conta”
as componentes.

Gostariamos que essas transformacoes tivessem certas propriedades para que
pudéssemos chama-las de rotacoes, como conservar a norma apds a aplicagao
das mesmas, isto é:

T i=a -0 =2z = (R2I)(R*zF) = RIR*zI gk = giad = 67k gk
= RYR* = 5% = (RT)'R* = §* = RTR =1

A segunda igualdade da linha de baixo é escrita para que associemos a equagao
a um produto de matrizes.



Definigao: Uma transformacdo ortogonal R, D-dimensional (R € O(D)), é
uma transformacao linear que satisfaz:

RIR™ = §/* = (R")'R"™ =6 ou R"R =1
Para transformacoes desse tipo, vale:
det(RTR) = det(1)
[det(RT)][det(R)] = 1
[det(R)][det(R)] =1
[det(R)])* =1
det(R) = £1

H_

Ao subgrupo de determinante +1 dé-se o nome de SO(D), o grupo ortogonal
especial (special orthogonal):

SO(D) :

RTR=1
det(R) =1

Sob essas transformagoes, definimos:

1. Escalar - algo que nao se transforma (sob rotagoes).

2. Vetor - algo que se transforma como:

Vi VY = RV

3. Tensor - algo que se transforma como (no caso especifico de um tensor
de posto/ordem 2):

W’ij N WZ] I Riklewkrl
Ou (no caso especifico de um tensor de posto/ordem 3):
X’ij N X’ij I Riijanlenl

E assim por diante.



Exercicios:

1. Em D = 2, onde p'= (p1,p2) é um vetor sob SO(2), ¢ = (ap1, bp2)
(a,b € R) é vetor?

2. Em D = 3, onde p' = (p1,p2,p3) € ¢ = (¢1,92,q3) sdo vetores sob
SO(3), ¥ = (p2g3,p3q1,p192) é vetor? Complemente-o para que
vire um vetor.

Dica: 7= (p2g3—q2ps, P31 —43P1, P12 —q1p2) € vetor (sob SO(3)).
3. Demonstre que 6% ¢ invariante sob SO(D).

4. Demonstre que €**? (o simbolo de Levi-Civita) é invariante

sob SO(D).

Obs.: O simbolo de Levi-Civita, para dimensoes D =2 e D = 3
tem suas componentes dadas por:

2o _ 2o =2
123 _ (231 _ 312 _q (132 _ 321 _ 213 _
€% = 0, caso contrério
. 7

Examinemos mais de perto o caso dos tensores de ordem 2, para D = 3:
W?,] N Wz_] I Rikle

i=j=1=

= Wll r_ le:Rllwkl _ RllRllWll+R11R12W12+R11R13W13+R12R11W21+ +R13R13W33
Se associdssemos uma DZ?-upla & matriz que representa W (a qual é s6 um

conjunto de n nimero, ndo necessariamente um vetor!) da seguinte forma:

Wll W12 W13
W = W21 W22 W23 S W = (Wll, W12, W13, W21, W22, W23, W31, W32, W33)
W31 W32 W33

Poderiamos escrever a transformacao que leva W% em W% ’/ da seguinte forma:

%1; i RURIl RIURI2Z  RI3RI %1;
WSS/ (9%9) W33



Esta matriz 9 x 9 é uma representacao redutivel 9-dimensional de SO(3),
i.e., pode ser decompostaﬁ Neste contexto, redutivel quer dizer que algumas
combinacdesdos W se transformam somente entre elas. Por exemplo, conside-
remos o tensor formado por:

A = W9 - Wt AY = — A7 (antissimétrico)
AZ] r_ Wzg r sz r_ Riklewkrl o Rijilwkrl

Os indices k e | sao mudos; trocando um pelo outro no segundo termo da ultima
igualdade:

A'Lj r_ Rik:lewkl o leRikwlk: —_ Rikle(Wkl o Wlk) — RikleAkl —

Portanto, a transformacao de um tensor antissimétrico é ele mesmo antissimétrico.
No caso de D = 3 ha trés componentes independentes em uma matriz 3 x 3,
como A'2, A13 A% por exemplo (a transposicao tem sinal trocado, e a diagonal
é nula, logo a matriz fica completamente definida a partir dessas componentes).

e D

Exercicio:
5. Mostre que o tensor:

AV 4 AT

ij
S 2

, 8% = §7% (simétrico)

s6 se transforma em outros tensores também simétricos.

Podemos demonstrar que S% ' = R* RI'Sk § redutivel, ao separarmos o con-
junto dos tensores simétricos entre aqueles de trago nulo e de trago nao-nulo;
de fato, como o trago é um invariante sob mudancga de sistema de coordenadas,
é de se esperar que tensores de trago nulo se transformem apenas em tensores
de trago nulo. De fato:

Sii I Rz]R'Lk Sjk _ Skk
—

—§ik

Define-se um tensor sem traco, a partir de um tensor simétrico, em termos da
dimenséo D de SO(D):

J o 5u
S =8 — fSkk (simétrica sem trago)

4Nota do redator: a matriz de representacio é o produto direto de matrizes, ou produto
de Kronecker[d].



Para mostrar que esse tensor é sem traco, basta calculéa-lo:

Tr(59) =) 5% = 6951 = 6951 — 51— =

7

Na representacao 9-dimensional de SO(3), portanto, pode-se separar as matrizes
em antissimétricas A% (3) (que dependem de trés pardmetros, como A2, A3 A23),
as simétricas de traco nulo S%(5) (que dependem de cinco pardmetros, os trés
elementos da matriz triangular superior, e dois elementos da diagonal principal,
pois o terceiro elemento da diagonal fica determinado ao for¢armos trago zero), e
as simétricas de traco distinto de zero S% (1) (que tem dimensdo um porque sio
uma cdpia das matrizes simétricas de trago zero, com o parametro que da valor
zero ao trago sendo variado continuamente). De outra forma, a representagio
9-dimensional se escreve como 9 = 351 e existe uma transformacdo de
similaridade que leva o produto direto de matrizes de rotagao (a representagao
redutivel) em uma matriz bloco-diagonalizada, da forma:

3x3 0 0
RY Q) R — 0 5x5 0
0 0 1x1
L 4 (9%x9)

Mais geralmente, tem-se D? = % é % —16p1l. A Tab. nos diz algo

de importante acerca do nimero de geradores da Algebra de Lie so(D).

Tabela 1: Numero de geradores do subespago de matrizes antissimétricas de

SO(D).

oo~ g
o w| | o

De fato, em duas dimensdes, a matriz R(6) dos exemplos anteriores é suficiente
para produzir todas rotagoes nesse espaco; aproximando-a em primeira ordem:

cos 0 sen 1 0 1 0 0 1
R(e)_{senﬁ 6059:|N|:0 1}_[0 1}4_9[1 O]_12+9J



A matriz J (antissimétrica) é dita o gerador de rotagdes infinitesimais em
duas dimensoes. Analogamente, uma base para o conjunto de matrizes an-
tissimétricas em SO(3) é:
0 -1 0
J=11 0 0],Jy,=
0 0 O

Estas matrizes sao as geradoras de rotagoes infinitesimais no sentido de que:
R(05,0y,0.) = I3+ 0,J, +6,J, + 0. J.

Num espago-tempo quadridimensional, havera seis geradores, que sao interpre-
tados como as rotagoes em relagao a uma reta ortogonal ao plano determinado
por dois eixos (varidveis) independentes; trés desses geradores sdo rotagdes in-
trinsecamente tridimensionais, enquanto as outras trés sao consideradas boosts.
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