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Vamos entender as consequéncias de ¢ = const. (= 1). Suponhamos o seguinte
experimento mental, no qual ha dois espelhos, postos a uma distancia L, para-
lelos um ao outro, e um feixe de laser que é emitido e reflete no espelho oposto.
H4 (pelo menos) dois referenciais, Alice (A) e Bob (B), B com velocidade u
constante em relacdo a A; usaremos a hipdtese de que a velocidade da luz é
constante dizendo que ¢4 = c¢g = c¢. Para que o feixe seja emitido, refletido e
volte ao emissor gasta-se um tempo, e pode haver uma distancia entre pontos
final e inicial da trajetoria do feixe; no referencial A a medigao nos fornece:
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Figura 1: Experimento nos referenciais inerciais A e B, onde consideramos B
em movimento relativo a A.

Por outro lado, pelo teorema de Pitagoras, a medi¢ao nos dé os resultados em
B como:



AyB = AZB = O,AJ?B = ’U,AtB

Atp\® Atp)?
cpAtp = (“23) +L2:>(cAtB)2=4¥+ 417 =
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= ‘ AL — Az = AR

Onde usou-se a Eq. 1 na pentltima passagem. Por simetria (e/ou por uma
mudanga de base) podemos “adicionar os zeros” (as variagoes nulas Ay = Az =
0) e obtermos:

CALS — Ax%y — Ayd — A2% = AAY — A% — Ayh — A2

Notemos que, para rotacoes, valia:
(AF)z = Az? + Ay® 4+ Az* = const. sob rotagdes

Busquemos a generalizacao das transformacoes de Galileu. Quais seriam elas?
Devemos estendé-las aos boosts de Lorentz. Consideremos os subespagos para
0s quais vale:

AL — Az = A — Az? (finita) ou

Adth — do = c2dty — dr’ (infinitesimal)

Trocaremos ainda, na ultima igualdade, os sinais (esta é uma escolha arbitraria,
dita convengédo de sinais, que varia entre as diversas dreas de estudo):

—dth + dah = —cPdt} + do?y
Definamos agora as coordenadas do cone de luz:

10X = —dug + cdiy = —cAdth+dry = dXFdX g = dX dX, = —2dt]+dz% (eq. 2)

{dxg = dap + cdtp
Onde impusemos que dX ngg = dXXdX;. Que transformacoes entre os dX g
e dX 4 tornariam a Eq. 2 valida? Certamente esta é uma delas:

peR=

dX} = e®dX ]
dXg =e ?dX}



N cdtp = ng;dXE = e‘bdXX-i-Qe"j’dX; = (cosh ¢)(cdta) + (senh ¢)(dxa)
= % = (senh ¢)(cdta) + (cosh ¢)(dz )

dIB =
N cdtp\  [cosh ¢ senh ¢\ (cdta
drg ) \senh ¢ cosh ¢ ) \dry
Retornando momentanemente na definigdo de rotagdes de SO(3), comparemos

as diferencas dessas transformagoes com as que acabamos de deduzir (olhando
para um subespago bidimensional):

e Simétrica, com fungoes trigonométricas hiperbdlicas vs. Antissimétrica,
com fungoes trigonométricas;

e dip # dts vs. tranformacgoes de Galileu (dtp = dta);

E possivel calcular como ¢ depende de u. De fato:

drp = 0= dxy = —udty (velocidade negativa na mudanca de referencial de B para A)
dxp = 0= (cosh ¢)(dxp) = (—senh ¢)(cdta)

Para que valham simultaneamente é necessario que:

u
— =tanh ¢
c

Do exposto, a adi¢ao de velocidades (com ¢ = 1) se calcula como:

drp  dra+udty %‘FU Ve tu
dtp _th—l—ud;vA_l-yu‘Zl%_l—i—uva

vp #va+u

[ Exercicio: deduzir esta equacao de adicao de velocidades para ¢ # 1. ]

Até entdo passamos de (di)? = dx?+dy?+dz?, invariante sob rotacoes de SO(3),
4 quantidade ds? = —c?dt? + dz? + dy? + dz?, invariante sob transformacoes
de Lorentz (com grupo denotado SO(1,3)). Essa transformagio preserva o
elemento de linha com um sinal (—), que representa a separagao entre
dois eventos no espago-tempo (em alemao, Zaum=Zeit+Raum). Analisemos de
perto as consequéncias desse sinal (—), lembrando que ds? é s6 uma notacao
e ndo significa que essa quantidade deva ser positiva. Classifica-se a separacao
entre eventos como:

> 0, tipo espago
ds* { = 0, tipo luz
< 0, tipo tempo



Exemplo (¢ = 1):

244t

224

BC

12 B=(x<1,1)

AB

0.z 0 oz 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4

Figura 2: Representacao de dois eventos no espago-tempo.

Qual a trajetéria com menor ds?, de A a C'? temos:

dac =V 22 = 0%,dap = dpc =V 1 — 22
dap+dpc=2/1—-22<2=dsc,v—=1=dag=dpc =0

Esse é nosso primeiro contato com essa “linha de 45°”. Vejamos:

ds*=0

— -
Figura 3: O interior do cone (no espago e no plano) representa os eventos que
podem ter relagao de causalidade uns com os outros, com u < c.




O cone de luz é o local geométrico dos eventos que possuem ds? = 0 = c2dt? =
dz? = v? = ¢?, isto é, dos eventos cuja separacdo é do tipo luz. Seu interior é
constituido por eventos de tipo tempo, com u < c.

Traga-se o cone de luz de uma particula num dado instante, e sua trajetoria
permanece sempre dentro do cone de luz, pois o tipo de separacao € invariante
por mudanga de referencial; localmente, no entanto, as curvas que descrevem
a trajetéria dessa particula no espago-tempo (ditas linhas de mundo) tém
tangentes que fazem angulos maiores que 45° com o eixo/plano das posigoes (u <
c em todo ponto, e futuro e passado da curva relacionados dentro de cada cone
de luz local). Esses diagramas sdo tuteis para entender relagoes de causalidade;
no diagrama a seguir os dois eventos nao se encontram espacialmente (espago-
temporalmente) conectados, mas podem vir a estar futuramente. No movimento
newtoniano, onde ¢ — 00,0 — 0 e o cone de luz “se abre”, e todos eventos se
encontram em contato causal, campos se propagam instaneamente etc.

Figura 4: Os eventos A e B nao tém relacdo causal, mas podem vir a ter
relacdo causal com um terceiro evento C, no interior dos cones de luz de am-
bos eventos A e B.

Notacgao (relativa as transformacoes de Lorentz):

Para rotagoes (SO(3)) temos da’ — dx'’ = R¥dx? = Ridx’, R"R = 1,det R =
1; um andlogo ao elemento de linha é:

1 0 0 dl‘l
dw? + dx% + dmg = (dx1 dzo dxg) 01 0 dzo
0 0 1 dxs

Para vetores sob a tranformagao de Lorentz denotaremos suas componentes da
parte espacial por indices latinos, e o quadrivetor completo por indices gregos:



de* = | dy | = | da?
dz dz3
dz”° cdt
dzt dz

no_ _
dz’’ = dz? |~ | dy
dz3 dz

Esse vetor é definido com {ndice em cima, e dito contravariante (vetor sob
transformacao de Lorentz A% € SO(1,3)). A quantidade que se torna invariante
sob a transformacao da# — dot ' = Atdx” é ds?, que pode ser escrita como:

-1 0 0 0 da®
0 1 00 dat
2 _ (7,0 1 2 3
ds® = (dx de* dx* dx ) 0 0 1 0 A
0 0 0 1 dx3
%

Se p e v denotam os indices de linha e coluna da matriz, a matriz n,, é dita
métrica de Minkowski. Define-se dz, = n,.dz", dito covariante, de modo
que ds? = dz*dz,. O célculo simples de dz,, nos da:

3
=0= drg = —da® = —cdt
dxp = Z nﬂudmy = H . 0o T C ) = dz" = (Ct,f) — dmﬂ _ (—Ct, i")

= p=i= 1,23 (espago) = da, = da’

Procuremos agora condicao andloga a do produto pela transposta e do determi-
nante, para a matriz de transformacao de Lorentz, lembrando que a contragao
de um vetor covariante com um contravariante (anilogo ao elemento de linha)
fornece um invariante de Lorentz:

V#VH = VHVVU;W VMVI/ _ VMV _ V,u, /V ! A;va Al/vo‘ _ A;LAD vao'
VE s H r_ A#Vy = nP«V - [ B ( P )( o )nl’«l’ — onl“’
v
Fazendo as trocas entre indices mudos p <+ p e v <+ 0, e argumentando que os
vetores sao arbitrarios:

VIV N = NATD, o VIV = i = Ampe A = (AT)EmP AT = | ATpA =

A ltima igualdade utiliza propriedades do produto de matrizes, e que a in-
versa da métrica de Minkowski é ela mesma. Tomando determinantes, chega-
se a det A = +1; hd vantagens em considerar o seguinte grupo de matrizes
(ortécronas préprias):



ATnA =7
AeSOt(1,3)det A=1
Aoo >0

Exercicio: Demonstrar que det A = +1 = d*x = d*z/, isto é, a
medida de integracio dax®dx'dx?dx? no espaco-tempo de Minkowski
é invariante sob transformagoes de Lorentz. (Importante para definir
agao da Lagrangeana relativistica).




