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Revisao:
Para o grupo de rotagoes SO(1, 3) valia:

XH = (ct = 2% 2!, 2%, 2%) — contravariante

v v v v 174
XH =N = (770,,x y Mo T 5 N2v X, N30T ):
= (—xo,xl,x27x3) = (w9, z1, T2, 23) — contravariante
[ ——

n=diag(—1,1,1,1)
v, =12'(i=1,2,3)
z0=—a° = —ct

X"X, = X"X"n,, — invariante

Mais geralmente, temos V#W,, invariante sob SO(1,3) (V e W vetores covari-
ante e contravariante sob SO(1, 3)). A métrica n,, é usada como protétipo para
rebaixar V# — V,,, onde o vetor era nosso objeto inicial; no entanto, é possivel
defini n*¥ como aquele tensor que satisfaz V* = n**V,, e n*¥é dita métrica
inversa (em componentes, é igual a 7,,,, no caso da métrica de Minkowski).

Relembremos que a acao da particula livre é dada por:

tr tr m - tr m (dr dr
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nao-relativistica, com simetrias de rotagao e transf. de Galileu.

Como generalizar essa acao para o caso relativistico? Lembremos que a agao
devera satisfazer:

e invariante de Lorentz;

e duas derivadas;



e ¢ — 00 recupera-se o limite nao-relativisitco.

Ora, mas ds? = —c2dt? + da? + dy? + dz? = Nuvdrtdx” é invariante de Lorentz,
e v/ —ds? (em particular, qualquer fungéo de invariante de Lorentz também o
é). Aqui toma-se o invariante./—7,, dz#*dz" porque ds? < 0 para as trajetérias
em que estamos interessados (a trajetéria de uma particula é do tipo tempo ou,
no méximo, tipo luz). Portanto, uma proposta interessante de agio seria aquela
que segue a proporcionalidade:

S x /\/—nw,dx”dac”

Esta agao é manifestamente invariante de Lorentz. Uma forma de reescrevé-la
é:

Scx/\/cgclt2 dr? — dz3 — de—/cdtU % E /cdt\/
%/cdt (1—)—/cdt—/ dt(dt)

A primeira integral do ultimo termo é uma constante e nao interfere na for-
mulacao da agao (“sé estamos jogando fora a equagio mais famosa da histérial”).
Encontramos portanto que a acao é proporcional ao segundo termo da ultima
igualdade. Se impusermos que ela se iguala & acdo para a particula livre no caso
nao-relativistico (de agora em diante NR, por comodidade), temos:

S—_—k/dt dz 2—/dtm('*)2;»k——
= 2 at) ~ 9 7 -

S =-—mc /\/—nm,da:“dm”

Obs.: Se m = 0, uma agao modificada (acdo de Polyakov) poderia ser
utilizada. Introduz-se o que se chama de campo auxiliar.

A presenga das duas derivadas ocorre por meio dos diferenciais dz* e dx”
na introducdo de um pardmetro que descreva a trajetéria/linha de mundo da
particula. E necessdrio ainda, no entanto, verificar se as equagoes de movimento
se preservam. De fato, temos por Lagrangeana e respectiva acao:
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A Lagrangeana nido depende explicitamente de x#, mas sim de x# = da*/dE.
Logo:

OL L o_9L _d| 0L | _df1l  dz¥
dzi TR a(w) ~ae \ 1" ae
dg

Equagoes de Euler-Lagrange

Como a linha de mundo tem significado fisico, a parametrizacdo ndo deve alterar
a acdo; assim, a a¢ao é invariante sob reparametrizacao. O parametro intrinseco
da curva é, claro, seu comprimento de arco (deve haver, portanto, uma para-
metrizagdo com velocidade unitdria, para a qual a Lagrangeana se simplifica).
Facamos d¢? = —ds? = dr? (7 é dito tempo-préprio pois no referencial que
se move no referencial junto do evento, tem-se dr? = c2dt? — (dZ)?, (dF)* = 0)
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e “vale”:
_ —nuvdxtdz?
S——mcf 4/d£2—d§ -
de? = —ds? = —Npodr’dx’

Nesse referencial onde a Lagrangeana ¢é unitdria (mais simples, portanto) a
equacao do movimento obtida se torna:

dr

d (1 dx” $Pzv Pz
— v = O = W — L = 0
( 1 e dr ) K dr? dr2

E como estao igualadas a zero as derivadas, a menos do sinal da métrica, temos:

A2zt
dr?

= 0 (equagdo da particula livre relativistica)

Recapitulemos o que foi feito, agora na tentativa de introduzir um potencial.

Para a agao:
S = —mc/ds

Escalar de Lorentz (invariante sob SO(1,3)) v/
Duas derivadas v/

Valem:

Limite nao-relativistico (NR) ¢é obtido fazendo ¢ — 0o v/

Invariante por reparametrizacao v’

A pergunta que nos colocamos agora é a de como generalizar o caso nao-

relativistico:
ty .
S = / dt (sz - vm)
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Aqui, tanto V(7) quanto dt sdo escalares de SO(3) (invariantes). Uma ge-
neralizagao dessa caracteristica passa pelo que se chama completamento e
promocgao.

Completamento e promocgao:

Precisamos “incluir mais ingredientes” para que escalares sob SO(3) se tornem
escalares sob SO(1, 3);

Precisamos que escalares de SO(3)/componentes de vetores de SO(1, 3) sejam
“promovidos” para componentes de um vetor de SO(1,3).

Exemplos:

- Velocidade:

dTs0(3) vetor de SO(3)

dtso(s) ~ escalar de SO(3)
—_————

Tso(3) =

componente tempo de
um vetor de SO(1,3)

(dt=dz®, c=1)
dTso(1,3)
dr
—

escalar de
S0O(1,3)

= Uso(1,3) =

Aqui, promoveu-se o vetor velocidade de SO(3) a componentes de um
vetor de SO(1,3) e, a0 mesmo tempo, completamos esse vetor com um

escalar de SO(1,3):
L dx# dt d¥
v = — = _—
50(1,3) dr dr’ dr

Agora v 0(1,3) 5€ transforma como um vetor sob transformagoes de SO(1, 3)

e v*v,, é invariante de Lorentz.

- Densidade de ntimero: a quantidade de particulas por unidade de vo-
lume, num dado ponto do espaco e instante de tempo, ngos)(t, Z), nao
é invariante de Lorentz pois, na mudanca de um referencial inercial para
outro ocorre uma contragao de Lorentz (Fig. 1) e, consequentemente, um
aumento na densidade.
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Figura 1: Uma contragao de Lorentz devido a mudanca de referencial inercial
contribui com um aumento na densidade na mudanca de referencial.

O que pode ser feito é promover essa quantidade a uma componente
tempo de um vetor de SO(1,3), isto é, ngo(s)(t, Z) — ngo(lyg) (z*). Por
completamento:

Jsoa,3) = (nS0(1.3) 950(1,3))

A esse quadrivetor da-se o nome de corrente de particulas.



