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Para a agao da particula livre, tinhamos:
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Por meio da reparametrizacao a Lagrangeana depende apenas da massa da
particula mas, e no caso de uma particula sem massa? Uma maneira de refor-
mular esta agdo é introduzir uma funcdo e(§) (einbein, ou métrica) tal que:
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A Lagrangeana com a funcao e(£) é dita ndo-propagante, ou nao-dinamica, pois

nao depende de é = g—g A equacao de movimento que temos de resolver é:
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A dltima igualdade contém, a esquerda, a forma final da agao de Polyakov e,
a direita, o caso particular da acao que tinhamos para uma particula de massa
m # 0. Podemos agora tratar uma particula de massa zero da seguinte forma:



Exercicio:

Encontrar as equagoes de movimento para uma particula cuja agao é

dada por:
g /%(e—%?) (m = 0)

Concluir que a velocidade com a qual a particula se desloca é v = c.

Promocao e completamento:

n*(z) = (n°(z), n'(z)),r = (t, &) = 2" (corrente de niimero)
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Uma densidade de nimero pode ser escrita, em trés dimensoes, para localizar
uma particula na origem, na forma:

n(t, ) = 0(Z)
| &z o(@) =1

q*{t) (posicao da particula)
T (tempo proprio)

Figura 1: Diagrama simplificado de uma linha de mundo de tipo tempo, para-
metrizada pelo tempo proéprio.



Desejamos generalizar essa forma para o caso relativistico. Escrita em termos
do tempo préprio, ¢(7) é a posi¢ao da particula:
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pode ser visto como
a identidade integral

= 0% (%) = /dT dq®dr §* (x — q(7))
Onde definimos a delta de Dirac em quatro dimensoes no ultimo passo. Em

particular, §%(z — ¢(7)) é um escalar de So(1,3) pois, integrando sobre o espaco
tridimensional:

- /53 (7) d*F = /d4x 54 (z — q(7))
Como d*z e 1 s@o escalares de Lorentz, a delta também é. Promovemos a
delta em trés dimensoes a um invariante de Lorentz (invariante sob SO(1,3))

relacionando-o & derivada da primeira componente da curva ¢*(7); por comple-
tamento, temos:
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Este é um vetor sob SO(1,3), onde z* é um ponto qualquer do espago-tempo,

e g*(7) é a trajetdria da particula. Desejamos agora generalizar esse vetor para
mais particulas (pelo menos, para uma distribuicdo discreta delas):
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De maneira anédloga, introduzindo cargas as particulas, temos o vetor corrente
eletromagnética:

JH(x) iz €q / dr,
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A versdo nao-relativistica nos dava dn(t,#)/dt = 0. Agora temos, por outros
lado:
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Assim, d,n* = 0 é a equagao em sua versao relativistica.

Obs.: A equagdo de continuidade expressa um invariante de Lorentz no
sentido de que o operador:

0 .
v (operador momento covariante)

1%
E contraido com o vetor J#(z) corrente eletromagnética (contravariante),
resultando no escalar identicamente nulo.

Facamos um teste:
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Ta="+00

Tq=—00

= 2(54(x — 4a(7a))

A dltima igualdade se justifica pelo fato de que a curva de tipo tempo “se
espalha” por todo espaco tempo (g)(+00) = +00), enquanto t = 20 < oo é
fixado, de modo que a delta estd sendo avaliada em pontos distintos (logo,
nula).

[N

Exercicio: repetir essa andlise para uma densidade de energia (p(t, ¥)
invariante, a priori, em SO(3), dada pela razao energia/volume).

Dica: essa grandeza deve ser promovida & componente 7% de um tensor
2-contravariante sob SO(1, 3) (tensor energia-momento).

Particula livre: S = —m/ds, Particula em potencial, NR: S = /dt (%52 — V(:E’))

Nos vemos tentados a fazer:

S:—m/ds—/dt@

Mas o que é dt V(Z)? Certamente um invariante sob SO(3); facamos a promogao
do potencial & componente tempo de um quadrivetor, a ser completado:

A° =V (A = =V), A (z) = (A°(z), A'(z)), vetor sob SO(1,3)



dtAo(t, %) — datA,(z) = —da®A°(z) + da’ A'(x), invariante sob SO(1,3)

prom.

O que nos leva a sugestao de agao:

S = /(—m\/—nwdm#dx” + A, (x)dz"), manifestamente invariante sob SO(1, 3)

Ainda devemos, é claro, verificar se essa agao faz sentido, isto é, se as equagoes
de movimento estao corretas, se o limite nao-relativistico é obtido etc. Para as
equagoes de movimento temos:
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O tensor antissimétrico que aparece na iltima igualdade tem grande importancia
na formulagao do eletromagnetismo e recebe o nome de tensor eletromagnético
(de fato, este é um tensor de tipo 2-covariante sob SO(1, 3)). Para a acao total,
temos:
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Essa equacao se assemelha muito a segunda lei de Newton escrita num forma-
lismo covariante. Ainda falta algo para que a agao do eletromagnetismo esteja
completa, “falta vida ao campo” (dindmica). De fato, essa agao descreve como
a particula se desloca, e como o campo interage com a particula, mas nao como
o campo se modifica devido & interagdo com a particula. Em outras palavras,
falta um termo que dependa da variacdo do campo (derivadas), que veremos na
proxima aula.



