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“invariante” VS. “covariante”

\

muda, mas de um jeito “legal”

agio/escalar eq. do movimento

de SO(1,3) (d;j;‘ =o)

Particula relativistica (dinamica) em um campo de fundo (nao-dinamico):

dxt dxv

dz™
SZ—m/ dé _npyd_é.d_§+ / dg Au(x(f))dig

— [dt V(Z), termo potencial

J dtZ2?, termo cinético

Figura 1: Aqui, 2#(§) é a trajetéria da particula e A,(x) o campo.



Na aula anterior calculamos a variagao com respeito a x*:

d2at dx” d%at dz
0= 6S = /dT(fmnw,F(s:E + Fuyyéxﬂ ) = mﬁ = F#W = 3’”

— M dx?
=F < updzP

Onde F,, = 0,A, — 0,A,,F,, = —F,,. Calculemos o limite N.R.:

, . dt dz’
_ 0 i 02 _ 2 _ 2 ~1
dt = dz° >> dx*, (dz”)* — (dz*)* = dr* = . >> —

d?x dx” - da® cdx?
=i=>m— ~ F =F—+F
p=r= Mgy M =g g

——

=0

AO == —Vv, Az == O,Fé == FiO = &Ao - 80141 == —&V

A2t

= -0,V = |mi = —-VV (Newton)

=

a2

Exercicio:

Demonstrar que a equagao:
BRI dx”

mE% — ™

dr? ®odr

é a da forca de Lorentz.

Precisamos “quebrar” as componentes em SO(3). A parte espacial dos quadri-
vetores contidos no tensor F),, e a seguinte igualdade nos leva a definicao do

vetor F;:
Foi =—Fyo= Foi=—-FE;
~—
vetor
de SO(3)?
Analogamente:
Fi; =-Fj
tensor
de SO(3)?



Consideremos:

jk —
Gij}gij = Eiijj = Bi = Eiijjk:

N =

Exercicio:

Demonstrar a identidade:

€Eimn€ijk = 5mj5nk - 6mk5nj

Dica: O simbolo de Levi-Civita é uma combinacao de —1’s, 0’s e 1’s
e a expressao a esquerda possui quatro indices livres, assim, é razoavel
supor que vale:

E €imn€ijk = 010m;jOnk + 020mk0n;

7

A razoabilidade na suposicao dessa forma se deve ao fato de que é ne-
cessario distribuir quatro indices, dois a dois, nas deltas de Kronecker
a direita, sem repetigoes redundantes, e com indices “misturados” (m
deve ir com j ou k, e 0 mesmo para m, pois queremos escrever um tensor
antissimétrico). Encontre a; e as.

Usando o resultado do exercicio e “multiplicando” B; por €;,,, podemos isolar
a componente correspondente do tensor Fj;:

= €imnBi = 0(Fn — Fum) = 2aF, = Fu, = eémnB;
-~
a=1/2

O célculo de componentes do tensor Fj; tem, por exemplo:

ny = ez:m/Bz = 6za:sz =B,
——
170,610y =0
Obtém-se, dessa forma, a expressao para F,,:
-E, -E, -k,
E, 0 B, -B,

E, -B. 0 B,
E. B, -B, 0

F,, =
No entanto, E; e B; néo sdo vetores de SO(3) (de fato, ndo se transformam

como vetores sobre rotagdes) e nao vale:

BV = (E°, EY)
B* = (B°, B)



Essas componentes sao, em vez disso, unificadas em um tensor de ordem 2.

Fry

— | = AEALF
p o
SO(1,3)

Sob transformagoes de Lorentz, as componentes elétricas e magnétcias (puras ou
nao) dependem do referencial, pois podem estar separadas em um referencial, e
“misturadas” em outro. Essa é a mensagem mais importante do curso.

e A

Exercicios:

1. Descrever o eletromagnetismo em 2 4+ 1 dimensoes, onde o tensor
eletromagnético é dado por:

0 —-E, —E,
Fo — | B 0 B
E?J B 0 SO(1,2)

Demonstrar que B é escalar de SO(2) e que E; é vetor de SO(2).

2. Descrever o eletromagnetismo em 4 + 1 dimensoes, onde o tensor
eletromagnético é dado por:

0 -E, —E, —E, —E,
B, 0 - - -
Fow—o|BEB - 0 - -
E. - - 0 -
E, - - — 0

SO(1,2)

Demonstrar que B ¢ tensor de SO(4) (pense em como deve ser Bl)
e que E; é vetor de SO(4).

3. Recupere a forga de Lorentz especificando p = ¢ na equagao:

d?zH az
= (% U = —
m—— § <t # 7,7 dt>

Entenda o significado para g = 0, com a defini¢ao p* = md—;, p0 =
Energia.

Aqui temos uma assimetria, porque a particula estd “viva” e o campo “morto”:
falta introduzir dinamica por meio de uma agéo para o campo A* (que dependa
de suas derivadas). Temos algumas sugestoes:

® N Fy, =0 (inadtil);



o F FM =ty F, F,, (inv. de Lorentz, duas derivadas, simetria de
calibre).

Essa ltima opcao exibe uma caracteristica chamada simetria de calibre. Isso

significa que a agao:
S = /dm“AM(x)

Ap(x) = AL (7) = Au(x) + 0uA(x)

E invariante sob a mudanca:

Onde A(x) é uma funcao escalar sob SO(1, 3) (dita pardmetro de calibre/gauge).

/2mMA Aﬂ/dx“ +i9A(»::V4:/df%LA@)

=l,const.

A agdo é essencialmente a mesma se [ for uma constante qualquer(as equagoes de
movimento ndo sdo alteradas). Para | = 0 corresponde um conjunto especifico
de fungoes parametro de calibre. De fato, temos ainda:

F* 5 0,(Ay + 0,A) — 0,(A,, + 0,A) = F,y + 0,0,A — 0,0, A
\—,—/

=0,A derivavel

Notamos aqui que a invariancia de calibre de F},,, implica na invariancia de
calibre de F; e B;, mas nao a de A, (no caso, pela prépria definicdo da trans-
formacao ser aplicadaem A,,).

Assim, simetria de calibre nao é uma simetria, pelo menos nao no sentido de
uma rotagao ou um boost, e sim uma redundancia, devida ao potencial ser
escrito como uma fungao com certa arbitrariedade. Voltaremos a tratar de
“gauge fixing” e graus de liberdade quando falarmos de ondas eletromagnéticas.
Chegamos, por fim, a agdo do eletromagnetismo:

Acao de Maxwell
n 1
Sem = E /(—ma —nNudah da, +eaAu(xa)dm“ - 1 / d*z F, F"
=1 N
a termo interacdo
cinético de particula- convengao cfﬁrerﬁgo
particulas campo de campos

Agora “ha vida para o campo”, visto que a acao depende explicitamente das
derivadas do campo (por meio do tensor eletromagnético) e se torna, assim,
dindmica.



Na auséncia de cargas temos o que se chama de “campo livre”, pois as cargas
definem o acoplamento entre particula e campo no termo de interagao entre am-
bos. A corregdo ou simetrizagao da diferenga que hé entre a agdo para particulas
e campos se deve ao fato de que uma delas ¢é a integracao sobre o espago-tempo,
e a outra so sobre a linha de mundo das particulas.

Por meio da promogao das particulas a campos (pela composicdo com uma
delta), usual em teoria quadntica de campos, remove-se essa assimetria. Uma
ultima observacao é a de que podemos extrair duas equacoes importantes fa-
zendo:

)
—— — forga de Lorentz
doxh
0S
A — eqs. de Maxwell



