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Consideremos um conjunto de n particulas, suas trajetérias no espago-tempo e
um campo de fundo ao qual estas particulas estao submetidas. A acao deste
sistema se escreve:
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As variacoes dessa agao nos fornecem, respectivamente:
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SAn — Equagoes de Maxwell

Calculemos explicitamente essas variagoes, separando os termos da densidade
lagrangiana, temos:
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Em suma:
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Exercicios

1. (Acoplamento tipico em QED, ou eletrodinamica quantica) Fazer a
analise dimensional necessaria para a obtengao de um parametro
adimensional usando as grandezas ¢, h, e (carga elétrica do
elétron) e m, (massa do elétron). Essa constante recebe o nome
de constante de estrutura fina.

2. Verificar que 9,F* = —J" leva a equagbes de Maxwell, onde
J* = (p,J). Exemplo:
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Obs.: a equagao da continuidade esta contida nessa equagao ten-
sorial: 0,0, F" =0=-0,J"

antissim. S
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As equagoes de Maxwell homogéneas sao, em verdade, identidades (no caso,
identidades de Bianchi). De fato, ao definirmos o tensor dual:
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Onde €,,,0 ¢ 0 simbolo de Levi-Civita:
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1, se (pvpo) é permutagio par de (1234)
—1, se (pvpo) é permutagao fmpar de (1234)

0, caso contrario



Sao trivialmente verdadeiras (tautologias) B
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Exercicios

3. Verificar que (’Lﬁ' #¥ = (0 fornece outras duas equagoes de Maxwell.

4. Fazer o exercicio da Lista 3 sobre dualidade das equagoes para
FHY e seu dual.

5. Derivar Relatividade Geral seguindo as mesmas ideias. Dica: co-
locar o potencial dentro da raiz, com o chute:
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O limite nao-relativistico estd certo, mas a expressao nao ¢ invari-
ante de Lorentz. Pode-se por sua vez “chutar”:
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Sob esse ponto de vista, a acdo é de uma particula “viva”,
agora em um espago-tempo dinamico. E necessério explorar si-
metrias ocultas (invaridncia por transformagoes de coordena-
das/difeomorfismos).

Eletrostatica

De posse das equagoes de Maxwell suponhamos agora um referencial com J =
B = 0. Temos:

V- E = p (ou 4mp, ou p/ep)
VxE=0
INota do redator: essas deducdes do eletromagnetismo covariante estdo disponiveis em
“Einstein Gravity in a Nutshell”, cap. 4, de A. Zee.




Tem-se, basicamente, dois casos a serem tratados:

1. Ha bastante simetrias e, nesse caso, nao precisamos da equacao do rota-
cional do campo. (As questoes a serem cobradas cobrirdo, provavelmente,
todo conteido até aqui);

2. Nao hé bastante simetria e precisamos impor a equagao VxE=0ao
campo. Precisamos também (ou é pratico definir) introduzir a funcao
potencial V (&), fazendo com que a condi¢do do divergente recaia sobre
uma equagao de Poisson.

Lei de Gauss: Seja V C R3. Temos:
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essa igualdade se deve
ao teorema de Gauss

Onde S = 0V ¢ a fronteira do conjunto V e a terceira igualdade se deve
ao teorema de Gauss. A equagdo integral do fluxo de campo elétrico numa
superficie da-se o nome de lei de Gauss.
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Figura 1: Superficies para as quais vale |, SE N Js E - dS (as flechas
representam o campo elétrico devido & carga).

Essa integral tem o mesmo valor para superficies de volumes “encaixados” (se
um volume ¢é interior a outro, e uma carga estd localizada no centro do interior
desse volume, entao a integral de fluxo da superficie do segundo volume é igual
& do primeiro volume). Se a carga que gera o campo estiver fora de um dado
volume, a integral do fluxo, com respeito a essa superficie, é nula.



Lei de Coulomb: Seja @ distribuida em uma esfera de raio R, e o campo
calculado a uma distancia r > R:
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A primeira igualdade se deve as simetrias do sistema (o campo tem simetria
esférica, E(r,0,¢) = E(r)7), e a terceira a lei de Gauss. Chegamos a:

Num caso especifico da for¢ga de Lorentz, com v = B= 0, obtemos:

Usando o formalismo de Maxwell, sabemos como sera a “danga dessas particulas”.
Supusemos o campo de fundo fixo, de forma que g e seu campo nao interferem
significativamente com F (isso é o que no jargao se chama “no back reaction”).
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Exercicios

6. Mostrar que esse campo verifica VxE=0.

7. O campo gravitacional obedece uma lei de forcas similar:
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Calcular a razao das magnitudes das forcas gravitacional e elétrica
(usando massa e carga do elétron). Devido ao valor dessa razao di-
versos argumentos de desconsideragao de uma forga em detrimento
doutra devido as escalas serao utilizados.

8. Calcular o campo de uma esfera uniformemente carregada em
funcao da distancia (radial) a origem.

9. (Para os sadomasoquistas) Recuperar a lei de Coulomb para um
elipsoide.

10. Calcular o campo elétrico em um ponto do espaco devido a um fio
infinito com densidade linear de carga uniforme.

Dica: a superficie de Gauss conveniente a ser utilizada é um cilin-
dro, e a integral de superficie do campo nao tem contribuicao nas
“tampas”, pois o campo é paralelo a elas.




