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Revisao de exercicios:

1. Deducao do primeiro par de equacoes de Maxwell.

A derivada funcional da acao do eletromagnetismo, com relacdo ao campo,
nos da duas equagoes de Maxwell. Calculemos;

548 =64 / (JHA" - iFWF“”> - / (JuéA# - iQFWcSF’“’)

A parte da particula livre nao depende explicitamente do campo. Podemos
calcular separadamente o termo da variacao §F*":

Fuy (5F*) = F,, (0*6A” — 0”5 A") = 2F,, 0" (5A")

Dessa forma, temos:

548 = / (J6A¥ — F,,0"5AM) = / (Ju + 0" F,p) 6 A% = O, F"F+JH =0

Especificando os valores das componentes de indice livre (u = 0,1,2,3)
obtém-se duas equacoes de Maxwell.

2. Descricao de transformacoes de Lorentz como rotagoes.

Comecemos olhando para um caso particular em SO(D) (com D = 2).

Temos:
RTR=1
det R=1



Esse determinante é escolhido de forma que essas matrizes estejam conti-
nuamente conectadas com a identidade. Podemos assim, expandir R em
sua série de Taylor:

R=1+A+0A%) =1=R"R~(1+A)1+A") =1+ A+ AT +0(A?)

| AT = — A (matriz antissimétrica)

E possivel escrever todas matrizes 2 x 2 antissimétricas com apenas um

parametro 6:
0 1
A=46 (1 O) =

Essa matriz é a base das matrizes antissimétricas de SO(2) (e é dita gera-
dor da algebra de Lie s0(2); um gerador da dlgebra de Lie de so(n) é uma
das matrizes resultantes da avaliagao da derivada da matriz de rotagao
nos parametros que ddo a origem, como 6 = 0, por exemplo).

Se considerarmos a definicao de exponencial para nimeros reais:

9 - . 0 N . N . %
= lim (1+—) =1lm (1+60), 60 =—r
n—0o0 N N300\ N — ~—~ N
equivalen- angulo \/
te a 1+A infinite- inteiro
simal grande

A aplicagdo sucessiva (por um nimero grande de vezes) de uma matriz
“préxima” da identidade nos recupera uma rotagao qualquer (diz-se que
o gerador, ao ser exponenciado, d4 uma rotagao do conjunto de matrizes
de SO(2)):

[eS) [eS)
o _ om A A™ _ A" A™
e = — e = — = —+ -
n! n! n! n!
n=0 n=0 n par n impar

Da definicao de A verifica-se que essa matriz satisfaz A™ = 6"™J, onde J
é ora a matriz a identidade, ora o gerador de so0(2) (conforme a paridade
de n). Assim:

o™ o 0 1 cos 0 sen 0
A _ v v _
€= (Z n!) 1+ Z n! (1 0) - (sen 0 cos 0)

n par n impar
————
=cos 6 =sen 6



Assim, recupera-se uma matriz qualquer de SO(2), parametrizada por um
b )

parametro real, o angulo de rotagao no plano que essa matriz impoe a um

vetor.

Se considerassemos um espago-tempo com uma dimensao de espago e uma
de tempo (SO(1,1), razodvel, visto que podemos definir transformagoes
de Lorentz em uma das trés direcoes ortogonais e generalizar para mais
diregoes), terfamos:

-1

= 1nl+ATn+nA+ ATnA == ATy = A

=0(A2)

Essa equagao matricial pode ser explicitamente resolvida para matrizes
2 X 2 nesse caso:

A - [ a2 ann az) (=1 0\ _ (=1 0\ fan a2
az  asz) ' \ai2 aa 0 1 0 1) \a21 a2

= |a11 = agy = 0,a9; = a2, AT = A (simétrica), tr A =0

.-.A:1+¢((1) é) +0(¢%)

O conjunto de geradores da &dlgebra de Lie correspondente a SO(1,3)
podem, na representagcao do grupo de Lorentz, ser escritos cada um
como componentes de um tensor 2-covariante, que obedece [I]:

Juw = —Jou

Jov = Joi, v =0,1,2,3 — Boosts
Juw = Jij, v = 0,1,2,3 — Rotagoes

H4, portanto, 4(4 — 1)/2 = 6 geradores, trés de boosts (os Jo;) e trés de
rotagoes (os J;;). Devido a particularidade de que para D = 3 o nimero
de geradores da dlgebra de Lie correspondente a SO(3) é igual & dimensao
do espaco, uma associagdo é feita entre J;; e (Jg, Jy, Jz) = (J1,J2, J3),
com J;; — Ji (onde (ijk) é permutacdo par de (123)). As relagdes de
comutacao obedecidas por esses geradores sao:

[J/w» Jpa] =1 (nupt]/wr + n/LaJup - nupt]ua - nyaJp,p)



Os 16 geradores que obedecem essa relacoes de comutagao compde o que
é chamado de algebra de Lorentz. Ao completarmos esse conjunto com
operadores que satisfazem as relagoes adicionais:

[P/upu] =0
[y Ppl = Mpup Py — 1up Py

A um conjunto de operadores que satisfaz essas relagoes de comutagao
dé-se o nome de Algebra de Poincaré, da qual a Algebra de Lorentz é
um caso particular (sem os operadores/geradores de momento linear).

Exercicio:

1. (Desafiador) Encontre a Algebra de Galileu (procure por ela em
algum livro ou outra referéncia) como um caso particular, nao-
relativistico, da Algebra de Poincaré.

Na representacao tridimensional, um dos geradores de momento angular se es-
creve como:

0
Jz= -1
0

O O =
o O O

Definindo J; = iJ; e temos ._7; = J;, pois (z'Ji)Jr = —i(—J;) (o conjugado hermi-
tiano de uma matriz anti-simétrica real é o negativo desta matriz). Verifica-se
as seguinte propriedades dos comutadores:

[A,B]' = —[A, B, 7, J;] = iciju T

Por razoes que ficam evidentes em Mecanica Quantica, é conveniente escrever
as relacgoes de comutacao dessa forma com os operadores “complexificados”.

3. Descrigao do eletromagnetismo em mais dimensoes.

Sao invariantes de Lorentz as quantidades:

FHYEF

n
/,LV)F/,LVF#

As equacgoes de Maxwell podem ser lidas a partir de:

D FM = —J"
D, =0



Onde Frv = %EWPJF P, A simetrizagao adequada desse par de equagoes
se daria na substituicio 0 <> —.J¥. Mais sobre a simetrizacio dessas
equagoes e sua relagdo com existéncia de monopolos magnéticos pode
ser encontrado no artigo de Gaumé e Hassan [2]. Decorre da mecénica
quantica que, se houver uma unidade de monopolo, entao o produto da
carga elétrica pela unidade de monopolo é proporcional a algum inteiro
(carga elétrica quantizada).

E possivel explorar a dualidade dos tensores acima da mesma forma que
se faz em quatro dimensoes:

4D : F,, < F
S6 que em mais dimensoes como, por exemplo, dez:
10D : FMVPU)\ <~ FMVPUA

Diz-se que o eletromagnetismo nestes moldes apresenta dualidade-S,
onde o dual é calculado a partir do simbolo de Levi-Civita apropriado.

Descontinuidades

Encontremos as condigoes de contorno (descontinuidades) impostas a um sis-
tema eletrostatico por meio das equagoes de Maxwell. Seja um cilindro infini-
tesimal como na figura

IRy

Figura 1: Cilindro para o qual o fluxo sera calculado.

No que se segue, estaremos usando unidades tais que 4meg = 1. O campo devido
a um plano infinito carregado, com densidade superficial de carga uniforme o
tem simetria acima e abaixo do plano: E = E(2)%,E(z) = —E(—=z),E(z) =
2mo (constante). De fato, escolhendo o cilindro como superficie gaussiana:

/ E-dS = E(2)A — E(—2)A = 2E(2)A = 410 A = 47Q
S



Aqui, usou-se que o campo é perpendicular ao plano e nao hé contribuicao para
o fluxo nas laterais do cilindro. Logo:

lim E(z) — lim E(z) =4no = a- E|y —h- E|_ = 470

z—0t z—0—

Analogamente, para um circuito fechado infinitesimal transversal a superficie:
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Figura 2: Circuito para o qual a circulagao sera calculada.

]fﬁ-d?fz/ﬁxﬁzo:»ﬁxﬁ|+—ﬁxﬁ\_:o

Portanto, as componentes normais e tangencial do campo a uma superficie sao,
respectivamente, continua e descontinua (o conteddo de prova serd cobrado até
aqui, mais capitulos do Griffiths.)

Potencial eletrostatico:
Sejam as equacgoes de Maxwell da eletrostatica:

6'E_::47Tp
VxE=0=E=-VV

A dltima igualdade se escreve devido ao teorema para formas de cohomologia
de de Rham; podemos escrever a equagao para o operador rotacional como:

EijkajEk =0= €ijk ajak V=0
~—
antissim. sim.

As equagoes da eletrostatica se reduzem, portanto, & equacao de Poisson:

V2V = —4mp

Para uma carga puntiforme na origem, sua distribuicdo p(Z) torna a equagao
em:

V2V = —4nQo%(7) |




Para pontos fora da origem (& # 6) temos a equagao de Laplace, V2V = 0.
Solucoes desse tipo de equagao sao ditas fungoes harmonicas. Nos restrinja-
mos a fazer um chute da solugao:

a
V = —, a = const.

T
=3
=
- /1 —F - —af .7 8F.F
rei (L) e Lo L T L v s o | T T
r r? r3 r3 r3 rd
Onde fez-se ¥ = (x,y, z). Assim:
N 3/ = R . . .
P(x)H—Q5 () :>/ v -dS:47TQ7a=Q,V:9,E:—VV:QA
Jp(@)d’z =Q s=ov r r?

ajr

Este é o primeiro e mais simples exemplo de fungao de Green, uma funcao
que satisfaz:

V2G(7, ) = 8 (7 — ) (solucdo da eq. de Laplace inomogénea, com fonte delta)
Nesse caso, tinhamos:
-1 1
GF ) =GF—F) = ——
) =) = G

Seja p(7) # 0 em um volume V. Temos:

—
V(F):—47r/ d%’G(ﬁﬂ)p(F’):/ d3rf(7rz,f=(x7y,2)
v v lP=7

Isso se deve pois, ao tomar o laplaciano dessa expressdo, recuperamos a equacao
definidora de G-

_— ,
{V V = —4nmp = V2V = V2V(F) = V2 <47r/ d"r'G(ﬁF)P(Fl))
v

V2@ = §(7 - )

= —47r/ d3r’ (V%G(F,F’)) p(7) = p(7)
\% —_——r
=83 (7—i)

Por essa razdo, a de “levar” a influéncia de cada ponto 7 em 7 devida a um
campo, G(7,7) também é chamado de propagador. Para cada operador linear
(como o laplaciano, o d’alambertiano e outros operadores de outras teorias de
campos mais gerais) corresponde uma fun¢ao de Green especifica, que caracte-
riza a teoria.



Referéncias

[1] Representation theory of the Lorentz group - Wikipedia. Representation
theory of the Lorentz group: Conventions and Lie algebra bases!.

[2] L. Alvarez-Gaume e S.F. Hassan. Introduction to S-Duality in N=2 Su-
persymmetric Gauge Theory. (A pedagogical review of the work of Seiberg
and Witten). 1997. Introduction to S-Duality in N=2 Supersymmetric
Gauge Theory. (A pedagogical review of the work of Seiberg and Witten).


https://en.wikipedia.org/wiki/Representation_theory_of_the_Lorentz_group#Conventions_and_Lie_algebra_bases
https://en.wikipedia.org/wiki/Representation_theory_of_the_Lorentz_group#Conventions_and_Lie_algebra_bases
https://arxiv.org/abs/hep-th/9701069
https://arxiv.org/abs/hep-th/9701069

