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Gravitação e Cosmologia

Elcio Abdalla

Resumo

Considero aqui os prinćıpios que nortearam a formulação da Relatividade Geral,
suas consequências, e posteriormente questões mais modernas sobre Cosmologia.
Ao final, comentamos aspectos mais modernos sobre a formação do Universo.

Principais referências originais: S. Weinberg, Misner, Thorne, Wheeler, trabalhos de pesquisa.
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Introdução

A Mecânica Clássica

♣ A mecânica clássica nasceu de algumas observações importantes legadas por
Galileu e das Leis de Newton.

♣ Galileo observou que em uma linguagem transladadas para conceitos
modernos que

1. Um corpo em movimento retiĺıneo e uniforme continuará, na ausência de “forças”
(ou seja, caso estiver isolado) em seu estado de movimento, perpetuamente.

2. Sob a ação da gravidade corpos diferentes caem com a mesma aceleração.

3. O movimento dos corpos pode ser descrito por um sistema cartesiano. Dois
sistemas que difiram por uma rotação fixa, ou por uma velocidade relativa
constante são fisicamente equivalente.
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♣ Podemos dizer que o corpo é descrito por uma terna de números

(x1, x2, x3) = ~x e pelo tempo t.
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♣ Podemos dizer que o corpo é descrito por uma terna de números

(x1, x2, x3) = ~x e pelo tempo t.

Sistemas equivalentes por rotação:

x′i =
3∑
j=1

aijxj

3∑
j=1

aijakj = δik
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Transformações de Galileo

Sistemas que diferem por uma velocidade ~v:

~x′ = ~x+ ~vt

t′ = t

As últimas são ditas transformações de Galileo.
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A contribuição de Newton se dá ao postular que há um elemento chamado
“força”, ~F ; responsável pelo movimento. A força é proporcional à variação
temporal da velocidade, ou seja, à aceleração. A constante de proporcionalidade é
a massa inercial. Assim sendo,
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A contribuição de Newton se dá ao postular que há um elemento chamado
“força”, ~F ; responsável pelo movimento. A força é proporcional à variação
temporal da velocidade, ou seja, à aceleração. A constante de proporcionalidade é
a massa inercial. Assim sendo,

~F = mi~a = mi
d2~x(t)
dt2
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Há que se dar a força nos casos de interesse f́ısico. O caso mais fundamental nos
tempos de Newton era a força gravitacional. Newton postulou que

~F = −G Mmg

r2
r̂ =
−GMmg~r

|~r|3
,

onde mg ≡ m e M são as massas gravitacionais dos corpos, e G uma constante
universal. Da segunda observação de Galileo anteriormente citada, a massa
gravitacional é identificada com a massa inercial.
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As Leis de Kepler

A verificação das Leis de Newton se dá através da constatação das Leis de Kepler,
derivadas das observações de Tycho Brache:

1. As órbitas são eĺıpticas.

2. As áreas varridas pelos planetas em seus movimentos são sempre as mesmas,
em um determinado peŕıodo de tempo.

3. O quadrado do peŕıodo é proporcional ao cubo do raio de revolução para todos
os planetas em torno do sol.
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Solução da Equação de Newton,

−GMm
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Solução da Equação de Newton,

−GMm
~x

|~x|3
= m

d2~x

dt2

Multiplicando-se a equação acima por d~x
dt temos o resultado

m~̇x~̈x+GMm
~x

|~x|3
~̇x = 0 ,

de onde segue a conservação da energia,

d

dt

(
1
2
m~̇x

2
− GMm

|~x|

)
= 0 ,
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ou seja,
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2
m~̇x
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ou seja,

1
2
m~̇x

2
− GMm

|~x|
= E = constante

Temos ainda a equação

d

dt
(m~x ∧ ~̇x) = m~x ∧ ~̈x = −GMm

~x ∧ ~x
|~x|3

= 0
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ou seja,

1
2
m~̇x

2
− GMm

|~x|
= E = constante

Temos ainda a equação

d

dt
(m~x ∧ ~̇x) = m~x ∧ ~̈x = −GMm

~x ∧ ~x
|~x|3

= 0

que decorre do fato da força ser central, ou seja, só depende da distância radial, e
está na direção radial.
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A primeira é a lei de conservação de energia, a segunda, a lei de conservação do
momento angular. Notemos que, para uma órbita qualquer,

|m~x ∧ ~̇x∆t| = |m~x ∧∆~s| = 2m∆A
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A primeira é a lei de conservação de energia, a segunda, a lei de conservação do
momento angular. Notemos que, para uma órbita qualquer,

|m~x ∧ ~̇x∆t| = |m~x ∧∆~s| = 2m∆A

onde ∆A é a área variada. Portanto

∆A
∆t

=
|~L|
2m

=
L

2m
= constante,

que é a 1a lei de Kepler (Lei das áreas).
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Além disto, como ~L = constante (por exemplo na direção do eixo x3 = Z) o
movimento é planas (por exemplo no plano (x1, x2) ≡ (x, y′)).
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Além disto, como ~L = constante (por exemplo na direção do eixo x3 = Z) o
movimento é planas (por exemplo no plano (x1, x2) ≡ (x, y′)).

Assim, a velocidade ao quadrado é

~̇x
2

= ṙ2 + r2θ̇2

L = mr2θ̇ ⇒ θ̇ =
L

mr2

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



12

A lei de conservação de energia fica sendo

1
2
mṙ2 +

L2

2mr2
− GMm

r
= E
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A lei de conservação de energia fica sendo

1
2
mṙ2 +

L2

2mr2
− GMm

r
= E

⇒ dr

dt
=

√
2E
m
− L2

m2r2
+

2GM
r

dθ

dt
=

L

mr2
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ou seja:

dr

dθ
= r2

√
2Em
L2
− 1
r2

+
2GMm2

rL2

⇒ d

dθ

(
1
r

)
= −

√√√√2Em
L2
−

(
1
r

)2

+
2GM(1

r)m
2

L2
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Fazendo-se x = 1/r, temos:

d

dθ
x = −

√
2Em
L2
− x2 + 2GMx

m2

L2
= −

√
−(x− x+)(x− x−)
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Fazendo-se x = 1/r, temos:

d

dθ
x = −

√
2Em
L2
− x2 + 2GMx

m2

L2
= −

√
−(x− x+)(x− x−)

∆ =

(
2GMm2

L2

)2

+
8Em
L2

x± =
GMm2

L2
±

√√√√(GMm2

L2

)
+

2Em
L2

=
GMm2

L2

(
1±

√
1 +

2EL2

G2M2m3

)
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Solução por Quadratura

θ = −
∫

dx√
(x− x+)(x− x−)
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Solução por Quadratura

θ = −
∫

dx√
(x− x+)(x− x−)

x = a+ bcosθ ⇒ cosθ =
x− a
b
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ẋ = −bsinθ = −b

√√√√1−

(
x− a
b

)2

= −
√
−x2 + 2ax+ b2 − a2
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ẋ = −bsinθ = −b

√√√√1−

(
x− a
b

)2

= −
√
−x2 + 2ax+ b2 − a2

b2 − a2 =
2E
L2
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ẋ = −bsinθ = −b

√√√√1−

(
x− a
b

)2

= −
√
−x2 + 2ax+ b2 − a2

b2 − a2 =
2E
L2

a =
GMm2

L2
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ẋ = −bsinθ = −b

√√√√1−

(
x− a
b

)2

= −
√
−x2 + 2ax+ b2 − a2

b2 − a2 =
2E
L2

a =
GMm2

L2

⇒ b2 =
2Em
L2

+
G2M2m4

L4
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x =
GMm2

L2
+
GMm2

L2

(
1 +

2EL2m

(GMm2)2

)1/2

cosθ
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x =
GMm2

L2
+
GMm2

L2

(
1 +

2EL2m

(GMm2)2

)1/2

cosθ

=
GMm2

L2

(
1 + εcosθ

)
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1. E > 0, ε > 1⇒ hiperbole
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1. E > 0, ε > 1⇒ hiperbole

2. E = 0, ε = 1⇒ parábola

3. E < 0, ε < 1⇒ elipse

1
r±

=
GMm2

L2
(1 + ε)

r+ + r− =
L2

GMm2

2
1− ε2

=
L2

GMm2

2G2m3M2

2EL2
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Semi eixo maior:

R> =
GMm

|E|
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Semi eixo maior:

R> =
GMm

|E|

Peŕıodo

∫
dt =

∫
dt√

2E
m −

L2

m2r2 + 2GM
r

=

=
∫

rdr√
2E
m r

2 + 2GMr − L2

m2
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√
m

2|E|

∫
rdr√

(r − r+)(r − r−)
= t

T = 2
√

m

2|E|

∫ r+

r−

rdr√
−(r − r+)(r − r−∫

rdr√
−(r − r+)(r − r−)
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Relação entre peŕıodo e Energia
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Relação entre peŕıodo e Energia

r2 − (r+ + r−)r + r + r− =

(
r − r+ + r−

2

)2

−
r2
+

4
−
r2
−
4

+
1
2
r +

r−
2

2

=

(
r − r+ + r−

2

)2

− 1
4

(r+ − r−)2

∫ r+

r−

rdr√
−(r − ξ+)2 + 1

4ξ
2
−

=
∫ r+−ξ+

r−−ξ+

(ξ+ + y)dy√
−y2 + (ξ−2 )2

=
∫

(ξ+ +
1
2
ξ − cosθ)dθ =
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= 2ξ+ arc cos
2
ξ−
ξ− = 2πξ+ = π(r+ + r−)

T = π(r+ + r−) =
√

m

2|E|

T = 2
√

m

2|E|
π
GMm

|E|

T 2

R3
= 2

m3π2G2M2 6 |E|3

6 |E|3G2M3m3
=

2π2

GM

que é a Outra Lei de Kepler
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O Eletromagnetismo Clássico e a Relatividade.

As equações de Newton são tais que, dada a força, sabemos a equação de
movimento resultado, através de uma equação diferencial do tipo

~F(~x) = m
d2~x

dt2
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No caso do Eletromagnetismo tal equação dificilmente é de fato utilizada, já que o
próprio deslocamento das cargas muda os campos, e como

~Fem = e

(
~E(~x) +

1
c

d~x

dt
∧ ~B(~x)

)

o lado esquerdo também muda. É necessário então haver equações que definam
~E(~x, t) e ~B(~x.t) como funcionais de ~x e t, através de equações diferenciais.
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Equações de Maxwell

São estas as equações de Maxwell:

∇ · ~E = 4πρ

∇∧ ~E = −1
c

∂ ~B

∂t

∇ · ~B = 0

∇∧ ~B = 4π ~J +
1
c

∂ ~E

∂t

Conservação da carga: ∇ · ~J + ∂ρ
∂t = 0.
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É essencial verificar a veracidade das Leis de Galileo/Newton para as equações
acima. Como as equações estão escritas através de igualdade de vetores
tridimensionais e de escalares (sob rotação) é obvio que as leis são covariantes sob
rotações x′i =

∑3
j=1 aijxj.
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É essencial verificar a veracidade das Leis de Galileo/Newton para as equações
acima. Como as equações estão escritas através de igualdade de vetores
tridimensionais e de escalares (sob rotação) é obvio que as leis são covariantes sob
rotações x′i =

∑3
j=1 aijxj.

No entanto, parece claro que as transformações de Galileo

~x′ = ~x+ ~vt

t′ = t
∂

∂x′i
=

∂

∂x′i
∂

∂t′
=

∂

∂t
+ vi

∂

∂xi

não conservam a forma das equações acima.
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Para se obter as leis de covariância consideramos a solução

~E = −∇ϕ− 1
c

∂ ~A

∂t
~B = ∇∧ ~A

∇ · ~A+
1
c

∂ϕ

∂t
= 0
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Leis de Transformação.

x′ =
x− vt√
1− ~v2/c2

y′ = y z′ = z

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

A′x =
Ax − vϕ/c√

1− v2/c2

A′y = Ay A′z = Az

ϕ′ =
ϕ− vAx/c√

1− v2/c2
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Sendo ηµν a matriz

η =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


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Sendo ηµν a matriz

η =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


e uµ = (~x, ct)

x′µ =
3∑

ν=0

aµνx
ν,

3∑
ν,σ

aµνa
ρ
ση
νσ = ηµρ
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De um modo geral, a é uma rotação comum, ou seja

[aµν ] =
[

1
[aij]

]
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De um modo geral, a é uma rotação comum, ou seja

[aµν ] =
[

1
[aij]

]
ou uma rotação que inclue o tempo, o que é uma transformação de Lorentz
arbitrárias, isto é

[aµν ] =


1√
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2

0 0 v/c√
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0 0 1 0
v/c√
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2
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De um modo geral, a é uma rotação comum, ou seja

[aµν ] =
[

1
[aij]

]
ou uma rotação que inclue o tempo, o que é uma transformação de Lorentz
arbitrárias, isto é

[aµν ] =


1√

1−(vc)
2

0 0 v/c√
1−(vc)

2

0 1 0 0
0 0 1 0
v/c√
1−(vc)

2
0 0 1√

1−(vc)
2


Para c→∞, recaimos nas transformações de Galileo. c = 3 x 108 m/s, grande
demais para o mundo cotidiano.
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A Teoria da Relatividade Especial

A observação fundamental é que as transformações de um observador a outro não
podem depender da lei considerada. Portanto reformula-se a mecânica clássica.
Os vetores passam a incluir o tempo:

xµ = (ct, ~x) .

Consequências:

• Dilatação do tempo

• Contração do espaço

• Verificações experimentais
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A teoria da Gravitação de Newton é obviamente invariante pelas transformações
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A Teoria da Relatividade Geral

A teoria da Gravitação de Newton é obviamente invariante pelas transformações
de Galileo, já que não há mistura da variavel tempo em

−∇

(
−GMm

|~x|

)
= m

d2~x

dt2

e não é invariante por transformações de Lorentz.

Tendo em vista a Relatividade Especial, onde o tempo comporta-se como o
espaço, Einstein postulou que o espaço-tempo não é mais Euclidiano. Além disto,
tendo em vista o fato experimental que a massa inercial e a massa gravitacional
são iguais, uma part́ıcula em queda livre em um campo gravitacional é localmente
equivalente a um observador inercial.
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Um último ponto de importância é o Prinćıpio de Mach. Este refere-se
fundamentalmente a sistemas em rotação. Newton considerava que sistemas em
rotação apresentavam uma aceleração intŕınseca, devido ao espaço absoluto. Ele
demostrava a existência de uma “força centŕıfuga” através da rotação de um
balde cheio de água, pendurado por uma corda.
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O Principio de Mach

Um último ponto de importância é o Prinćıpio de Mach. Este refere-se
fundamentalmente a sistemas em rotação. Newton considerava que sistemas em
rotação apresentavam uma aceleração intŕınseca, devido ao espaço absoluto. Ele
demostrava a existência de uma “força centŕıfuga” através da rotação de um
balde cheio de água, pendurado por uma corda.

Leibniz (1646 - 1716) e outros arguiram contra o espaço absoluto: Ernst Mach
(1836 - 1916) argumenta que o balde está girando em relação às massas no
infinito, e que em uma experiência imposśıvel de ser realizada onde o mundo
estivesse vazio o balde não mostraria qualquer sinal de aceleração ao ser girado.
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É claro que esta discussão era bastante mais filosófica que f́ısica. Note-se ainda,
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É claro que esta discussão era bastante mais filosófica que f́ısica. Note-se ainda,
que entre os debatedores (Euler, Kant, Berkeley, Mach) há filósofos e
matemáticos.

No entanto ela é útil ao mostrar que o conceito de aceleração absoluta pode
carecer de sentido, não sendo tão óbvio como parece.
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Forças

A inclusão de forças gravitacionais na Relatividade se dá com uma equação que
leva em conta estas idéias, dizendo que há um sistemas de coordenadas ξα onde a
part́ıcula esta livre de forças, ou seja não está acelerada, em relação a seu tempo
próprio τ , definida como

dτ2 = −ηαβdξαdξβ,
portanto

d2ξα

dτ2
= 0 .
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Como ξα = ξα(xµ), onde xθ é o sistema onde se mede a aceleração (sistemas de
laboratório) temos

d2

dτ2
ξα =

d

dτ

(
dξα

dτ

)
=

d

dτ

(
∂ξα

∂xµ
dxµ

dτ

)

=
d2xµ

dτ2

∂ξα

∂xµ
+

∂2ξ

∂xµ∂xν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0,
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Como ξα = ξα(xµ), onde xθ é o sistema onde se mede a aceleração (sistemas de
laboratório) temos

d2

dτ2
ξα =

d

dτ

(
dξα

dτ

)
=

d

dτ

(
∂ξα

∂xµ
dxµ

dτ

)

=
d2xµ

dτ2

∂ξα

∂xµ
+

∂2ξ

∂xµ∂xν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0,

onde supomos válida a notação de Einstein, onde indices repetidos são somados,
ou seja

AµBµ ≡
3∑

µ=0

AµBµ
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Como
∂ξα

∂xµ
∂xλ

∂ξα
≡ ∂xλ

∂xµ
= δλµ,

temos
d2xµ

dτ2
+ Γµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0

onde

Γµνρ =
∂xµ

∂ξα
∂2ξα

∂xν∂xρ
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Reescrevemos ainda o tempo próprio como

dτ2 = −ηαβ
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
dxµdxν ≡ −gµνdxµdxν,

onde

gµν =
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
ηαβ
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Relação entre Γµνρ e gµν

∂gµν
∂xλ

=
∂2ξα

∂xλ∂xµ
∂ξβ

∂xν
ηαβ +

∂ξα

∂xµ
∂2ξβ

∂xλ∂xν
ηαβ

= Γρλµ
∂ξα

∂xρ
∂ξβ

∂xν
ηαβ + Γρλν

∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xρ
ηαβ

= Γρλµ gρν + Γρλνgρµ
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Portanto

∂λgµν + ∂µgλν − ∂νgµλ = 2gκνΓκλµ

⇒ Γµνρ =
1
2
gµδ
{
∂νgρδ + ∂ρgνδ − ∂δgνρ

}
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No limite Newtoniano τ ≈ ct, x0 ' ct, dtdτ ≈ 1

d2~xi

dt2
= −Γi00 = −1

2
ηij
∂h00

∂xj
c2

(
gµν = ηµν + hµν com |h| � |

)
⇒ h00 ' −2

φ

c2

Portanto g00 ' −1− 2φ
c2

.
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Dilatação do Tempo

∆tprop =

(
−ηαµdξαdgβ

)1/2

=

(
−gµνdxλdxν

)1/2

dt

∆t
=

(
−gµν

dxµ

dt

dxν

dt

)−1/2

=

(
−g00

)−1/2
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dt2 = ∆t

(
−g00(x2)

)−1/2

dt1 = ∆t

(
−g00(x1)

)−1/2
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dt2 = ∆t

(
−g00(x2)

)−1/2

dt1 = ∆t

(
−g00(x1)

)−1/2

⇒ ν1

ν2
=

(
g00(x1)
g00(x2)

)1/2
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Para

g00 ' −1− 2
c2
ϕ,
ϕ

c2
� 1

ν2 = ν1 + ∆ν

∆ν
ν

=
ϕ(x2)− ϕ(x1)

c2

φsol = −GMsol

c2Rsol
⇒ φsol

c2
= −2 · 12× 10−6

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



45

Equações de Einstein



45

Equações de Einstein

Rµνρσ = ∂σΓµνρ − ∂ρΓµνσ + ΓµσδΓ
δ
νρ − ΓµρδΓ

δ
νσ



45

Equações de Einstein

Rµνρσ = ∂σΓµνρ − ∂ρΓµνσ + ΓµσδΓ
δ
νρ − ΓµρδΓ

δ
νσ

Rµν = Rρµρν



45

Equações de Einstein

Rµνρσ = ∂σΓµνρ − ∂ρΓµνσ + ΓµσδΓ
δ
νρ − ΓµρδΓ

δ
νσ

Rµν = Rρµρν

R = gµνRµν
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Rµν −
1
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gµνR = 8πGTµν
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Rµν −
1
2
gµνR = 8πGTµν

Tµν é o tensor de energia-momento.
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Soluções das Equações de Einstein.

Um grande número de soluções das equações de Einstein é conhecido. Vamos
considerar algumas das mais importantes.

Soluções esfericamente simétricas.

Soluções esfericamente simétricas descrevam a curvatura do espaço tal como
provocada por uma distribuição restrita de materia.

A métrica gµν não é um conjunto de funções univocamente definidas. Há uma
arbitrariedade relacionada à redefinição das coordenadas (invariância por
transformações gerais de coordenadas).

Para x′µ = xµ + ξµ(x)
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(|ξ| � 1) g′µν = gµν + ∂µξν + ∂νξµ.
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Pode-se usar a invariância por transformações gerais de coordenadas para colocar
gµν sob uma forma mais simples. Para uma solução das equações de Einstein
esfericamente simétrica, usamos a métrica

dτ2 = −gµνdxµdxν =

= B

(
r, t

)
dt2 −A

(
r, t

)
dr2 − r2

(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
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Calculamos as conexões afim:

Γrrr =
A′

2A
≡ 1

2
grr
{
∂rgrr

}

Γrθθ = − r
A

Γr00 =
B′

2A

Γθθr =
1
r
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Γϕϕr =
1
r

Γ0
rr =

Ȧ

2B

Γrϕϕ = −r sin
2 θ

A

Γrr0 =
Ȧ

2A
Γθϕϕ = − sin θ cos θ
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Γϕϕθ = −cotθ

Γ0
00 =

Ḃ

2B

Γ0
0r =

B′

2B
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Portanto

Rrr =
B′′

2B
− B′2

4B2
− A

′B′

4AB
− A′

Ar

− Ä

2B
+
ȦḂ

4B2
+

Ȧ2

4AB
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Portanto

Rrr =
B′′

2B
− B′2

4B2
− A

′B′

4AB
− A′

Ar

− Ä

2B
+
ȦḂ

4B2
+

Ȧ2

4AB

Rθθ = −1 +
1
A
− rA′

2A2
+

rB′

2AB
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Rtr = − Ȧ

Ar
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Rtr = − Ȧ

Ar

R00 = −B
′′

2A
+
B′A′

4A2
− B′

Ar

+
B′2

4AB
+

Ä

2A
− Ȧ2

4A2
− ḂȦ

4AB
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Fora de uma distribuição de matéria: Rµν = 0⇒ Ȧ = 0

Rrr =
B′′

2B
− 1

4
B′

B

(
A′

A
+
B′

B

)
− 1
r

A′

A
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Fora de uma distribuição de matéria: Rµν = 0⇒ Ȧ = 0

Rrr =
B′′

2B
− 1

4
B′

B

(
A′

A
+
B′

B

)
− 1
r

A′

A

Rθθ = −1 +
r

2A

(
−A
′

A
+
B′

B

)
+

1
A
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Fora de uma distribuição de matéria: Rµν = 0⇒ Ȧ = 0

Rrr =
B′′

2B
− 1

4
B′

B

(
A′

A
+
B′

B

)
− 1
r

A′

A

Rθθ = −1 +
r

2A

(
−A
′

A
+
B′

B

)
+

1
A

R00 = −B
′′

2A
+

1
4
B′

A

(
A′

A
+
B′

B

)
− 1
r

B′

A
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Rrr
A

+
R00

B
= − 1

rA

(
A′

A
+
B′

B

)
=

= − 1
rA

d

dr

(
lnAB

)
= 0
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Rrr
A

+
R00

B
= − 1

rA

(
A′

A
+
B′

B

)
=

= − 1
rA

d

dr

(
lnAB

)
= 0

⇒
(
AB

)′
= 0⇒ AB = cte
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r → 00 : A ≈ 1 ≈ B ⇒ AB = 1

Rθθ = −1 +B′r +B = −1 +
d

dr

(
Br

)
= 0

B = 1 +
C

r
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Potencial Newtoniano: C = −GM
c2

Portanto

dτ2 =

(
1− 2GM

c2r

)
dt2 −

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 − r2dΩ2

Esta é a solução de Schwarzschild.
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Outras soluções analogas: buracos negros com carga (Q) e na presença de uma
constante cosmológica (Λ)

dτ2 =

(
1− 2GM

r
+
Q2

r2
− Λr2

)
dt2

−

(
1− 2GM

r
+
Q2

r2
− Λr2

)−1

dr2 − r2dΩ2
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Estrelas.

Para uma distribuição que diremos “normal” de matéria, esta é a solução FORA
da distribuição. Por exemplo, a métrica fora da terra, ou de uma estrela. O
potencial de Newton sae diretamente, assim como correções relativ́ısticas.
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Dentro da estrela: é necessário saber a equação de estado da estrela para definir o
lado direito da equação de Einstein,

Tµν =


ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p


e p(ξ) define uma equação de estado. Por exemplo (estrelas politrópicas) φ

p = aργ

onde p é a pressão e ρ a densidade de energia.
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Buracos Negros.

Para massas demasiadamente concentradas, isto é, em um raio

rc <
2GM
c2

Temos um comportamento bastante at́ıpico.

dτ2 =

(
2GM
r
− 1

)−1

dr2 −

(
2GM
r
− 1

)
dt2 − r2dΩ2

O tempo de fato passa a ser medida pela variável r, de modo que, passando do
horizonte de eventos rc, o sujeito cai inexoravelmente para r = 0.
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Figure 1: Diagrama de queda no Buraco Negro.
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Figure 2: Diagrama de queda no Buraco Negro.
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Figure 3: Diagrama de Penrose do Buraco Negro.
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Figure 4: Diagrama do Buraco Negro.
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Figure 5: Cassiopéia.
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Solução de Kerr e de Kerr-Newman.
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Solução de Kerr e de Kerr-Newman.

ds2 = −(1− 2Mr

Σ
)dt2 − 4Mar sin2 θ

Σ
dtdφ+

Σ
∆
dr2 + Σdθ2 +

+
(
r2 + a2 + 2Ma2r sin2 θ

)
sin2 θdφ2,

∆ = r2 − 2Mr + a2 ,

Σ = r2 + a2 cos2 θ ,

M e 0 ≤ a ≤M são a massa e o momento angular espećıficos do buraco negro.
Os horizontes são r± = M ±

√
M2 − a2 .
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Figure 6: Buraco Negro em rotação.
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Cosmologia.

Problemas com a cosmologia Newtoniana.

É necessário que achemos uma descrição adequada do Universo. A descrição
Newtoniana não o é por várias razões:

• Não explica a evolução do universo. Estrelas não podem ser eternas, pois deve
terminar sua energia.

• O paradoxo de Olbers.

• Universo infinito e atração Gravitacional.

No caso de um “Universo de Einstein”, ou seja, na Relatividade Geral, podemos
calcular a métrica, desde que conheçamos algo sobre o conteúdo material.
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Figure 7: Paradoxo de Olbers.
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O Prinćıpio Cosmológico.

Todos os pontos do Universo são equivalentes, de um ponto de vista
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em n, θ, ϕ, de modo que é posśıvel escrever um Ansatz do tipo



79

O Prinćıpio Cosmológico.

Todos os pontos do Universo são equivalentes, de um ponto de vista
macroscópico. Portanto há um flúıdo Cósmico Universal, caracterizado por uma
densidade de energia ρ e por uma pressão p. Suporemos que haja uma equação de
estado p = wρ.

Para materia não relativ́ıstica (galáxias) temos w = 0. Para radiação w = 1/3.

Um Universo esfericamente simétrico em torno de qualquer ponto e homogêneo,
escrito em termos das variáveis t, r, ∂, ϕ, não pode ter dependências não triviais
em n, θ, ϕ, de modo que é posśıvel escrever um Ansatz do tipo

dτ2 = dt2 −R(t)2

{
f(r)dr2 + r2dΩ2

}
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ou seja,
g00 = −1 g0i = 0

gkj = r(t)2 g̃ij

g̃rr = f(r), g̃θθ = r2 g̃ϕϕ = r2 sin2 θ
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Elementos não nulos da conexão afim

Γ0
ij = RṘg̃ij

Γi0j =
Ṙ

R
δij

Γrrr = r
1
2
f

{
d

dr
f

}
=
f ′

2f

Γθrθ = − 1
2r2

{
∂τgθθ

}
= +

1
r

Γϕrϕ = 1/r

Γrrθ =
1

2f
∂θgrr = 0 = Γrrϕ = Γθrr = Γϕrr
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Γrθθ = ± 1
2r
∂τr

2 = −1/r

Γrϕϕ = −(1/r)sin2θ

Γθϕϕ = −sinθ cosθ

Γϕϕθ = cotθ
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R̃rr =
d

dr

(
2
r

+
f ′

2f

)
− d

dr

(
f ′

2f

)
+ Γkre Γerk − Γkrr Γeke

+ΓrrrΓ
r
rr + ΓθrθΓ

θ
θr − Γrrr

(
Γrrr + Γθrθ + Γϕrϕ

)
(1)
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R̃rr = − 2
r2

+ 2
1
r2
− f ′

2f
2
r

≡ − f
′

fr

Rij = R̃ij −
(
RR̈+ 2Ṙ2

)
g̃ij
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Portanto a eq. de Einstein deve ser satisfeita só se

R̂ij = λg̃ij

⇒ − f
′

fr
= λf

d

dr

(
1
f

)
= λr

⇒ 1
f

=
λr2

2
+ b
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É posśıvel escolher b = 1, λ = 0, ±2, escolhendo-se apropriadamente a unidade da
variável r.

Rµν −
1
2
gµνR = −8πGTµν
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Rµν = −8πG
(

Γµν −
1
2
gµνΓρρ

)

= −8πG


1
2

(
ρ+ 3p

)
µ = ν = 0

0 µ = i, ν = 0
1
2

(
ρ− p

)
R2g̃ij µ = i, ν = j

R00 = −3R̈
R

= −1
2

8πG
(
ρ+ 3p

)
⇒ 3R̈ = −4πG

(
ρ+ 3p

)
R
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Componente espacial

−
(
RR̈θ + 2Ṙ2 + 2k

)
g̃ij = −8πG

1
2

(
ρ− p

)
R2g̃ij
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Componente espacial

−
(
RR̈θ + 2Ṙ2 + 2k

)
g̃ij = −8πG

1
2

(
ρ− p

)
R2g̃ij

RR̈+ 2Ṙ2 + 2k = 4πG
(
ρ− p

)
R2
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Escrevemos a métrica na forma

dτ2 = dt2 −R(t)2

{
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

}

com k = 0,±1.

Esta é a métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker. Tomaremos o tensor
de energia-momento como sendo o de um fluido perfeito

Tµν = pgµν +
(
p+ ρ

)
UµUν

onde Uµ é a quadrivelocidade, e pode ser tomada como Uµ = (1,~0).
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Estamos preparados para escrever as equações de Einstein de forma completa, e
integrá-las.

Utilizando a primeira equação para eliminar R̈ ficamos com

Ṙ2 + k =
8πG

3
ρR2
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Tomemos agora a conservação de energia, isto é

DνTµν = 0

Dν

(
pgµν +

(
p+ ρ

)
UTUν

)
=

=
∂p

∂xν
gµν + g−1/2 ∂

∂xν

[
g1/2

(
p+ ρ

)
UµUν

]
+Γµνρ

(
p+ ρ

)
UνUρ = 0

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



92

µ = 0 : −dp
dt

+
1
R3

d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
+ 0 = 0
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µ = 0 : −dp
dt

+
1
R3

d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
+ 0 = 0

−R3dp

dt
+
d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
= 0
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µ = 0 : −dp
dt

+
1
R3

d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
+ 0 = 0

−R3dp

dt
+
d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
= 0

gµνdx
µgduν = dt2 −R2

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2
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µ = 0 : −dp
dt

+
1
R3

d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
+ 0 = 0

−R3dp

dt
+
d

dt

[
R3

(
p+ ρ

)]
= 0

gµνdx
µgduν = dt2 −R2

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

)

g00 = 1 g =
R6

1− kr2
r4 sen2 θ
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Ou ainda, fazendo d
dt = R d

dR

3R2

(
p+ ρ

)
+R3 dρ

dR
= 0
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Ou ainda, fazendo d
dt = R d

dR

3R2

(
p+ ρ

)
+R3 dρ

dR
= 0

3R2p = − d

dR

(
ρR3

)
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A solução desta equação depende da equação de estado. Tomando p = wρ temos

3w
R3ρ

R
= −

d

(
ρR3

)
dR

⇒ ln ρR3 = −3w ln R

ρR3 = AR−3w

ρ = AR−3(w+1)
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Para w = 0, ρ = A
R3 = Massa

Volume.

Para w = 1/3 ρ = A
R4

Voltando à equação de Einstein temos

Ṙ2 + k =
8πG

3
A

R3w+1
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A solução geral pode ser obtida por quadratura. No entanto é mais útil olhar para
certas propriedades particulares que nos vão definir a f́ısica. Há dois casos de
interesse:

• Universo hoje: doḿınio de matéria, w = 0.

• Universo primordial: doḿınio da radiação, w = 1
3.
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Em qualquer dos casos há 3 possilidades:

1) k = +1

Conforme R cresce, o lado direito diminue, até que Ṙ2 + 1 ' 1. Neste caso,
8πG

3
A

R3w+1,' 1, e R não pode crescer mais, passando a diminuir. O Universo é
dito fechado.
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2) k = 0

Ṙ =

√
8πG

3
A R−

3w+1
2

R
3(w+1)

2 =

√
8π
3
G A t

R = C t
2

3(w+1)

R cresce indefinidamente.
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3) k = −1

Não há limite para o crescimento.
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Figure 8: Evolução do Universo.
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Figure 9: Evolução do Universo.
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Hoje, a densidade é dada por

ρ0 =
3

8πG

(
K

R2
0

+H2
0

)

onde H = Ṙ/r,H0 = Ṙ0/R0 = valor de hoje R0 = R/.
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Hoje, a densidade é dada por

ρ0 =
3

8πG

(
K

R2
0

+H2
0

)

onde H = Ṙ/r,H0 = Ṙ0/R0 = valor de hoje R0 = R/.

Definimos a densidade cŕıtica por

ρc =
3H2

o

8πG
k = −1 : ρ < ρc

k = 0 : ρ = ρc

k = +1 : ρ > ρc
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Solução para a era dominada por matéria.

Agora, p = 0, ou seja, w = 0

ρ = ρ0

(
R0

R

)3

,

onde o ı́ndice φ se refere ao valor de hoje.

Definimos ainda a constante de Hubble hoje, H0 = Ṙ0
R0

, e o parâmetro de
desaceleração

q0 = −RR̈
Ṙ2

.
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O nome desaceleração já denota o fato que sempre se esperou q > 0, ou seja, o
universo está decelerando. Dados mais modernos dão o resultado inverso, o que
ser a comentado mais tarde. Aqui teremos q0 > 0.

Das equações de Einstein temos

K

R2
0

=
(

2q0 − 1
)
H2

0

8πG
3
ρ0 = 2q0 H2

0

(
ou seja, q0 > 0, e

K = 1⇒ q0 > 1/2
K = 0⇒ q0 = 1/2
K = −1⇒ 0 < q0 < 1/2

)
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Temos ainda: Ṙ2 + k = 8π
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2 = 8πG
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Temos ainda: Ṙ2 + k = 8π
3 GρR

2 = 8πG
3 ρ0

R3
0
R = 2q0

H0R
3
0

R

Portanto

(
Ṙ

R0

)2

= H2
0

(
1− 2q0 + 2q0

R0

R

)

De onde:

t =
1
H0

∫ R/R0

0

[
1− 2q0 +

2q0

x

]−1/2

dx
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Soluções:

1. k = +1

1− cos θ =
2q0 − 1
q0

R

R0

Neste caso,

H0t = q0

(
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Soluções:

1. k = +1

1− cos θ =
2q0 − 1
q0

R

R0

Neste caso,

H0t = q0

(
2q0 − 1

)−3/2(
θ − sinθ

)

t = 0→ θ = 0

θ − 2π ⇒ R = 0
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A idade do universo é, neste caso,

t0 =
1
Hν

∫ 1

0

[
1− 2qo +

2qo
x

]−1/2

dx

= H−1
ν q0

(
2q0 − 1

)−3/2[
arc cos

(
1
q0
− 1

)
− 1
q0

(
2q0 − 1

)1/2]
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A idade do universo é, neste caso,

t0 =
1
Hν

∫ 1

0

[
1− 2qo +

2qo
x

]−1/2

dx

= H−1
ν q0

(
2q0 − 1

)−3/2[
arc cos

(
1
q0
− 1

)
− 1
q0

(
2q0 − 1

)1/2]
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Para q0 ≈ 1, H−1
0 ≈ 13x109 anos.

t0 ≈ 7.5x109 anos.

tmax ≈ 40x109 anos.

2tmax ≈ 80x109 anos.
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2. q0 = 1/2, no caso de K = 0, ρ = ρc. Neste caso, a solução é simples,

R(t)
Ro

=

(
3Ho

2

)2/3

3. q0 <
1
2,K = −1, ρ0 < ρc
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Neste caso a solução pode ser obtida formalmente fazendo-se θ = iΨ, em cujo
caso temos

H0t = q0

(
1− 2q0

)−3/2[
sinhΨ−Ψ

]

R(t) = R0
q0

1− 2q0

(
coshΨ− 1

)
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Para tempos grandes

H0t '
1
2
q0

(
1− 2q0

)−3/2

eΨ

R(t) =
1
2
R0

q0

1− 2q0
eΨ

⇒ R(t) = R0

(
1− 2q0

)1/2

H0t

Neste caso a idade do universo é

t0 = H−1
0

(
1− 2q0

)−3/2
{√

1− 2q0 − q0cosh
−1

(
1
q>
− 1

)}

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



113

Para q0 ∼ 10−2, t0 ≈ 13 bilhões de anos.
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Escalas de Distância.

A noção de distância passa a ser diferente para a Relatividade Geral,
principalmente para grandes escalas. Não podemos mais usar um metro padrão, o
que seria impraticável nos céus.
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Escalas de Distância.

A noção de distância passa a ser diferente para a Relatividade Geral,
principalmente para grandes escalas. Não podemos mais usar um metro padrão, o
que seria impraticável nos céus.

Uma distância com um metro padrão seria medida com uma régua fixa em um
tempo dado fixo t = t. Neste caso, para o observador em r = 0, eθ = θ0, ϕ = ϕ0,
temos
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− d~x2 = dt2 −R2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2θdθ2

)]

= 0−R2(t)
dr2

1− kr2
− r2 · 0

⇒ |dx| =
R√

1− kr2
dr
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Assim,

d
(r1)
Prop =

∫ r1

0

R(t)√
1−Kr2

dr = R(t)
∫ r1

0

dr√
1−Kr2

= R(t)f(r1)

f(r1) =

 arcsinr1 R = +1
r1 R = 0

arcsinhr1 R = −1
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O que observamos de fato é a radiação eletromagnética. Neste caso, olhamos para
a equação da geodésia seguida pela luz vinda de θ = θ0, ϕ = ϕ0,
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O que observamos de fato é a radiação eletromagnética. Neste caso, olhamos para
a equação da geodésia seguida pela luz vinda de θ = θ0, ϕ = ϕ0,

θ = dτ2 = dt2 −R(t)2 dr2

1−Kr2

⇒
∫ t0

t1

dt

R(t)
= f(r1) ≡

∫ r1

0

dr√
1−Kr2
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Olhando para uma onda subsequente da mesma fonte, que saiu em t1 + δt e
chegou em t0 + δt0 temos
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Olhando para uma onda subsequente da mesma fonte, que saiu em t1 + δt e
chegou em t0 + δt0 temos

∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

R(t)
= f(r1) ⇒ δt0

R(t0)
=

δt1
R(t1)

ou seja, temos a relação de frequência

v0

v1
=
δt1
δt0

=
R(t1)
R(t0)
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Definimos o parâmetro de deslocamento para o vermelho (red-shift parameter)
como
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Para r, pequeno

dprop ' R(t)r1

vr ≡ ḋprop ' Ṙ

R
Rr1 ' z

Esta é a Lei de Hubble, definindo o primeiro apoio observacional do modelo
standard.
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Figure 10: Distâncias no Universo.
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Figure 11: A lei de Hubble: dados originais.

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



124

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



125

Figure 12: A lei de Hubble: dados novos.
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Como Medir Distâncias.

1. Através da Paralaxe. “Seguindo” o raio luminoso,

dpar = R(t0)
r1

(1−Kr2
1)

1/2
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A = πb2
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Um fóton emitido com frequência ν, energia hν, chega com energia hν1
R(t1)
R(t0).

Emitidos no intervalo δt, chegarão a intervalos δt, R(t0)
R(t1).
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Um fóton emitido com frequência ν, energia hν, chega com energia hν1
R(t1)
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R(t1).

Assim, a potência recebida P compara-se com a luminosidade absoluta L através

de um fator R(t1)2
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P = L

(
R(t1)
R(t0)

)2
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4πR(t0)2r2
1
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A luminosidade aparente é l = P
A. Definimos a distância de luminosidade como

dL =

(
L

4πl

)1/2

dL =
R(t0)2

R(t1)
r1

3. Distância - área: Compara-se área aparente, e área real.

dA = R(t1)r1

4. Analisando o movimento próprio:
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dµ = R(t0)r1

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



131

A Radiação Cósmica de Fundo.

O Universo já foi bem menos e mais denso, portanto bem mais quente. Em uma
época primordial a matéria e a radiação estavam em equiĺıbrio térmico. Acima de
T ≈ 4000K elétrons não estavam ligados aos átomos e podia haver forte
interação, fazendo o universo opaco. Depois do desacoplamento matéria/radiação,
esta última ficou apenas separada sob a forma de uma radiação de fundo a
temperatura fixa, a Radiação Cósmica de Fundo, como em um forno de
microondas:
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A Radiação Cósmica de Fundo.

O Universo já foi bem menos e mais denso, portanto bem mais quente. Em uma
época primordial a matéria e a radiação estavam em equiĺıbrio térmico. Acima de
T ≈ 4000K elétrons não estavam ligados aos átomos e podia haver forte
interação, fazendo o universo opaco. Depois do desacoplamento matéria/radiação,
esta última ficou apenas separada sob a forma de uma radiação de fundo a
temperatura fixa, a Radiação Cósmica de Fundo, como em um forno de
microondas:

ργ(ν)dν =
8πhν3dν

e
hν
KTγ − 1

Tγ =
T (t)R(t)
R(t0
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onde hν
KT deve ser o mesmo que hν0

KT0
≡ hνR

LT0R0
≡ hν

KT .

Portanto T (t) = A
R(t), sendo A uma constante.

Hoje mede-se T0 ' 2.7K.
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Figure 13: Radiação tipo forno de microondas.
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A Śıntese do Hélio.

A abundância relativa dos elementos é um dado observacional fundamental para
se estabelecer a veracidade do modelo standard. No ińıcio havia protons e neutros.
Devemos olhar como e quanto dos outros elementos puderam ser formados ao
longo da história cósmica.
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A Śıntese do Hélio.

A abundância relativa dos elementos é um dado observacional fundamental para
se estabelecer a veracidade do modelo standard. No ińıcio havia protons e neutros.
Devemos olhar como e quanto dos outros elementos puderam ser formados ao
longo da história cósmica.

No ińıcio, antes da formação das estrelas, havia muitos neutros livres e se pode
formar elementos por captura de netrons, n+ p→ d+ γ.

A abundância dos elementos estaria então ligada à secção de choque de captura
de neutrons.
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Temos as reações

n+ ν ↔ p+ e−

n+ e+ ↔ p+ ν̄

n ↔ p+ e− + ν̄
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No equiĺıbrio, com a distribuição de Fermi temos

n(p)
e dp = ne + dp = 8πh−3p2dp

1

1 + e
Ee(p)
KT

nνdp = nv̄dp = 4πh−3p2dp
1

e
Ev
KT + 1
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O prinćıpio de Pauli dá fatores de exclusão para as reações de

1− 1

1 + e
E
KT

=
1

1 + e−
E
KT

Temos portanto, para os processos descritos, as razões de probabilidade por
nucleon para os processos, de

λ(n+ u→ p+ e−) = A

∫
veE

2
ep

2
νdpν(

e
Eν
KT + 1

)(
1 + e−Ee/KT

)

etc., onde A = gνT
3g2
A

2π3hq
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gν ' 1 · 42× 10−49ug cm3

gA ' 1 · 2gν
Ee − Eν = Q = mn −mp = 1 · 293 Mev, etc.
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Assim, pode-se calcular a fração de neutros, dada por

Xn '
λ(p→ n)

λ(p→ n) + λ(n→ p)

como função de temperatura.

Para Tν ' T > 1010K,

λ(p→ n)
λ(n→ q)

= e−Q/KT , portanto

Xn ' (1 + eq/KT )−1.
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No ińıcio Xn ' 1/2, e Xu ' 0.38 para T = 3 x 1010. O tempo médio da reação
n→ p+ e− + ν é λ−1(n→ p+ e− + u) = 1013 seg, portanto

Xn(t) = N e−
t (seg)
1013 ou ainda

Xn(t) ' X(0
n (t)e−

t
1013

X(0)
n (t)→ 0 · 164 Peebles
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Como estes dados podem-se calcular as abundâncias ρN = 10−30g/cm3

H1 74%

H2 2× 10−5

He3 2× 10−5

He4 26%

Li7 ×10−9
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Reações:

p+ u → d+ δ

d+ d → He3 + 4 → H3 + p

H3 + d → He4 + 4
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Não é fácil produzir núcleos mais pesados que Helio. De fato, não há nucĺıdeos
estáveis com A=5 ou A=8, de modo que n+ α, p+ α ou α+ α não podem ser
usados de modo eficiente. Além disto, He4 +H3 → Li7 + γ e
He4 +He3 → Be7 + γ não são competitivos, devido à barreira Coulombiana com
P +H3 → He4 + γ ou n+He3 → He4 + γ.
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História do Universo Primordial.

• 10−44 seg . . . . . . . . . . . . . . . . . . gravitação quântica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1019 Gev
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História do Universo Primordial.

• 10−44 seg . . . . . . . . . . . . . . . . . . gravitação quântica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1019 Gev
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• 1013 seg . . . . . . . . . . . . . . .desacoplamento matéria energia . . . . . . . . . . . . . . . 1 ev

• 1016 seg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . formação galática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10−2 ev

• 1017 seg . . . . . . . . . . . . . . . . formação do sistema solar . . . . . . . . . . . . . . . . 10−3 ev

Note-se que 1 ano = 3.15× 107seg, e que 1ev = 5× 103K
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Figure 14: Comparação entre as interações.
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Figure 15: Evolução das interações.
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Note-se ainda, que nos primeiros instantes a evolução temporal, medida através de
nosso presente parâmetro tempo tem uma evolução cada vez mais rápida, quanto
mais nos aproximamos do instante inicial. Devido a invariância por transformação
de coordenadas isto é irrelevante.



149

Note-se ainda, que nos primeiros instantes a evolução temporal, medida através de
nosso presente parâmetro tempo tem uma evolução cada vez mais rápida, quanto
mais nos aproximamos do instante inicial. Devido a invariância por transformação
de coordenadas isto é irrelevante.

Os primeiros segundos são incógnitos, correspondendo a época de gravitação
quântica, onde presumivelmente haveria supercordas como elementos f́ısicos
relevantes, e a dimensão do espaço-tempo deveria ser 10 (9 de espaço e uma
tempo) para que fossem descritas corretamente as supercordas, ou eventualmente
11 no caso de uma teoria mãe. A matéria passou a existir aos 10−34s segundos,
quando a teoria unificada se dividiu em interação forte e interação eletrofraca.
Antes disto os bárions podiam decair o que seria o equivalente a se dizer que os
protons ou a matéria normal não são estáveis. Sinais experimentais de tal
decaimento estão sendo procurados, mas ainda não há confirmação dos mesmos.
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A matéria atômica, tal como a conhecemos hoje, só se formou segundos após o
ińıcio (cerca de 30 mil anos após o big bang) mas a matéria desacoplou da energia
radiante apenas 300 mil anos após o big bang. Foi só então que a luz passou a
poder viajar longas distâncias sem espalhar pela matéria, e o universo ficou
transparente. De fato, antes disto o universo era opaco. Deste modo, só podemos
observar o universo posteriormente ao tempo em que os fótons passarm a se
mover livremente. Antes disto, eles eram capturados antes de chegarem aos
nossos olhos, de modo que não podemos enchergar nada antes do tempo
tl ≈ 1013s≈ 300.000 anos, o tempo de liberação dos fótons.
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Do ponto de vista observacional, a melhor confirmação do modelo, após a
radiação cósmica de fundo, é a abundância de Helio observada no universo. Tal
abundância é prevista como consequência de sucessivas reações de captura de
neutrons, começando por

n+ p −→ d+ γ .
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Como resultado, obtém-se a previsão de que a quantidade de Hélio como fração
da matéria bariônica no universo deve ser de aproximadamente 25%, o que é
plenamente confirmado pelos dados observacionais.
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plenamente confirmado pelos dados observacionais.

Alguns problemas ainda permanecem todavia sem solução. O primeiro é o
problema da extrema isotropia observada no universo. Conforme mencionado,
retirando-se o efeito do movimento da Terra em relação à radiação cósmica de
fundo, a isotropia no valor da temperatura observada é tal que a diferença relativa
nas temperaturas é da ordem de 10−5. Isto é dado pela figura (13). Naquele
mapa as duas grandes manchas na temperatura correspondem ao termo de dipolo,
gerado pelo movimento da terra em relação à radiação de fundo.
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O segundo problema correponde ao fato do valor da densidade de matéria no
universo ser tão próxima da densidade cŕıtica. Em geral, definimos Ω = ρ

ρcrit
. O

valor Ω = 1 é muito instável. Se olharmos para o diagrama (16) vemos que o
valor de Ω perto de 1 hoje deve corresponder, no ińıcio dos tempos, a um valor
enormemente mais próximo de 1. Seria como manter uma esfera equilibrada sobre
um dedo por muito tempo sem se tocar na mesma. Tal fato dificilmente ocorreria
por mero acaso.
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Figure 16: Comparação entre o valor de Ω hoje e aquele do ińıcio do universo; qualquer

diferença extremamente pequena naquela época, se configura hoje como gigantesca. Assim, para

que se tenha Ω próximo de 1 hoje, esta constante deve ser escolhida infinitesimalmente próxima de

1 no ińıcio.
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Um terceiro problema é o fato de não haver monopolos magnéticos no universo. A
teoria os prevê, mas eles nunca foram encontrados.

Estes e alguns outros problemas são resolvidos pelo processo chamado de inflação.
Segundo tal processo, teria havido no prinćıpio uma expansão exponencial do fator
de escala do universo. De modo geral, este crescimento exponencial deveu-se ao
fato do universo estar em um falso vácuo - um máximo relativo de energia.
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Com o crescimento alucinante do universo ficamos em um espaço relativamente
homogêneo, que estava em conexão causal no ińıcio dos tempos. A densidade de
matéria deve-se manter igual a densidade cŕıtica, e outros monopolos estariam
fora do horizonte conhecido. Resolve-se portanto os maiores problemas do modelo
padrão. Abrem-se ao mesmo tempo outras possibilidades, como por exemplo a
criação de novos universos.
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Com o crescimento alucinante do universo ficamos em um espaço relativamente
homogêneo, que estava em conexão causal no ińıcio dos tempos. A densidade de
matéria deve-se manter igual a densidade cŕıtica, e outros monopolos estariam
fora do horizonte conhecido. Resolve-se portanto os maiores problemas do modelo
padrão. Abrem-se ao mesmo tempo outras possibilidades, como por exemplo a
criação de novos universos.

O último degrau nesta sequência será a compreensão de uma teoria quântica da
gravitação, que lance luz na estrutura última do espaço-tempo.
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Figure 17: A Criação de novos universos.
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Teoria Quântica da Gravitação

Há tão grandes dificuldades em se formular uma Teoria Quântica da Gravitação,
que não poucas vezes chegou-se a sugerir que a gravitação talvez jamais devesse
ser quantizada, permanecendo um caṕıtulo clássico à margem do desenvolvimento
da teoria geral de campos e part́ıculas.
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De fato, apenas pensarmos em uma gravitação quântica já nos demanda uma
reestruturação da geometria, que poderia passar a ser descrita por números
discretos, ou seja, tanto o tempo quanto o espaço passariam a ser medidos em
termos de unidades fundamentais. Ademais, uma teoria de campos gravitacionais
quantizados não é consistente devido a quantidades infinitas que não podem ser
absorvidas em constantes experimentais. O chamado problema da renormalização
de uma teoria de campos, que cura os infinitos que aparecem devido ao caráter
operacional dos campos quantizados, não pode ser resolvido em teorias de campos
que contenham a gravitação. Diz-se que a gravitação é uma teoria não
renormalizavel.
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Desta maneira, a antiga meta, já antevista por Einstein, de se obter uma teoria
unificada dos campos , que foi obtida para as outras interações no decorrer das
últimas décadas do século XX, encontra uma alta barreira exatamente na teoria da
gravitação, que podemos chamar a menina dos olhos da f́ısica fundamental.
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Várias tentativas foram iniciadas. Em particular, foi tentada a introdução de uma
nova simetria relacionando bosons e fermions: a supersimetria. Esta apareceu
também como uma forma de preservar certas simetrias de teorias de campos a
energia mais baixas, de modo que as interações fundamentais se apresentassem
em hierarquias diferentes. Como ela impede o aparecimento de várias quantidades
infinitas, foi usada como um meio de tornar a gravitação renormalizável: era a
teoria da supergravitação, que chegou a ser formulada, em sua versão mais
sofisticada, em 11 dimensões, 10 de espaço e uma de tempo. Ainda tais tentativas
resultaram em vão para se obter a teoria unificada de campos quantizados que
inclúısse a gravitação.
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Entrementes, havia uma teoria iniciada no final dos anos sessenta, que pretendia
chegar a compreensão da teoria das interações fortes, com uma alternativa às
teorias de campo: era a chamada teoria dual, que tinha poucos elementos
dinâmicos e basicamente tratava de simetrias. Mostrou-se posteriormente que a
teoria dual podia ser descrita por um objeto filamentar percorrendo livremente o
espaço-tempo, sendo o único v́ınculo o fato de fazê-lo descrevendo uma superf́ıcie
de área ḿınima - equivalente a um prinćıpio de ḿınima ação.
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O prinćıpio de ḿınima ação leva a v́ınculos que só podem ser descritos de modo
simples em um espaço de 26 dimensões (25 de espaço e 1 de tempo). Uma corda
supersimétrica foi obtida, desta vez em 10 dimensões (9 de espaço e 1 de tempo).
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Apesar do problema tornar-se dif́ıcil demais para seu uso em teorias de força
nucleares, para as quais, no ińıcio dos anos 70 foi demostrada a melhor utilidade
da Cromodinâmica Quântica, passou-se a utilizar a teoria de cordas no contexto
de uma teoria unificada dos campos quantizados. Isto se deve a alguns fatos,
dentre os quais destacamos haver, na teoria de cordas, no limite de teorias de
campos, (basicamente dividindo-se a corda em modos normais) uma part́ıcula de
massa zero e spin 2, que foi interpretada como o graviton.
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As teorias de cordas tem uma formulação muito simples no que diz respeito à sua
interação. Elas se mesclam e se dividem, tal como sugerimos na figura. Há um
número pequeno de teorias de cordas, já que sua formulação simples termina por
ser quase única. Isto advém de um fato que gerou a chamad primeira revolução
das cordas. É que a simetria subjacente tem um número pequeńıssimo de
possibilidade que levem a uma teoria de campos simples, e não ao que se
costumou chamar de teorias anômalas.
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Figure 18: Espalhamento de cordas.
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Mais recentemente, acharam-se novas simetrias, desta vez interligando as poucas
e ainda diferentes teorias de cordas. Esta classe de simetrias foi de modo geral
chamada de dualidade. Esta gerou a segunda revolução das teorias de cordas. Ela
traz a suspeita de que haja uma única teoria dita teoria M , possivelmente em 11
dimensões, que gera as poucas e diferentes teorias de cordas ao mesmo tempo.
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Mais recentemente, acharam-se novas simetrias, desta vez interligando as poucas
e ainda diferentes teorias de cordas. Esta classe de simetrias foi de modo geral
chamada de dualidade. Esta gerou a segunda revolução das teorias de cordas. Ela
traz a suspeita de que haja uma única teoria dita teoria M , possivelmente em 11
dimensões, que gera as poucas e diferentes teorias de cordas ao mesmo tempo.

Como a Teoria de Cordas contém a Teoria da Gravitação, além das outras teorias
de campos, ela se torna a candidata natural a Teoria Unificada dos Campos
Quantizados.
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Resta-nos então olhar para as consequências e expectativas que possam ser
comprovadas, ou que poderiam nos levar a consequências ainda mais profundas,
modificando nossa visão de mundo.
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Resta-nos então olhar para as consequências e expectativas que possam ser
comprovadas, ou que poderiam nos levar a consequências ainda mais profundas,
modificando nossa visão de mundo.

Deste modo, assim como em todas as descrições acima, chegamos a conclusão
que a teoria de cordas apresenta uma notável unificação. Poderiamos resumir o
que dissemos com uma antiga citação de um grande Sufi de nome Rumi, que em
um contexto completamente diferente disse: Even though you tie a hundred knots
- the string remains one.

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



170

Consequências e Expectativas

Nossos olhos passam então a questões que possam nos dar indicações de que
compreendemos a estrutura do universo e suas leis. O fato experimental que nos
pode levar a estrutura do universo em larga escala a partir de primeiros prinćıpios
são as observações do satélite COBE que nos dá a estrutura da radiação cósmica
de fundo, 300.000 anos após a explosão inicial. Se pudermos seguir a evolução das
inomogeneidades observadas talvez possamos chegar as estruturas vistas hoje.
Esta evolução terá como ingrediente essencial a Teoria da Relatividade Geral.
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Seguindo um pouco mais adiante, gostaŕıamos de saber as demais consequências
da Mecânica Quântica diretamente sobre a Relatividade Geral tal como
discutimos. O estudo de buracos negros é a maneira mais direta de se chegar a
uma compreensão mais profunda não somente da Relatividade Geral Clássica, mas
principalmente de uma Teoria Quântica da Gravitação. Isto se deve a observação
de que há leis para a dinâmica de buracos negros inerentes a Relatividade Geral,
que são idênticas as Leis da Termodinâmica, uma vez que indentifiquemos a
entropia termodinâmica com a área do buraco negro dividida por quatro vezes a
constante de Newton. Tal identificação terá papel fundamental em processos
puramente quânticos envolvendo a evaporação dos buracos negros. Mais
recentemente, a relação da entropia de um sistema cosmológico arbitrário com a
área que cerca este mesmo sistema é vista como uma relação fundamental, o
chamado prinćıpio holográfico, que requer que a relação entre a entropia e a área
seja sempre menor que o inverso do quádruplo da constante de Newton.
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Tal relação é natural em certas teorias de cordas, e representaria um avanço
teórico muito importante. Além disto, estaŕıamos em direção a uma completa
quantização de toda a natureza incluindo o cosmo. Isto nos indica uma mudança
mandatória dos conceitos, já que o observador é agora interno ao objeto quântico
a ser estudado. Coloca-se estão a pergunta: podem-se criar universos em
processos quânticos análogos aos de formação de part́ıculas elementares? Podem
tais universos, incluindo o nosso, desaparecer em um processo quântico? Afinal
uma Teoria de Campos Quantizados prevê, e até mesmo requer que tais processos
ocorram, e eles de fato ocorrem com frequência no âmbito de part́ıculas
elementares. Deveŕıamos então poder calcular a função de onda do universo!
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No contexto de teorias inflacionárias já se mostrou natural tal criação de
universos. Agora podeŕıamos ter processos tais como na figura.

Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla



174

Figure 19: A Criação de novos universos na teoria de cordas.
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Conclusões

Chegamos finalmente ao ponto onde ciência e filosofia imergem em preocupações
atávicas do homem. Passamos das preocupações práticas, técnicas e úteis em
nossa vida diária colocadas pela f́ısica e realizadas pela tecnologia, a preocupações
cada vez teóricas e especulativas.
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Em primeiro lugar são misteriosas a oŕıgem e a estrutura da geometria do
espaço-tempo. Uma geometria quântica não tem mais funções simples
representando o espaço, mas operadores quânticos, e sua interpretação já não é
mais tão simples. Mais ainda, no âmago da gravitação quântica, em buracos
negros e a alt́ıssimas temperaturas, é essencial que consideremos todas as
part́ıculas e interações, que são geradas em números infinitos nas teorias de
cordas. Sobretudo podem ainda intervir as dimensões extras das teorias de cordas,
ou ainda outras das teorias M , colocando a complexidade do problema em
patamares ainda mais altos. Preveem alguns que as dimensões extras já se
encontram em regiões próximas as observações. De todo modo, sua presença
passou a ser bastante provável no âmbito de Teorias Gerais de Campo
Quantizados, e a velha idéia de Kaluza e Klein dos anos 20 passa a fazer parte de
um ideário quase quotidiano, onde outras dimensões passam a ser ub́ıquas.
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Figure 20: O Armagedon.
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Figure 21: O fim dos tempos e a separação entre bons e maus.Gravitação e Cosmologia Elcio Abdalla
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A geração de novos universos, tais como descritos nos quadros nos lembra, de
fatos, os quadros do armagedon e da separação e passamos portanto a uma zona
bastante mais especulativas, onde o observador não apenas é parte do objeto de
estudo, mas muito mais que isto: o objeto de estudo transcende o observador, por
ser não apenas muito maior, como é de fato nosso universo, mas por conter o
observador de forma que este último não seja capaz, nem mesmo em prinćıpio, de
observar seu objeto de estudo, pois não há ligação causal entre um universo e
outro.

Esta é a Mecânica Quântica vista sob uma nova dimensão, onde a medida,
essencial para a própria interpretação da teoria, passa a ser imposśıvel de ser
realizada.
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