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Fisica Classica






Capitulo 1

Fundamentos da Fisica

Grandezas fisicas. Caracterizacao do mundo fisico. O que se mede.

Caracterizar o mundo fisico significa dizer de modo explicito e detalhado
aquilo que observamos, aquilo que vemos e que desejamos reproduzir outras
vezes. Este é um problema complexo na auséncia da caracterizacao mate-
mética, o que foi a origem da maior parte dos erros dos antigos ao tentar
descrever a natureza. Foi deste modo que a descricao matemaética se tornou

a base de todo o sucesso da fisica moderna.

Podemos caracterizar o mundo fisico por uma descri¢ao simples do que
vemos, e é como os antigos gregos o faziam. Podemos dizer que o céu é
azul, a montanha é alta, os passaros voam. Podemos dizer que jogamos uma
pedra e ela cai, que a agua escorre pelo leito do rio. Quanto & causa da
queda, poderiamos dizer que uma pedra cai porque seu lugar natural é no
centro da Terra, ou no centro do mundo. Assim era a descrigao da fisica por
Aristoteles|1]. Podemos, enfim, dizer que empurramos um movel e que ele se
move, as vezes de modo fécil, ou com pouca forca, as vezes de modo dificil,
parecendo até que o moével esta preso no chao. Esta é uma caracterizacao

que dizemos holistica, do mundo natural.
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A defini¢ao de holismo segundo o Michaelis é: Compreensao da realidade
em totalidades integradas onde cada elemento de um campo considerado
reflete e contém todas as dimensoes do campo, conforme a indicacao de um
holograma, evidenciando que a parte esta no todo, assim como o todo esta

na parte, numa inter-relacao constante, dinamica e paradoxal.

Holismo significa portanto a compreensao como um todo. Veremos mais
adiante que a grande revolucao da ciéncia moderna se baseia em caracteri-
zarmos as partes de um fenémeno para se compreender o significado delas,
para depois se compreender como as partes se relacionam com o todo, como
formam o todo. Apesar de toda critica que se pode fazer em relacao a tal
procedimento, foi assim que a ciéncia moderna evoluiu. Veremos, um pouco

mais adiante, como os antigos viam a ciéncia.

A caracterizacao mais precisa do mundo fisico se da pela medida que
podemos ter daquilo que observamos. Certas afirmagcoes sobre o céu, assunto
com que iniciamos, sao de fato muito complexas, e s6 foram compreendidas
depois do eletromagnetismo de Maxwell. Primeiramente, compreendeu-se o
que é bésico na fisica do céu. Depois, o papel do eletromagnetismo, e a luz
como fenémeno eletromagnético, as cores como definidas pela freqiiéncia da
luz, e finalmente a cor do céu como resultado da interacao da luz com a

matéria, portanto um caminho extremamente longo e complexo.

A altura da montanha é mais simples. Ela é simplesmente uma medida
de distancia, da base ao topo. Mas nao é tao simples assim. Afinal, medir
distancias pode ser simplesmente contar quantos passos se pode dar de um
ponto a outro. Poderiamos dizer que caminhamos para o topo e contamos
o numero de passos. No entanto, queremos a altura da montanha como se

retirdssemos a montanha de seu lugar, fossemos até o ponto onde estaria o



pico, estendéssemos uma linha até o chao e medissemos o comprimento total
da linha, do ponto onde estaria o cume até o chao. Deste modo, até mesmo
para fazer uma medida simples, precisamos de um procedimento. Para medir
a altura da montanha, utilizamos a geometria. A geometria utilizada foi

estudada por Euclides mais de dois mil anos atras|2|.

Aqui temos uma primeira medida fisica de grande importéancia, qual seja,
a medida de distancia. Medir distancias significa comparar tamanhos, sendo
que um deles é utilizado como o padrao de comprimento. Isto é conhecido
desde a antiguidade. Os problemas mais simples diziam respeito a medidas
de terrenos. Quer-se saber se um terreno é grande ou pequeno para que se
possa utilizé-lo de modo eficiente. Para isto, dado o formato do terreno,
queremos uma medida de sua area. Esta é uma outra grandeza fisica bem
definida matematicamente, e os antigos gregos e egipcios sabiam fazer esta

medida.

Sabemos como calcular a area de um quadrado, o produto de dois de seus
lados. A area de um tridngulo também sabemos determinar: a metade de
um lado multiplicado pela distancia do vértice oposto aquele mesmo lado.
Entao percebe-se que se pode dividir uma area que possui uma forma tao
complexa quanto se queira, em uma soma de tridngulos. Entao é s6 somar as
areas de todos os triangulos que compoem a area original e temos o resultado

desejado.

Dai a medirmos volumes arbitrarios nao sera muito dificil. Basta lembrar
que o volume em uma piramide tetraédrica de base com area B e altura h,
é obtido multiplicando a area da sua base pela sua altura e dividindo por
trés. Subdividindo um volume qualquer em piramides pequenas, podemos

calcular o volume original.
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Este é o principio do calculo integral, que so seria descoberto, de modo
formal, por Leibnitz e por Newton, no século XVII. No entanto, rudimentos
do procedimento podem ser utilizados ja nos problemas acima. Ainda mais,
os problemas acima exemplificam como podemos resolver um problema com-
plexo dividindo-o em partes mais simples.

Discutir: tamanho de terrenos, distancias lineares, volumes. Exemplos.

Medida da altura de uma montanha. A medida da altura de um objeto de
dimensoes muito grandes, como uma montanha, ou um edificio, ¢ um exemplo
de medida indireta muito simples, que de outro modo, seria muito dificil de se
efetuar de modo direto. Suponhamos que temos um edificio muito alto. Ao
invés de medirmos a sua altura h diretamente, podemos usar geometria. Uma
medida direta seria estender uma corda ao lado de uma das paredes verticais
deste edificio. A corda deveria ser muito grande, ou por vezes nao podemos
entrar no edificio. Entao fazemos toda medida permanecendo externamente
a ele. Primeiramente medimos a distancia de um ponto de observacgao até o
prédio em questao, digamos que obtemos um valor x. Depois, medimos, a
partir deste ponto, o angulo entre uma linha horizontal imaginaria e outra
que liga o ponto de observagao ao ponto mais alto deste edificio. Digamos
que 6 é o angulo entre essas duas retas. A trigonometria nos da que tgf =
h/z. Sabendo-se z, que medimos diretamente, e 6, que também medimos
com um teodolito,! saberemos a altura h. Assim, para o edificio Itélia,
se nos colocarmos a 30 metros de distancia, e medirmos o angulo, vamos
verificar que ele mede cerca de 78,8°, ou 78 graus e 48 minutos, e olhando em

uma tabela (ou calculadora) veremos que a tangente deste angulo é igual a

1O teodolito ¢ um instrumento 6ptico de medida utilizado na topografia, na geodésia
e na agrimensura para realizar medidas de dngulos verticais e horizontais, usado em redes
de triangulagao. Ver wikipedia.



5.03. Assim,h = 151m. E claro que teremos outras dificuldades, dependendo
do que queremos medir. Por exemplo, podemos medir a altura do prédio
Martinelli, um dos primeiros edificios altos da cidade de Sao Paulo. Sabemos
que ele mede 130m. No entanto, localizado em um declive, devemos tomar
cuidado nas medidas, para que nao estejamos abaixo do nivel inferior (térreo)

do edificio. Um pouco mais de geometria pode ser necessario.

1.0.1 Medida de Eratostenes do tamanho da Terra. Dis-
tancias Terra-Lua e Terra-Sol feitas por Aristarco.

Aristoteles ja falava, quatro séculos antes de Cristo, sobre medidas do raio da
Terra. Eratostenes, (aprox. 284 - 192 A.C.), o bibliotecario de Alexandria,
foi o primeiro a estimar o raio da Terra com precisao, por volta do terceiro
século antes de Cristo. Este foi o primeiro passo para uma visao quantitativa
do Universo, pois passamos a ter uma idéia da dimensao do nosso mundo.

2 em Alexan-

Este calculo ¢ simples. Ele observou a sombra de um gnomon
dria, em um certo dia em que o Sol estava a pino em Siena (hoje conhecida
como Aswan), uma outra cidade egipcia, a uma distancia de cerca de 5000
estadios. Os raios de luz que chegam do Sol nessas duas cidades sao quase
paralelos (veja a Fig.1.1). Quando a luz do Sol incide verticalmente em Siena
(os objetos deixam de ter sombra), em Alexandria os raios solares fazem um
angulo a com a vara do gnomon. Observe que este angulo o também ¢é a
abertura angular das duas cidades medidas a partir do centro da Terra. O
angulo a medido foi de % do circulo maximo,de 360°, ou seja, 7%, o que levou
Eratostenes a estimar a circunferéncia da Terra em 250 000 estddios. Como

a circunferéncia da Terra é igual a 2m Ry, sendo Rr o raio da Terra, Eratos-

2Uma vara vertical usada como relégio solar.
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Figura 1.1: Figura em que temos os dois feixes de luz que chegam as cidades
de Alexandrina e Siena e o dngulo a medido por Eratoéstenes.

tenes obteve uma estimativa para o raio da Terra através da medida deste
angulo. Vejamos a importancia de termos padroes de medidas reconhecidos
mundialmente: hoje nao sabemos ao certo o valor do estadio, mas estima-se
que lestadio = 160m e que o valor obtido por Eratéstenes para o raio da
Terra esteja apenas 5% abaixo do valor exato. Ataualmente sabemos que o
raio da Terra varia de 6.378 km no Equador a 6.356 km nos polos|3]. Como
os valores acima, usados por Eratostenes, sao estimativas ji devidamente
arredondadas, podemos dizer que o valor obtido foi excelente.

As observagoes de Aristarco de Samos sao as mais interessantes. Aristarco
¢ também conhecido por ter sido quem propdés o sistema heliocéntrico bem
antes de Copérnico. Aristarco fez medidas muito apreciaveis. Para medir a
distancia relativa até o Sol e até a Lua, ele observou a Lua quando ela estava
exatamente com aparéncia de meia Lua. Esta observagao, sem instrumentos,
é, na préatica, extremamente dificil. Medindo o angulo entre a direcao da Lua
e a do Sol, ele pode estimar tais distancias relativas.

Pelas observagoes de Aristarco, o angulo é de 87°, quando o correto é de
892 51’. O valor relativo entre a distancia Terra-Sol e a distancia Terra-Lua
obtida por Aristarco foi de 19, enquanto o valor correto é de 400. Embora
haja um erro de um fator de 20, consideramos que para uma observagao sem
qualquer instrumento, a olho nu, o resultado desta estimativa, para a época,
é plenamente satisfatorio.

Aristarco usou duas outras observacoes mais simples. A primeira é que

durante um eclipse solar, a Lua cobre exatamente o Sol. Em outras palavras,
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mesmo sem observar um eclipse solar, verificamos que o angulo subentendido
pelo Sol ou pela Lua é o mesmo, qual seja, 0,5°. Assim, a relagao entre o
didmetro do Sol e o da Lua é dado pela relacao entre suas distancias até nos,
ou seja, 19 para Aristarco, e 400 para nos. Falta-nos ainda um dado para
completar o quebra-cabeca. Este dado suplementar é fornecido pelo eclipse
lunar, quando se verifica, conforme feito por Aristarco, que o didmetro da
Lua corresponde a metade do tamanho do cone de sombra (veja Fig. ?77).

Assim, Aristarco tinha as relagoes

T _:I:+20R_:B+R

2d 19d D

enquanto noés teriamos

T _a:—|—401R_a:+R

2d  400d D

Aristarco resolveu as equagoes, com x = 40R/17, obtendo d = 0,35D e,
portanto, R,,; = 6,6 Ry. Se fizermos o calculo sem o erro original devido a
medida imprecisa de angulo, obtemos r = 2R, D = 3d, e Ry,] = 130Ry. Para
comparagao com valores observados hoje, temos D = 3,67d e R, = 109R,
de modo que a idéia foi brilhante. Note-se ainda que, para o diametro da
Lua, obtemos, aproximadamente, 1/3 do diametro da Terra, que corresponde
a realidade. Se usarmos o fato, j4 bem conhecido, que o tamanho aparente

da Lua corresponde a um angulo de %, obtemos a distancia Terra-Lua,

2
e LT T sRr
sm§ =sin—r~ — =

360 — 360 Dpp

Portanto,

DTL ~ 75RT,
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ou seja, a distancia Terra-Lua corresponde, aproximadamente, a 75 vezes o

raio da Terra. Os valores atuais sdo

Rr ~ 6378 km
Ry ~ 1740 km
Dy, ~ 384 x10°km ~ 60R;.

Note que, para a época, os valores sao excelentes, se levarmos em conta
que nao havia qualquer sofisticacao além de medidas de angulos e distancias,

e conhecimento de geometria.

1.1 Aristoteles.

Aristoteles foi uma mente prodigiosa. Nasceu em Estagira, a leste da atual
Thessalonica, em 384 Antes de Cristo, vindo a falecer em 322. Escreveu sobre
quase todos os aspectos do conhecimento. Sua logica permanece valida hoje.
Foi uma das pessoas mais influentes da historia da civilizacao. Sua filosofia
foi o marco fundamental da igreja catélica durante mais de um milénio.

No campo da fisica, todavia, seus escritos acabaram por retardar, em
certa medida, o desenvolvimento ulterior da ciéncia. A conceituacao grega
do mundo era baseada, conforme ja vimos, em um ideario holista. A princi-
pio isto nao é mau ou errado, mas a tentativa de se compreender o mundo
de forma total é extremamente dificil, e em algum ponto torna impossivel
o desenvolvimento de idéias. De alguma forma devemos compreender os
fenomenos em suas partes, para melhor compreender o todo. O método aris-
totélico iniciava-se pela observagao do particular, naquilo que ele considerava

a esséncia das coisas. Dai tirava conclusdes. Mas o particular, para Aristo-
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teles, continha toda a complexidade de sistema como um todo. Entao temos

complicadores neste ponto de vista. Vejamos como, em detalhe.

Aristoteles e sua escola tentavam, por exemplo, compreender o movi-
mento. Olhavam para o movimento real, como uma carro¢a em movimento.
Se olharmos o movimento de uma carroga, veremos que ha um enorme nu-
mero de variaveis envolvidas. Pior ainda uma carroca antiga. Havia atrito
em toda parte: as rodas atritam com a carroca por um lado, e com o chao
de outro. O cavalo pisa em falso em um terreno dificil, perdendo energia
com a terra em que pisa devido a irregularidade do terreno, ou até devido a
possivel presenca de lama no chao. O arreio nao é firme, ou puxa para um
dos lados. Assim, um dos lados se move mais que outro, muitas vezes rodopia
um pouco, as vezes escorrega em um barranco. A impressao é que nao hé
como haver movimento sem que se faca um grande esforco. De fato, esta foi
a conclusao de Aristoteles: para haver movimento deve haver alguma agao.
Outra conclusao similar é que os corpos devem ter posi¢coes ditas naturais,

onde eles devem naturalmente existir.

Tal linha de pensamento leva a muitas conseqiiéncias errodneas. Este é
um dos perigos que se corre quando nao se tem a experimentacao como guia
do desenvolvimento cientifico: uma linha de pensamento, uma vez erronea,
leva a conclusoes cada vez mais distantes daquilo que é correto. O erro
estd em se tomar um sistema tao complexo como algo que possa ser descrito
em termos de leis simples. A comparacao com a realidade se faz de modo
apenas quantitativo, nao permitindo aquilatar de modo preciso onde esté o
erro ou o acerto de uma conclusao. De fato, a corroca necessita de uma
forca para iniciar o movimento, mas a causa é simples, estando contida em

todo atrito de um sistema tao complexo (no sentido de ser cheio de detalhes)
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e fortemente rudimentar, ja que as pecas que compoem o sistema nao o
fazem para simplificar o movimento e, de algum modo ajudéa-lo, mas acaba
atrapalhando-o.

Apesar das criticas freqiientes a Aristoteles encontradas em livros de fi-
sica, devemos contextualiza-las para uma melhor compreensao. Como dito
acima, Aristoteles foi um dos homens mais influentes da historia humana.
Foi um dos maiores pensadores. Fisica, no entanto, é algo muito dificil, e
sua total compreensao necessitou de uma evolucao historica milenar, ape-
nas podendo alcar voo apds a descoberta do método cientifico. Na época
de Aristoteles o pensamento humano apenas se iniciava em sua vertente 16-
gica, e o conhecimento enquanto informagao ainda era irrisério. Em vista
disto, as nocoes de fisica eram ainda ingénuas. As maiores contribui¢oes da
época se deram na matematica, principalmente dentro do contexto de geo-
metria, a geometria euclidiana. A logica aristotélica é valida, hoje e sempre.
Conheceram-se também os céus e seus movimentos inerentes. Nao foi pouco.
Este conjunto de conhecimentos, passados depois aos arabes, compilados du-
rante séculos de evolugao no oriente proximo deram a base necessaria para
a posterior evolugao através da revolugao de Copérnico, das observagoes de
Tycho Brahe, das Leis de Kepler, do método cientifico de Descartes, da fisica
de Galileu e das Leis de Newton, além de outras contribui¢oes importantes.

Foi uma longa historia.

1.2 Os céus

Olhar para os céus sempre foi uma grande fonte de inspiragao. A busca da
compreensao do cosmos motivou geracoes de pesquisadores em todas as areas

do conhecimento. O ser humano, tornado consciente, passa a viver o mito
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do herdi e a planejar a compreensao de si mesmo e de seu mundo exterior,
principalmente através da ciéncia, almejando poder descrever a criacao do
mundo, suas leis e conseqiiéncias. E assim que a preocupacao humana, desde
os antigos, tomou forma em objetos longinquos, primeiramente no macro-
cosmo. Nao havia, na época, como se preocupar com o microcosmo por falta
da técnica adequada. Foi somente ao final do século XVIII que este caminho

em dire¢ao ao micro comecgou a ser trilhado e posteriormente pavimentado.

Eram duas as vertentes da ciéncia dos céus na antigiiidade. Por um lado,
os misticos, os astrélogos e os sacerdotes se preocupavam com questoes de
principios, com os deuses, com a origem, formando o imaginario mitolégico
e religioso. Por outro lado, havia preocupagoes quotidianas com as medidas
de tempo. Afinal, o homem depende muito, principalmente no inicio da
civilizacao, do ciclo anual que rege as colheitas, do verao e do inverno. A
medida do tempo também era parte do cotidiano, assim como o é hoje, ja
que todos noés temos um relogio a disposicao para nos localizarmos nesta
tao transcendente direcao que é a temporal. As medidas de tempo, assim
como as observagoes astrologicas, levaram a uma astronomia, enquanto as

preocupagoes misticas e mitologicas foram o principio de uma cosmologia.

O olhar para os céus motivou teorias. E dificil saber como é formado o
cosmo, em vista de sua distancia. No entanto a maravilha de um céu estre-
lado leva a profundas cogitagoes, principalmente em vista de seus complexos
movimentos, cuja compreensao nao apenas leva a conclusoes a respeito do
que seja o universo, mas também permite uma medida pratica do passar do
tempo, com previsao do clima, das colheitas, e, portanto, importante para a
vida civilizada. Veremos mais a respeito destes complexos problemas quando

encararmos o tempo.
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1.2.1 Medidas de tempo.

Na verdade, apenas conseguimos medir, diretamente, tempo e espago. Dali,
derivam outros conceitos, mais abstratos. Suponhamos que nossos objetos
estejam em movimento. O que é movimento?

Em primeiro lugar, simplifiquemos os nossos conceitos. Ao invés de falar-
mos de corpo, falemos de um ponto. Um corpo pode ser descrito como um
conjunto de pontos no espaco. Se o corpo for rigido, as distancias relativas,
no interior do corpo, sao sempre as mesmas. Se nao o for, havera dificuldades
adicionais, como por exemplo se estudarmos liquidos, ou pastas.

Com a medida de distancia, podemos inferir a posicao de um ponto no
espaco. Esta afirmagao é uma das esséncias da descri¢ao cinemética de um
corpo, e vird a ser de fundamental importancia na descrigao dindmica. A
cinemética é o estudo do movimento per si, sem que nos preocupemos com

sua causa. Corresponde & descricao do movimento.

1.3 O conceito de tempo ...

Desde que o Homem se percebeu como inteligéncia, ele olhou para os Céus
e perguntou-se sobre a origem de todas as coisas, inclusive de si mesmo.
Viu-se também compelido a olhar para os Céus como modo de previsao de
fenomenos.

Os Céus nos dao razoes de sobra para que o examinemos. Ha uma ver-
tente pratica no quotidiano do Homem, qual seja, a da marcagao do tempo,
previsao das colheitas, antecipacao meteoroldgica. O ciclo de veroes e de in-
vernos era de vital importancia para o Homem antigo e uma eventual perda

de tal antecipacao pode levar & morte de uma sociedade pela fome.
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H4, no entanto, uma segunda vertente, independente e aparentemente
longinqua da primeira, mas, ainda assim, indissociavel dela, posto que seréd
o outro lado da inquiri¢ao cientifica. Refere-se esta a Mitologia e a pergunta
sobre a origem do Universo e do Homem. Esta vertente mistica seria a ori-
gem da pergunta cientifica sobre a origem do Cosmos, sobre a compreensao
do inicio do Mundo e fazia parte, na época, da Religiosidade e da Mitolo-
gia. Os Mitos de Criagao falam do tempo de uma forma bastante direta
e tém uma imagem direta nas diversas interpretacoes de tempo da Fisica.
Assim, Caos e Noite geraram Erebo (escuriddo). Depois vieram Eter (luz)
e Hemera (dia). Hemera e Eros criaram Pontus (Mar) e Gaia (Terra) que
gerou o Céu (Urano). Esta é a fase analoga ao tempo caotico, sem inicio ou
fim, sem interpretagao direta. Gaia e Urano geraram os doze Titas, entre
eles Cronos e Rhea, trés ciclopes e trés gigantes. Farta do apetite sexual de
Urano, Gaia pediu ajuda aos filhos. Cronos decidiu-se a ajudé-la. Esperou
Urano com uma foice, com a qual o castrou, jogando os testiculos ao mar,
de onde nasce Afrodite. Do sangue, nasceram as Erinias, entidades que se
encarregam das vingancas. Urano amaldigoou o filho, vaticinando que os fi-
lhos de Cronos o trairiam. Cronos casou-se com Rhea. Comia seus filhos por
temor de que eles cumprissem a maldi¢ao de Cronos. Cronos personifica o
tempo, aquele que cria para posteriormente destruir. Representara o tempo
da Relatividade Geral, assim como o tempo das religioes monoteistas, com
um inicio, com uma criagao a partir de algo desconhecido, cadtico. De seus
filhos, Rhea salvou Zeus dando a Cronos uma pedra embrulhada como se
fora o novo filho. Cronos comeu a pedra pensando ser a crianca. Zeus foi
criado as escondidas, no Monte Ida, em Creta. Zeus retorna, exila Cronos e

os Titas no Tartaro, casa-se com Hera. Zeus gerou filhos e filhas, deuses e
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mortais, abrindo a época dos deuses Olimpicos. E a era do tempo classico, o
tempo sem inicio ou fim, como o tempo de Newton, absoluto. As Religioes
monoteistas tiveram, também, suas sugestoes quanto a criagao do Universo
e do Homem, espelhadas, por exemplo, na arte renascentista. Esta visao
de tempo, advinda dos gregos, ¢ bastante ilustrativa e muito caracteristica
do pensamento filosoéfico grego, onde o psiquico e o cientifico se juntam de
modo profundo. O tempo ¢, de fato, simultaneamente, substancia psico-
logica intrinseca ao homem, que pensa dentro do tempo, e algo cientifico,
aparentemente independente do observador humano, presente em qualquer

experiéncia fisica realista.

Sera interessante observarmos, ao final, que, depois de uma separacao
entre o tempo psicolégico, desprezado pela ciéncia por séculos, e o tempo
fisico, realista, presente objetivamente, chegaremos a uma situacao onde a
propria existéncia objetiva do tempo fica colocada em questao. Vejamos

como isto ocorre.

A metafisica do tempo ja foi estudada em profundidade por grandes men-
tes. Entre os Pitagoricos, e para Platao, ha uma imagem divina para a origem
do tempo. Nesta medida, teria havido a criagao do tempo em moldes pa-
recidos com a idéia biblica. Conforme o dito pitagorico, ...Ele resolveu ter
uma imagem movel da realidade, entao colocou ordem nos céus, fez desta
uma imagem eterna mas nao moével, de acordo com os ntimeros, enquanto a
eternidade restava em sua unidade, ¢ a esta imagem que damos o nome de

tempo. Para Aristoteles, tempo é movimento que admite enumeragao.

Em uma interessantissima série de dialogos ptublicos na década de 80 entre
o fisico David Bohm e o pensador indiano Jiddu Krishnamurti, a questao do

tempo foi discutida de modo bastante particular, qual seja, no que tange
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ao tempo psicologico. Na opiniao do pensador, o Homem deve, de alguma
forma, deixar o tempo para sair de seus conflitos e ter um novo comego.
Algumas correntes psicologicas falam de um inconsciente irracional fora do
tempo, atemporal. As duas opinioes, de origens diferentes, parecem convergir
no que diz respeito ao tempo psicologico que poderia correr de modo diferente
para cada ser diferente. Perguntariamos entao se o tempo poderia ser algo
tao sutil, abstrato, a ponto de fugir de nossa interpretagao e de ser diverso

daquele tempo classico, medido por um reloégio independente do observador.

Dividamos nossa discussao em partes, analisando em primeiro lugar como
a Ciéncia viu a evolucao do conceito de tempo até seus tltimos desenvolvi-

mentos.

Os primeiros conhecimentos cientificos, no que tange ao Cosmo, vieram
dos filésofos gregos. Na Antigiiidade, a Terra era tida como plana, como
entre os babilénios, ou mesmo entre os primeiros gregos que pensavam que
Apolo levava o Sol diariamente em sua carruagem, de leste para oeste. H&
indicios, entre os gregos, ja na época de Homero, do conhecimento de dias
extremamente longos, o que da uma indicacao da esfericidade da Terra. Pos-
teriormente, segundo Herddoto, os fenicios, ao circunavegarem a Africa, vi-
ram o Sol & sua direita ao caminharem em dire¢ao ao poente, o que indica,
conforme a interpretacao de Terra esférica, que eles estavam abaixo da li-
nha do equador. As primeiras interpretagoes mais diretas e incisivas sobre
a esfericidade da Terra deram-se com os pitagoricos. Ainda entre os gregos,
formou-se a idéia de que a Terra, redonda, seria o centro do Universo, as es-
trelas se moveriam em uma esfera exterior, a esfera celeste, com periodo fixo
. Os movimentos foram conhecidos através da sombra de uma vara vertical

fixa ao solo, vara esta denominada gnomon. O movimento da sombra indica
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nao apenas o horario durante o dia, mas o movimento do sol durante o ano.

O conhecimento mais detalhado e cientifico do Cosmos evoluiu bastante.
As medidas de tempo através da observacao da sombra do gnomon e o co-
nhecimento das estacoes do ano permitiram as primeiras medidas de tempo.
Os babil6nios introduziram um ano de 360 dias, corrigidos para 365 pelos
egipcios. O calendario Juliano foi introduzido por Julio César com a ajuda
de astrénomos egipcios e apresentava a novidade do ano bissexto, onde havia
um ano de 366 dias a cada quatro anos. Tal calendario durou cerca de 1500

anos.

O calendério foi de grande importancia historica em nossa compreensao
da fisica e da medida do tempo. Nao o foi de modo intrinseco, mas sua com-
preensao levou a descobertas muito importantes. Por volta do século XVI, a
data da Péascoa havia se adiantado no calendario Juliano. Esta data é defi-
nida através de uma combinacao dos calendérios lunar e solar. O calendario
solar é melhor para as colheitas, pois segue o curso natural das estagoes do
ano, mas o calendério lunar é de mais facil apreciacao pelo homem. O do-
mingo de Péascoa é definido como o primeiro domingo depois da primeira lua
cheia ap6s o equinocio de primavera do hemisfério norte. Portanto, depende
de fenémenos solares e lunares. E claro que o periodo solar ndo é necessari-
amente comensuravel com o periodo de 365 dias e um quarto definido pelo
calendario Juliano; uma revisao era necessaria. Nicolau Copérnico, astro-
nomo polonés nascido em 1473 e falecido em 1643, fez esta revisao. Apesar
de anteriormente a ele sabios gregos, indianos e arabes terem proposto um
sistema heliocéntrico, tal hipotese ganhou forca com o calendario proposto
por Copérnico. Copérnico usou o heliocentrismo apenas como método de

trabalho, mas posteriormente esta hipdtese foi vista como realidade fisica.
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O calendéario de Copérnico foi instituido pelo papa Gregorio XIIT em 1582,
tendo sido entao chamado de calendario Gregoriano . A grande vantagem
desta nova era, no que tange & marcagao de tempo, nao foi o calendério em
si, mas o fato de que o sistema heliocéntrico, com observagoes posteriores
do dinamarqués Tycho Brahe, foram utilizadas por Johannes Kepler para
formular as trés Leis de Kepler do movimento planetario. Subseqiientemente,
Descartes e Galileo formularam o método cientifico, utilizado por Galileo e
por Newton para descrever a Mecanica. Dentro da Mecanica temos o conceito

classico de Tempo.

O Tempo classico é o tempo absoluto, um fluir perpétuo de algo que
nao sabemos definir, mas que bem podemos intuir. O Tempo Newtoniano
classico é o tempo de Zeus, um perpétuo movimento observado pelos deuses
de seu assento olimpico. E a passagem inexoravel associada ao movimento
eterno das coisas. Foi também a definicao do determinismo classico, com a
previsao de todos os fendomenos, desde que saibamos a configuracao atual do
mundo. Conforme Laplace, se um ser for capaz de saber todos os detalhes
do Universo hoje, assim como as leis da Mecénica, todo o futuro estara, para

aquele ser, determinado.

No entanto, a visao determinista da fisica sofre um impacto brutal vindo
de uma outra teoria fisica bem conhecida, o eletromagnetismo. Conhecidos
desde a Antigiiidade, os fendmenos elétricos e magnéticos foram, no século
XIX, reunidos em uma s6 teoria por James Clerk Maxwell, corroborada pela
experiéncia e que trazia em seu bojo algo preocupante, do ponto de vista
classico: a velocidade da luz é a mesma para todos os observadores, ou seja,
se eu correr atras da luz jamais a alcancarei, e se for em direcao a ela, nao a

encontrarei mais rapido. Albert Einstein teve a grande idéia de interpretar o
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resultado dizendo que o tempo e o espago estao reunidos de forma inseparavel,
ou seja, o mundo fisico ¢ um continuo quadri-dimensional espago-tempo.
Era a teoria da Relatividade Especial, formulada no anus mirabilis de 1905,

quando Einstein escreveu trés trabalhos que revolucionaram a fisica.

Com o conhecimento das leis do eletromagnetismo vieram os primeiros
abalos da fisica classica: o eletromagnetismo parecia incompativel com o con-
ceito de tempo absoluto, especialmente com as conclusoes tiradas da experi-
éncia de Michelson e Morley e com a confirmacao das equagoes de Maxwell
através das ondas Hertzianas (as ondas eletromagnéticas). De fato, concluiu-
se entao que as verdadeiras leis de transformagcao sao as de Lorentz, que se
tornaram uma das pedras angulares da nova fisica por se iniciar. O signi-
ficado fisico era grande. Em primeiro lugar, o tempo ja nao era absoluto,
e observadores em movimento tinham escalas de tempo diferentes, uns com
respeito aos outros. Objetos fisicos também se comportavam de modo estra-
nho, passando a se comprimir ao se moverem com velocidades muito grandes.
Esta é a nova fisica da Teoria da Relatividade, e de um modo muito simples,
uma das mais conhecidas novidades é que o tempo nao se move da mesma

maneira para os varios observadores .

De modo concomitante, outros problemas, ainda tidos como pequenos,
ainda escapavam a uma solu¢ao. O que nao se sabia é que, no final do
século XIX, se comecava a avistar a pequena ponta de um enorme iceberg
em rota de colisao com a titanica fisica classica. Se nos for permitido um
desvio de assunto, podemos dizer que se via uma falsa calma da passagem
do século, calmaria esta representada pela era Vitoriana, mas que continha
uma monumental tempestade que varreria toda a face da terra, mudando

de modo completo e sem volta os contornos planetarios, com uma mudanca



1.3 O conceito de tempo ... 23

fundamental na visao de mundo e na interpretacao filosofica.

Mas, no que diz respeito ao tempo, uma revolugao maior ainda estava por
acontecer. Durante alguns anos, Einstein estudou como estender os resulta-
dos obtidos para o caso de haver forcas gravitacionais, o que conseguiu ao
formular a Teoria da Relatividade Geral que foi bem estabelecida do ponto de
vista observacional pelas suas previsoes sobre a 6rbita do planeta Mercirio
e principalmente pelo desvio de luz das estrelas pelo Sol, observado em um

eclipse solar na cidade de Sobral, no Ceara, em 1919.

O resultado positivo da Relatividade Geral para o movimento planetario
permitiu que se pudesse aplicar a teoria para se descrever o Cosmo. Procurou-
se entao uma chamada solugao cosmoldgica da Teoria. O que se procurava,
na Relatividade Geral, seria uma chamada métrica, ou seja, uma régua e um
relogio especificos para a descricao do Cosmos. Tal problema foi resolvido
supondo-se um chamado principio cosmoléogico, que diz que nao ha lugares
privilegiados no Universo. A solucao para a métrica é aquela de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker, e descreve um espago em evolucao, com uma
régua que se alonga com o tempo. Ou seja, o Universo expande-se continua-

mentel!

Einstein nao se satisfez com a solucao, pois esperava um Universo es-
tatico. Tentou modificar suas equacgoes introduzindo a chamada constante
cosmolobgica, que posteriormente qualificou como o maior erro de sua vida .
A solugao cosmologica acima foi confirmada pelas observagoes do astrénomo
Edwin Hubble cerca de 80 anos atras.

Como o Universo encontrava-se em expansao, olhando-se para tras pode-

mos antever um instante em que todo o Universo estaria concentrado em um

s6 ponto: seria o instante inicial do Universo, a criagao do proéprio espago-
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tempo, o instante da criacdo do Universo! E a propria criacio do tempo, o
tempo de Cronos, o tempo de Agostinho, o instante anterior ao qual nao havia
tempo! E interessante a argumentacao de Santo Agostinho. Argumentava-se
na época, que a criacao, sendo perfeita, deveria ter ocorrido antes, e Deus
nao poderia ter simplesmente esperado. A resposta do Santo é que o tempo
nao existia antes da criagao. Sendo eterna, a divindade transcende o proprio
tempo, e para Ele tudo é presente, nao existindo ordem temporal. Assim,
no século IV, Agostinho usou conceitos que amadureceram apenas com o

advento da Teoria da Relatividade no século XX.

Assim, apds o tempo de Zeus, o tempo classico, Olimpico, compreende-
mos o tempo criado, o tempo de Cronos. O tempo da Relatividade Geral
aproxima-se da nocao de criacao, da idéia de ciclo, tal como espelhada na
Arte Catolica da Capela Sistina. Contrapoe-se ao tempo de Zeus, que, sem

inicio ou fim, concorda melhor com as idéias classicas de determinismo.

No entanto, outra revolugao cientifica se da no inicio do século XX, que
fard mudar nossas concepcoes de espago-tempo. Trata-se da Mecanica Quan-
tica. A Mecanica Quéantica nasceu com a tentativa de explicar os fené6menos
associados ao muito pequeno, as particulas elementares, ambito no qual a
Teoria Classica, abarcando a Mecéanica Classica e o Eletromagnetismo, tem
dificuldades intrinsecas insuperaveis. A Teoria Quéntica evoluiu, para ex-
plicar todos os tipos de fendémenos associados ao muito pequeno, para uma
concepcao totalmente nova na explicacao dos fenémenos fisicos, com a in-
clusao do observador que passa a ser parte do fenomeno a ser estudado.
Tal concepcao é totalmente estranha a Fisica Classica, onde o observador
é completamente externo e estranho ao fenémeno estudado, devendo assim

permanecer de modo a nao borrar os resultados experimentais. Na Mecanica
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Quéntica isto é impossivell Os fendmenos, na auséncia de observador, sao
probabilisticos, e uma das possibilidades s6 ocorre na presenca do observador,

ou, melhor ainda, no caso de uma observacao.

A Mecéanica Quantica tem um formalismo muito rico e pode ser descrita
de diversas maneiras diferentes. Em particular, hd uma maneira elegante e
instrutiva de se definir a Mecanica Quantica. Como tudo sao probabilidades
em Mecanica Quéantica , a trajetoria de um ponto pode ser qualquer uma,
e a trajetoria real serd uma média ponderada, sendo a ponderacao definida
através de uma constante fundamental introduzida por Max Planck quando

do primeiro trabalho histérico que trouxe a Teoria Quéantica para a Fisica.

A Mecéanica Quéantica entra na histéria do Universo em dois pontos im-
portantes. O primeiro diz respeito a evolucao césmica dentro do ambito da
Relatividade Geral através da Teoria das Particulas Elementares. Isto de-
corre do fato de que quanto mais proximas as particulas (o que ocorre no
Universo primordial devido & contragao do espago) mais quente o Universo e

a descricao das particulas serd eminentemente quantica.

Mostra-se que a historia cosmica tem fases e pode, de modo simplificado,
ser descrita em termos de trés épocas fundamentais. A primeira, chamada
de fase de radiacao, contém uma sopa quentissima de particulas a uma tem-
peratura tao alta que as diferentes interacoes elementares se confundem. No
final desta fase, certas marcas foram deixadas nos céus e somos capazes de
corroborar certas facetas das teorias das particulas elementares. Posterior-
mente, temos a fase da matéria, mais fria, onde as estruturas cosmologicas
(aglomerados de galaxias, galaxias, estrelas) foram formadas. Finalmente,

temos a fase moderna, de expansao acelerada através da energia escura.

A Mecéanica Quéantica foi essencial para esta descricao e para as previ-
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soes que levaram os fisicos a afiancar a teoria padrao do inicio do Universo.
A esta descricao chamaremos de descricao de Cronos, sendo a mesma da

Relatividade Geral vista anteriormente, mas muito mais sofisticada.

No entanto, ha outra faceta da descrigao do Universo que sera ainda mais
elaborada e chega a ser quase mitologica, na medida em que nao hé, dentro
da tecnologia atual, possibilidade de corroborar os detalhes desta teoria. O
fato é que a Teoria da Relatividade e a Mecanica Quantica pareciam, até um
quarto de século atras, misteriosamente imisciveis. A descoberta da Teoria
das Cordas, imicialmente em um contexto de fisica das interagoes fortes (forga
nuclear) foi singularmente interessante. A teoria foi reinterpretada em termos
da Relatividade Geral e se descobriu que ela descrevia a Teoria Quéntica da
Gravitacao, ou seja, a Relatividade Geral Quéantica, pela primeira vez depois

de trés quartos de século!

A Teoria das Cordas (de fato, Teoria das Supercordas ) tem caracteristicas
peculiares. Em particular, ela esta definida em um espaco-tempo com varias
dimensoes: a Teoria das supercordas esté definida em 9 dimensoes de espago
e um tempo. Assim sendo, como na Arte e na ficcao, temos um Universo
multidimensional! Em particular, como na Mecénica Quantica temos criagao
de particulas e antiparticulas e varias trajetérias multiprovaveis, podemos ter

varios Universos com tempos independentes e nao relacionados.

Assim, temos nao somente um Universo multidimensional, mas uma infi-
nidade de Universos com tempos e espacos diferentes e independentes. Nosso
conceito de tempo se esvai e relativiza-se, pois diferentes observadores em
diferentes Universos nao podem se comunicar visto que seus tempos sao in-
compativeis. Temos, entdao, um tempo caotico, antes de Cronos! O tempo

de Cronos nao passa de uma palida faceta de tempo, entre tantos e tantos
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tempos que populam o Multiverso, agora bem mais maitsculo. O Multiverso
contém uma infinitude de diferentes Universos alguns chamamos de pantanos
ou brejos, onde a vida nao é possivel, e outros que chamamos de paisagens,

onde a vida é possivel.

Caso esta teoria seja realmente correta em seus detalhes, talvez tenham
razao Edward Witten e David Gross que afirmam: Maybe space-time is do-
omed, ou seja, talvez os conceitos de espaco e de tempo estejam fadados a

ruina.

Discussoes envolvendo a Mecéanica Quantica sao extremamente comple-
xas e de dificil interpretacao. Na Teoria Quantica da Gravitacao tal como
proposta pela Teoria das Cordas, o tempo é uma das variaveis fisicas e, da
maneira como o conhecemos, s existe como um epifenémeno. Desta maneira,
retornamos as duvidas dos fil6sofos do século XVIII, como David Hume que
colocava em duvida a propria causalidade. Esta interpretacao empirica da
realidade deve ser comparada seriamente com a teoria quantica: embora
a mecanica quantica seja descrita por equagoes diferenciais bem definidas,
com previsoes exatas, estas previsoes referem-se a uma densidade de proba-
bilidade, e apenas depois da feita uma medida podemos dizer o resultado
do experimento. Assim, uma realidade fisica fica por debaixo de um véu, e
nao temos uma idéia precisa de seu significado. Conforme dizia Niels Bohr
quando falando sobre a realidade do mundo quéntico, nao had um mundo
quantico. Ha apenas uma descricdo abstrata da mecanica quantica. E er-
rado pensar que a meta da fisica seja descobrir como é a Natureza. Fisica

concerne ao que sabemos dizer sobre a Natureza.

Assim, especialmente quando chegamos ao &mago do espago-tempo, po-

demos afirmar que de fato nao sabemos, ao certo, o que é o tempo. Esta é
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uma das mais fascinantes questoes da fisica, e talvez jamais possamos, den-
tro desta geracgao, ter uma resposta definitiva e final. No entanto, poderia-
mos dizer que estes conceitos estao em um dominio meta-cientifico, tal como
a questao da efetividade da matemética como descricao da natureza. Sao
questoes que talvez nao possam ser respondidas dentro da Ciéncia, podemos
apenas intuir sobre sua veracidade e corroborar sua acuracia na descri¢gao dos
fenomenos naturais. Certamente outras questoes se colocam com tao grande
veemeéncia, como a possibilidade de se viajar no tempo, ou, no caso de outros
espagos-tempos termos que interpretar o significado destes diferentes espagos
e tempos para os diferentes mundos.

E claro que estas questdes sdo, no momento, mais da metafisica que pro-
priamente da fisica. Voltamos a ter opinioes, e nao s6 provas e demonstracoes,
quanto ao que concerne a assuntos de tamanho vulto. A questdo nem mesmo
¢ quando conseguiremos compreender estes mistérios, mas até mesmo se a
civilizacao humana é capaz de resolvé-los através da capacidade intelectual
do Homem Moderno, ou se outra civilizagao intrinsecamente mais adiantada

seria necessaria para fazé-lo.

Medidas praticas

Na pratica, a medida do tempo também evoluiu, e muito. Conforme vimos,
na Antiguidade media-se o tempo com o viajar dos astros nos céus. Mais
atual é o uso de relogios. Os reldgios baseados em agua, onde o passar do
tempo é associado ao fluir da dgua, também é bastante antigo, os primeiros
tendo sido utilizados provavelmente ao redor do século XVI antes de Cristo.
Tais relogios d’agua foram descobertos em vérias regioes do planeta, inde-

pendentemente. Isto significa que a medida de tempo ja era intuida varios
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séculos atraz. E claro que o envelhecimento, o passar das estacdes o cresci-
mento das plantas, dos animais e dos seres humanos ja nos dao uma idéia do
que seja a passagem do tempo. No entanto, sua medida é algo que vai além
da intuicao. Assim, foram marcados os dias, fazendo-se marcacao em 0ssos,
o que configura um calendario rudimentar. A medida de tempos menores foi

feita com varas para medicao da posi¢ao do Sol e com relogios de agua.

Os relogios d’dgua baseiam-se no simples fato de que um liquido demora
algum tempo para vazar em uma panela com um buraco no fundo, ou seja,
o liquido é viscoso. Os relogios d’agua foram conhecidos mundialmente em
varias épocas diferentes, tendo sido descobertos, em diferentes civilizacoes,
como os babiléneos, 2 milénios antes de Cristo, os egipcios, 1500 anos antes
de Cristo, ou os persas, 5 séculos antes de Cristo. Usavam-se relogios d’agua
para se medir com preciao o comprimento do dia, o que dava uma melhor
idéia da proximidade de solsticios e equinécios, sendo uma maneira de se

saber a época do ano através do comprimento do dia.

Mas o melhor modo de se medir o tempo, é através de eventos que sejam
realmente ciclicos, ou ainda, que se passem em intervalos de tempo iguais.
Um exemplo tipico é um péndulo. Supomos que cada oscilagao do péndulo
corresponda a uma unidade de tempo. No entanto, devemos estar certos de
que cada oscilagao se dé em um mesmo tempo. Isto nao é sempre verdadeiro.
Se o comprimento do péndulo mudar, muda também a unidade de tempo. No
caso do relogio d’agua, pode-se perguntar se uma quantidade de agua que sai
no inicio o fard em um intervalo de tempo igual a uma quantidade que saia
no final. Estas questoes sao altamente nao triviais, e dependem de termos
uma solucao completa para o problema. Vemos neste caso que também aqui

se aplica o método ientifico: supde-se que se possa assim fazer uma certa
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medida, depois, com os intervalos de tempo assim medidos, verifica-se se o
resultado é compativel com as hipéteses envolvidas.

Os relogios antigos, que comecaram a ser construidos no século XV,
baseavam-se em uma mola que se enrolava para mover o cursor. Este tipo
de relogio é posterior ao relégio de péndulo, baseado em um peso, portanto
diretamente a gravidade.

Mais atualmente, os relogios se sofisticaram muito. Os relogios do século
XX passaram a utilizar melhores materiais. O relégio de pulso tem pouco
mais de 100 anos, gracas a Santos Dumont, que queria ter as maos livres ao
consultar o tempo.

A partir da década de 50 passou a haver relogios elétricos, posterior-
mente os digitais. Relogios atomicos, baseados em frequéncias atomicas,
com enorme precisao, sao responsaveis por controlar a passagem do tempo.

Mais

1.4 O Espaco

Outro conceito de vital importancia para a fisica é o espaco.

Como descrevemos um movimento é uma questao primordial. Saber o
movimento de um objeto significa saber onde um determinado ponto esta a
cada instante. Isto significa achar a equagao horaria do movimento.

Nao é completamente simples efetuar este procedimento em palavras.
Podemos dizer, quando um carro estda em uma estrada, qual sua posicao a
cada instante. Teremos entao uma tabela de distancia com a hora do dia.
Isto é feito em uma tabela de horario de énibus, por exemplo. Ou ainda, em

uma estacao de trens. O que fazer em um caso genérico. Por exemplo, se

quisermos saber como anda uma bala de canhao, ou um aviao, ou ainda, um
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planeta em torno de uma estrela.

Casos mais complexos necessitam de uma matemaéatica um pouco mais
sofisticada. E o momento em que se introduz o conceito de sistema de co-
ordenadas. Assim, mede-se a posicao de um ponto através da construcao
de um chamado sistema de eixos. Usualmente tomam-se trés eixos triorto-
gonais, que se encontram em um ponto arbitrario. A posicao de um dado
ponto ¢ definida pela projecao da posi¢ao de sua posigao sobre cada um dos
eixos. Assim, a posi¢ao do ponto é dada pela trinca de numeros (x,y, z), ou
ainda (z1,x2,23). Na verdade, esta trinca de nimeros forma um elemento

matematico bem definido, um vetor.

Supomos, na fisica cléssica, que o espaco seja definido por sua geometria,
a parte da matemaética estudada por Euclides, cerca de 300 anos antes de
Cristo. Podemos nos perguntar se a geometria euclidiana define univoca-
mente nosso espaco. A resposta ¢ de fato negativa. E uma hipotese o fato do
espago ser euclidiano, e esta hipotese deve ser testada por experiéncias. A
fisica cléssica repousa sobre a hipdtese de que a geometria subjacente seja a
geometria euclidiana, e nosso espago ¢ regida pela mesma. No entanto, hoje
sabemos que a teoria da relatividade nao tem a mesma hipotese. Isto significa
que a natureza emerge, em condigoes especiais, sendo descrita por hipoteses
diferentes, de modo que temos que testar nossas condi¢oes. Fenomenos da
vida diaria, com pequenas velocidades, de nosso mundo macroscépico, sao
bem descritos pela fisica classica, e pela geometria euclidiana. Isto significa
que, no momento, suporemos que o espago seja univocamente descrito pela

geometria euclidiana.

O que geralmente procuramos na fisica é a equagao horéaria: uma funcao

da posicao do corpo em termos do tempo. Como a posicao é um vetor,
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podemos afirmar que a equagao horéria é um vetor, fungao do tempo, Z(t).
A velocidade é a variagao da posigao com a mudanga do tempo. Conforme

definiremos mais tarde, a velocidade é a derivada da posic¢ao, (t) = Z—f(t).

A aceleragao também é definida de modo geométrico através da variacao da

velocidade no tempo, ou seja, @(t) = 9(¢).

A massa de um corpo seré definida através das leis de Newton.

1.4.1 Relacgoes entre grandezas fisicas.

Ha relagoes simples entre grandezas fisicas, como, por exemplo, entre a velo-
cidade e a aceleracao de um corpo. Sao relagoes que decorrem da cinematica
definidora das grandezas. No entanto, pode haver relacoes mais profundas,
que nos levarao as Leis da Natureza. Uma Lei da Natureza é uma relacao
que s6 podemos explicar através da propria natureza, que a tem como correta
desde que explique os fendmenos naturais. E neste ponto que entra o método

cientifico.

1.5 O Nascimento da Ciéncia Moderna

A ciéncia nao pode se desenvolver até o inicio da Idade Moderna da maneira
como vemos nos dias de hoje pela falta de um ingrediente essencial: o método
cientifico.

Os gregos foram bons observadores. Vimos que descobriram fatos com-
plexos, inventaram a matematica e a loégica. No ambito especifico da Fisica,
jamais passaram de fatos elementares. A causa de tudo isto nao é mais nem
menos que a auséncia do método de avanco da ciéncia. Foi muito parecido

com o que aconteceu no Oriente, mesmo em tempos mais modernos.
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A matemaética avancou muito entre arabes e indianos. Toda a &algebra
(cujo nome vem do arabe) floresceu no Oriente Médio. Varias invengoes vie-
ram da China, onde o conhecimento avancou também na dire¢cao do homem,
na filosofia, nas plantas, nas técnicas. Conforme nos conta Abdus Salam
em sua aula quando ganhou o prémio Nobel, Michael, o escocés, foi buscar
conhecimento em Toledo, na Espanha, entre os arabes, em 1217. Na época,
eram também famosos os médicos islamicos Al-Razi e Avicenna, e Aristoteles

fora re-introduzido na Europa através de tradugoes do arabe.

Foi o método cientifico que propiciou o grande avanco material do Oci-
dente moderno. Quando se estuda um fenémeno qualquer, ao se tentar
compreendé-lo, devemos comegar por algo inteligivel, cognoscivel de modo
simples ao nosso intelecto. Isto é um procedimento que quase nunca é sim-
ples. Suponhamos que vamos descrever um movimento. Se comec¢armos pelo
movimento de uma carroca, ou de uma pedra ao ser jogada no chao, rolando
subseqlientemente, veremos que o problema é extremamente complexo. Se
for o movimento de um piao, teremos grande dificuldade até mesmo para
saber que movimento descrevemos, pois hé, de fato, varios. Afinal, um piao
nao cai enquanto gira e muitas vezes tem um movimento dito de precessao
em torno de seu eixo, um bamboleio, e, ao diminuir sua rotacao, cai de modo
quase misterioso. Da mesma maneira, uma pedra rola de modo diferente
cada vez que a jogamos no chao, dependendo de detalhes de como ela foi

jogada.

E quase impossivel aprender algo sobre movimento dentro de condigoes
tao complexas. No entanto era assim no inicio. A fisica, desde os gregos,
era bastante holistica. A esséncia de cada fendomeno nao era separada, e

questoes envolvendo varias componentes tornam-se complexas demais para
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uma compreensao total ao mesmo tempo. E assim continuou a ser a ciéncia
nas varias regioes do mundo.

Um dos primeiros usos modernos do método foi feito por Kepler, no que
podemos chamar de antecedente ao método. Kepler tomou os dados puros
de Tycho Brahe e procurou formular leis simples que os descrevessem. E o
que chamariamos hoje de fenomenologia. Nao era ainda, todavia, o método
cientifico de Bacon, Galileo e Descartes. Este nasceria do uso sistematico de
modelos simplificados. A experiéncia da queda dos corpos é um exemplo.
Compara-se a queda de duas pedras, por exemplo, e nao uma pedra e uma
folha, que cairiam de modo diferente, tendo em vista que suas estruturas
sao enormemente diferentes. Assim, de modo simples, podemos dizer que os
corpos caem, na terra, com a mesma aceleragao, desde que abandonemos a
resisténcia do ar, importante na queda de uma folha. Este procedimento nos

da uma explicagao da esséncia da queda dos corpos. E o método cientifico

em agao.
O Método Cientifico

Consideraremos agora a revolugao cientifica de Galileu e Descartes. O mé-
todo cientifico pode ser explicado de maneira simples através do uso sistema-
tico da matematica na ciéncias e através dos preceitos deixados por Descartes

[?], em nimero de quatro, que sao:

1. Jamais aceitar como exata coisa alguma que nao se conhecesse a evi-
déncia como tal. Assim, a verdade deve ser absolutamente comprovada,
evitando-se precipitacao e hipoteses falsas, duvidosas ou ambiguas. No
método cientifico nao ha lugar para preconceitos, mas s6 verdades in-

contestes podem ser admitidas como tal.



1.5 O Nascimento da Ciéncia Moderna 35

2. Dividir cada dificuldade a ser examinada em tantas partes quanto pos-
sivel e necessario para resolvé-las. Isto significa que estudamos cada
faceta de um problema em separado, até compreendermos totalmente
como aquela particular faceta faz parte da totalidade. Este foi um passo
essencial, pois permitiu deduzir as leis da Mecénica aperfeicoando-as
aos poucos, até que se fizessem perfeitas aos problemas praticos. Este

passo jamais foi dado pelos gregos.

3. Por em ordem os pensamentos, comegando pelos assuntos mais simples
de serem conhecidos, para atingir, paulatinamente, gradativamente, o
conhecimento dos mais complexos, e supondo ainda uma ordem entre os
que nao se precedem normalmente uns aos outros. Esta regra completa

a anterior.

4. Fazer, para cada caso, enumeracoes tao exatas e revisoes tao gerais que

se esteja certo de nada haver esquecido.

Com o método cientifico em maos, levando em conta as observacgoes deta-
lhadas anteriores ao século XVII, foi possivel a [saac Newton realizar a grande
revolucao cientifica dentro da ciéncia. O trabalho de Newton tornou-se a base
solida da fisica classica. Com as leis de Newton, puderam-se confirmar as
leis de Kepler de modo dedutivo. Este foi o grande sucesso de Newton.

As idéias de Bacon, Galileo e Descartes evoluiram bastante desde o século

XVII. Numa linguagem moderna, o método cientifico consiste em sete etapas:
1. Considere uma questao sobre a Natureza
2. Recolha as evidéncias experimentais pertinentes

3. Formule hipoteses explicativas.
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4. Deduza suas implicagoes.
5. Teste experimentalmente as implicacoes.

6. Aceite, rejeite ou modifique as hipoteses com base nos resultados expe-

rimentais.

7. Defina as situacoes de aplicabilidade das hipoteses.

A conclusao destas etapas pode ser rapida, alguns dias, ou muito lentas,
um século. Atualmente, exige-se também que estas etapas sejam reproduzi-
das por pesquisadores e laboratoérios independentes.

O método cientifico é em geral aplicado conjuntamente com o chamado
principio da Navalha de Occam, que estabelece a “parcimonia de postulados”,
também chamado de “principio da simplicidade”. Segundo o principio da
Navalha de Occam, se houver duas explicacoes possiveis para um mesmo
fato, deve-se preferir a mais simples. E um principio heuristico, usado como
guia na formulagao de teorias, e nao um principio cientifico fundamental.
Newton tinha sua prépria versao da Navalha de Occam, segundo a qual nao
se deve admitir nenhuma outra causa dos fenémenos naturais além daquelas
suficientes para explica-los.

A importancia do método é tanto maior quanto maior seu sucesso. As
aplicagoes técnicas da ciéncia foram de enorme sucesso, ja que as explicacoes
simples permitiram a construgao de aparelhos simples que usavam as leis mais
importantes. As forcas e suas agoes permitiram uma compreensao maior das
construcoes empreendidas. Possibilitou-se posteriormente a construcao de
novas maquinas, havendo um enriquecimento da sociedade. Bem mais tarde,

com a compreensao maior de fenémenos elétricos e magnéticos, chegou-se a
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formulacao do eletromagnetismo, cuja tecnologia decorrente modifica a vida
até os dias de hoje.

Com o método cientifico passamos, portanto, a descricao da fisica como
ciéncia moderna, e partimos em dire¢ao a um grande progresso. O iluminismo
ganha forcas e a ciéncia tem um progresso jamais visto antes na histéria da
humanidade, e a partir deste ponto, até hoje, o desenvolvimento técnico e

cientifico é, a cada dia, maior e mais presente.

1.6 Leis da Natureza.

Leis da natureza sao principios tebricos que devem ser verdadeiros para uma
série de observacoes que concernem a Natureza. De modo geral, dentro da
fisica, uma Lei da Natureza é o que acreditamos descrever a Natureza através
de leis mateméticas. Temos confianga, hoje, no fato de que a Natureza
comporta-se de modo condizente com leis matematicas. A descricao dos
antigos gregos continha muito pouco de matematico. Era uma descrigao
holistica, com principios gerais do tipo a posicao natural de um corpo é
no centro da Terra e que hoje nao faz sentido se nao houver uma razao
matematicamente bem definida para tanto.

Nossa confianca na descricao matemaética vem da experiéncia, que tem
sempre corroborado o método cientifico e os resultados advindos da descri¢ao
matematica da Natureza. Dai decorre o que chamamos Leis da Natureza, ou
no caso dos objetos fisicos, temos as Leis da Fisica.

Vimos que, no inicio, tinha-se uma compreensao mitolégica do mundo.
A criagao era divina, os fendémenos eram ligados diretamente & vontade de
alguém, seja de um criador incriado, no caso das religioes monoteistas, seja

de deuses no politeismo, ou mesmo de outros seres, supra humanos ou heréis,
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dotados de vontade. O Universo era divinizado, movido por vontades com
moldes humanos. Os mito continham a descrigao geral da Natureza.

Neste processo, no entanto, o Homem teve um papel central como figura
mestre dos moldes da psique, cujo padrao foi central na descricao dos mitos.
Para os gregos, Prometeu trouxe o fogo, trazendo a idéia dos promordios
da civilizacao, sendo o fogo o marco civilizatorio. As religides monoteistas
descrevem a criacao do Homem de modo que o criado ja tinha uma visao de
mundo, um papel cultural.

As Leis da Natureza, para os fisicos, devem ser leis gerais, que podem ser
testadas por experimentos em que se fazem previsoes através destas leis, e se
verifica se as previsoes sao, de fato, corroboradas no experimento. No caso de
o serem, dizemos que a lei é valida naquele dominio, senao, ela nao o é. Em
principio jamais sabemos se uma lei pode ser universalmente valida, afinal,
nao se pode prever que uma lei deve valer sob quaisquer condig¢oes. Podemos
apenas e tao somente testar as leis, de modo a termos cada vez mais confianca
na referida lei. Prever sua validade geral seria equivalente a termos leis que
transcendem a nossa experiéncia. Hoje este assunto tange a metafisica, ja que
nosso conhecimento por vezes chega a questoes que concernem ao Universo
como um todo e até mesmo fora dele, o que jamais poderemos testar. Nestes

casos, a rigor, nao podemos fazer previsoes cientificas.

1.7 A Ciéncia Grega

A ciéncia, no tempo dos gregos, era, de fato, parte da filosofia. Os gregos
eram profundos conhecedores de filosofia e grandes pensadores. Platao fun-
dou sua Academia, onde a discussao era a regra fundamental. A liberdade de

pensamento e de expressao contrastou com a escola pitagorica, onde havia
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muito conhecimento, mas as regras eram tais que nao podia haver discor-
dancias em relacao as doutrinas vigentes na prépria escola. Platao nao era
na verdade um homem dedicado as ciéncias naturais. Discutiu o espirito e
as idéias. Sua filosofia sobreviveu e passou por transformacoes muito mais
tarde, que levaram, em particular, ao neoplatonismo. Destaca-se o nome de
Plotinus, e a influéncia sobre a filosofia catodlica, como em Santo Agostinho
ou na cultura islamica e na vertente sufista. Aristoteles foi discipulo de Pla-
tao. Homem genial, chegou a estudar, ou opinar, sobre todo o conhecimento
da época. Sua logica sobrevive até hoje, sendo, de fato, eterna. Sua fisica,

em termos modernos, nao é correta. Como isto aconteceu?

Aristoteles em particular, mas os gregos em geral, nao conheciam o mé-
todo cientifico. Sua pesquisa, apesar de elementos de observagao, nao era
escrutinada pela experiéncia. Mas h& outro ponto também. Com a deca-
déncia geral de épocas posteriores, a ciéncia nao evoluiu, e os chamados
peripatéticos, seguidores de Aristoteles, simplesmente estudaram suas obras,
sem uma visao critica, nem uma tentativa de progresso. Suas idéias passaram
a ser religiosas, e qualquer argumento se baseava na autoridade, e nao na 16-
gica, na razao, ou no fator observacional. Portanto a filosofia de Aristoteles,
infelizmente, ficou sendo algo estanque, fixo, e os erros se mantiveram como
de inicio. Aristételes quase chegou & lei de inércia. No capitulo 8 de seu livro

IV de Fisica, ele argumenta:

The second reason is this: all movement is either compulsory or according
to nature, and if there is compulsory movement there must also be natural
(for compulsory movement is contrary to nature, and movement contrary to
nature is posterior to that according to nature, so that if each of the natural

bodies has not a natural movement, none of the other movements can exist);
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but how can there be natural movement if there is no difference throughout
the void or the infinite? For in so far as it is infinite, there will be no up or
down or middle, and in so far as it is a void, up differs no whit from down;
for as there is no difference in what is nothing, there is none in the void (for
the void seems to be a non-existent and a privation of being), but natural
locomotion seems to be differentiated, so that the things that exist by nature
must be differentiated. Either, then, nothing has a natural locomotion, or

else there is no void.

Hoje podemos argumentar da mesma maneira e chegar a Lei da inércia,
no entanto Aristoteles chega a conclusao de que o vacuo nao existe. Foi um
erro? De fato, o que hé na ciéncia hoje é que um erro seré corrigido por um
pesquisador subseqiiente. No entanto, como durante toda a Idade Média os
argumentos se baseavam na autoridade, nenhum erro poderia ser corrigido

(Tomas de Aquino fala de Aristoteles como o Filosofo).

Galileu baseou-se em fatos observacionais. Em primeiro lugar, fez a hi-
potese simples de que nao hé diferenca entre o que acontece no céu e o que
acontece na Terra: a fisica é uma ciéncia ubiqua, universal, sempre vélida,
descrevendo todos os processos naturais. Assim, os céus nao tém um con-
texto especial. O movimento dos planetas, igualmente, deve ser regido pelas
leis da fisica. Entao como pode um planeta girar eternamente em torno de
outro astro? O movimento eterno deve ter uma origem bem definida, a lei da
inércia, dizendo que um movimento, uma vez originado, sem qualquer agente
externo que o influencie, continua para sempre. O movimento no vacuo é um
destes: como argumentou Aristoteles, nao havendo qualquer obstaculo pela
frente o movimento deve continuar eternamente. Como ele nao acreditava

na conclusao, negou a existéncia do vacuo. Podemos acreditar no véicuo, até
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mesmo por nao haver prova em contrario, portanto explicamos o movimento
planetario e chegamos a uma nova lei da natureza, a Lei da Inércia. Em ter-
mos de nossa formulagao de um ponto em movimento, temos que, no vacuo,
o movimento ¢é tal que a velocidade é constante.

Na maior generalidade, a idéia de mundo na visao aristotélica estava de
acordo com a visao catodlica: a Terra era o centro do Universo, o homem
superior & mulher, os céus, morada de Deus, era perfeito. No esteio destas
idéias, a descricao do movimento viria como a busca do lugar natural das
coisas: os objetos caem porque visam estar no centro do mundo. A descricao
astronoémica de Ptolomeu corroborava estas teorias. De fato, como a visao do
observador astronomico era de uma pessoa centrada na Terra, fazia sentido
supor que este observador via o mundo a seu redor. FEra, portanto, dificil
mudar estas teorias. Isto aconteceu através de uma questao aparentemente
trivial, centrada em preocupacoes da propria igreja catolica da época: a data
da péscoa.

Por outro lado, ja no inicio da Idade Moderna muito estava mudando.
Tycho Brahe, além de suas observagoes sobre os planetas, também observou
a explosao de uma supernova. Segundo a opiniao vigente na época, o céu
deveria ser imutavel, e a explosao deveria ser proxima. Mas Tycho observou
que a paralaxe nao era suficiente, e a explosao de fato ocorrera muito longe,
ou seja, na regiao das chamadas estrelas fixas. Foi mais um ponto em que as

idéias tinham que mudar.

O papel da experiéncia na compreensao da Natureza

A observagao é inerente a relagao do Homem com a Natureza. Compreender

a Natureza significa dar uma forma aos fenémenos de modo que eles sejam
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compreensiveis ao pensamento humano. Para isto, qualquer teoria tem que

se relacionar diretamente com a experiéncia.

As primeiras experiéncias que nos levam a reflexoes profundas foram pro-
vavelmente ligadas as observagoes dos céus. Desde que o Homem se conhece,
ele provavelmente se pergunta sobre o Universo, e a observagao dos céus pode
dar uma centelha de luz sobre o problema. Os céus nos dao indicagoes for-
midéaveis sobre a regularidade do Universo. O movimento do Sol pode ser
bem apreciado quando colocamos uma longa vara verticalmente no chao e
observamos o movimento da sua sombra. Precebemos, primeiramente, que o
Sol nao apenas segue de leste para oeste no movimento diario, mas também
muda sua inclinagao de modo previsivel ao longo do ano. Ele se movimenta
maximamente para o Sul, no hemisfério Norte e para o Norte no hemisfério
Sul nos respectivos meses de outono e inverno (é claro que o homem primitivo,
do hemisfério norte, seguia apenas um destes casos!). Assim, foi conhecido o
movimento anual do Sol. Mais ainda, o movimento das estrelas foi visto com

detalhe, e a duracao do dia estelar é mais precisa que a do dia solar.

Estes fatos levaram a uma idealizacao da estrutura do Universo de modo
a termos uma teoria sobre sua estrutura, teoria esta que se desenvolveu bem
mais tarde, com outros problemas que foram sucessivamente sendo estuda-
dos e resolvidos. O fato da Terra ser redonda nao foi um fato trivialmente
aceito. Ha indicios do conhecimento de dias mais longos em altas latitudes
(talvez mesmo em Homero). Segundo Herddoto, os fenicios circumnavega-
ram a Africa vendo o Sol & direita ao irem para Oeste, o que nao era fato no
hemisfério Norte, indicando estarem em um ponto de observacao diferente,
provavelmente em um local com esfericidade. A idéia de Terra redonda pro-

vavelmente nasceu no século quinto A.C. com os Pitagoricos. Os Pitagéricos
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foram os que primeiro trouxeram a matematica para o mundo do pensamento.

A medida do raio da Terra foi feita por por Eratostenes. Com o Sol a pino
em Siena (atual Aswan, no Egito) ele mediu a sombra em Alexandria (a 5000
estadios) verificando que havia uma diferenga angular de cerca de 7 graus.
Eratostenes achou 250.000 estadios Resultado correto em 5%, dependendo
de que medida exata corresponde o estadio (excelente!).

Observagoes simples levaram as varias mudancas de calendario, e dai
a questoes importantes para o desenvolvimento da mecanica. De fato, a
hipotese heliocéntrica de Copérnico nasceu da necessidade de se explicar o
movimento dos planetas para se chegar ao novo calendario.

Outras observacgoes de vulto foram necessérias para que a fisica evoluisse.
O nobre dinamarqués Tycho Brahe recebeu uma ilha para fazer observagoes
astronomicas. Suas observacoes referentes ao planeta Marte foram tao pre-
cisas que levaram Johannes Kepler a formular, em particular, a lei das areas,
e, de modo geral, as chamadas Leis de Kepler do movimento planetario.

O maior fisico experimental da historia foi Michael Faraday (1791-1867).
Quase nao teve educacao formal. Aprendeu muito lendo em seu trabalho,
como ajudante de livreiro. Ainda jovem, assistiu as aulas publicas do famoso
quimico Humpry Davy. Depois disto, trabalhou como assistente de Davy
no laboratorio. Fez grandes descoberts na quimica e na fisica e idealizou as

linhas de forca, um conceito que leva a idéia de campo.

O papel da matematica na compreensao da Natureza

A geometria foi essencial nas primeiras medidas do Universo. Quando Era-
tostenes mediu o raio da Terra utilizou trigonometria e quando Aristarco fez

as medidas da distancia da Terra a Lua, ou da Terra ao Sol, usou também a
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geometria exaustivamente.
Usando os dados obtidos por Tycho Brahe e idéias de beleza, Johannes

Kepler (*1571 +1630) formulou as 3 leis que levam seu nome:

1. As orbitas sao elipticas. Kepler usou principalmente os dados de Tycho
Brahe relativos ao movimento de Marte. Verificou que uma o6rbita cir-
cular nao poderia descrever os dados obtidos por Brahe. Como Kepler
sempre procurou uma lei matematicamente bem definida, que pudesse
descrever a fisica através de uma linguagem matemaética, o elemento
mais simples que Kepler pensou em utilizar foi a elipse. Para Kepler,

a geometria é o arquétipo da beleza do mundo.

2. As areas em relagao ao sol sao varridas de modo constante. Kepler

utilizou novamente os dados de Brahe.

3. O quadrado do periodo é proporcional ao cubo do raio de revolugao.

Wolfgang Pauli estudou o procedimento que levou Johannes Kepler a
formular estas leis desta maneira. Sua conclusao era que basicamente Kepler
agiu por um instinto, qual seja, de que a matematica era algo vital para
a formulagao das leis. A conclusao era que pura logica nao pode levar do
empirico as leis naturais. Uma relagao entre as imagens existentes no interior
da psique humana com objetos externos e sua existéncia deve ser a base da
compreensao da natureza. Tais imagens primarias sao o que o proprio Kepler
denominou archetipalis (arquetipicas).

Como operadores de ordenamento e formadores de imagens, arquétipos
trabalham como uma ponte entre idéias e sao um pressuposto para as teorias
cientificas da natureza. Na Idade Média tinhamos uma Era pré-cientifica,

com uma descri¢cao magica e simbolica da Natureza, como o foi a alquemia.
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Kepler teria representado uma transicao da conceituagao magica para as
teorias realmente cientificas da Natureza.

Kepler era fascinado pela idéia pitagoérica de misica das esferas. Ele
dizia: Geometria est archetypus pulchritudinis Mundi, ou seja, a geometria é
o arquétipo da beleza do Mundo.

Johannes Kepler dizia sobre a interpretacao:

A geometria é coeterna com a mente divina antes da criacio. E o proprio
Deus (o que esta em Deus sendo o proprio Deus?) e deu a Deus os modelos
da criacao do Mundo ... O Sol em meio as estrelas moventes, ele proprio
imovel, mas fonte de movimento, tem a imagem do Pai, do Criador.

Esta tltima interpretagao levou Kepler a procurar uma lei que reunisse
em algo tnico um fato geral a todos os planetas, mas que envolvesse o proprio
Sol. Assim nasceu a terceira lei, a mesma para todos os planetas em torno
do Sol.

A despeito das interpretagoes bastante religiosas de Kepler, ele foi um dos
primeiros a utilizar de modo magistral o método cientifico. Usou os dados
de Kepler relativos a Marte com a hipotese de figuras geométricas simples
para chegar as orbitas elipticas. Fez o mesmo com a lei das areas. Baseado
no divino usou os dados para formular a terceira lei.

De acordo com Kepler, a alma individual, que ele chama de vis formatrix
ou matriz formativa tem a habilidade fundamental de reagir, com a ajuda
do instinctus a certas proporg¢oes harmoniosas que correspondem as divisoes
racionais do circulo. Em misica, isto corresponderia & eufonia.

René Descartes foi um filésofo francés, nascido em 1596, tendo vivido a
maior parte de sua vida na Holanda, faleceu em 1650. Além da filosofia,

estudou geometria e, com Fermat, mesclou-a com uma descricao numérica,
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o que ficou conhecido como geometria cartesiana. A Geometria fica deste
modo compreendida em termos de equagoes algébricas. Posteriormente, tais
conceitos foram utilizados para a dindmica de pontos submetidos a uma
forca externa. Utilizaremos a geometria cartesiana ao detalhe na descrigao
do movimento dos corpos.

Galileo Galilei (*1564 +1642) foi um fisico italiano, o maior nome cienti-
fico de sua época, tendo melhorado o telescopio e, com sua ajuda, desvendado
varios mistérios acerca do céu. Teve o maior papel na revolucao cientifica,
defendeu o heliocentrismo e combateu doutrinas cientificas enraizadas na
tradigao, sem vinculos com a realidade cientifica.

Comegou a formular a mecénica: sao leis com forma matemética bem
definida. Formulou a Lei da inércia, que diz que corpos livres de forcas
movem-se com velocidade constante. Deve- se notar bem que este conceito
(for¢a) nao era definido na época, esta formulagao é, de fato, uma formulagao
em linguagem moderna, com conceitos modernos e mais precisos. Também
nos referimos a Galileo quando falamos da Lei de transformagao entre obser-
vadores diferentes,

¥=x—vt, t'=t (1.1)

onde um observador @' move-se com velocidade v em relagao a um observador
O, e os observadores medem, respectivamente, posicoes e tempos z’, t’' e x,
t.

Além disto, Galileo verificou que a aceleracao da gravidade é a mesma
para todos os corpos. Isto serd de fundamental importancia no contexto da
teoria Geral da Relatividade, além de ser um conceito ttil na formulagao das
equagoes do movimento planetério.

Foi Isaac Newton (*1642 +1727) quem deu o maior impulso as teorias



1.7 A Ciéncia Grega 47

fisicas. Foi ele, de fato, quem introduziu os conceitos de forca e de massa.
Escreveu a renomada equacao de forca, F' = ma. Mas o mais incrivel é que
nenhum dos termos que comparecem nesta equacao era conhecido na época.
A massa poderia ser intuida. A aceleracao é um conceito que necessita do
calculo integral, pois corresponde a taxa de variacao da velocidade com o
tempo. Newton (mas também Leibnitz) desenvolveram o proprio calculo
integral e diferencial. Finalmente, precisou definir a forga. Caracterizou a
forca através da lei de agao e reacao, que se faz de acordo com a Lei da
inércia. Postulou a Lei da Gravitacao universal para dizer qual o princcipio
dinAmico. Em outros casos fisicos, devemos introduzir, caso a caso, quem é

a forca.

No caso da gravitacao, conseguiu deduzir as Leis de Kepler a partir de

suas equacoes.

Os Conceitos de tempo absoluto e posicao levam as trajetorias, ja que a
posicao de um objeto qualquer esta submetida a equacoes que a definem em
um tempo qualquer. Estas equacoes diferenciais descrevem o movimento dos
chamados pontos materiais. Com o uso da geometria cartesiana podemos
escrever equagoes diferenciais cuja solucao descreve o movimento do ponto
material. Somos entao levados ao determinismo, isto ¢ dadas as condigoes

iniciais podemos prever a evolugao de qualquer objeto.

Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749- 1827) foi um grande mateméa-
tico e astronomo francés. Trabalhou em problemas importantes da fisica
matematica, e importante equacao diferencial leva seu nome, a equagao de
Laplace. Estudou também probabilidades, tendo introduzido conceitos hoje
utilizados na moderna teoria bayesiana de probabilidades. Foi o primeiro a

falar de um corpo que atrai gravitacionalmente a luz, tendo-o descrito atra-
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vés de sua massa e seu raio. Hoje, este objeto é conhecido na teoria geral
da relatividade como Buraco Negro, sendo possivel sua descricao completa
apenas nesta teoria.

Foi materialista ferrenho, trabalhando no determinismo, ou seja, que as
equacoes diferenciais determinam completamente o futuro. Dizia Laplace:
Podemos considerar o estado atual do Universo como efeito de seu passado
e causa de seu futuro. Uma inteligéncia que, em um instante determinado
pudesse conhecer todas as forcas que colocam a natureza em movimento, as-
sim como todas as posi¢coes de todos os objetos que compoem a natureza, e se
esta inteligéncia fosse suficientemente ampla para submeter os dados a and-
lise, tal inteligéncia compreenderia em uma unica formula os movimentos de
todos os corpos do Universo, dos maiores, até os menores dtomos; para tal
inteligéncia, nada seria incerto e o futuro, assim como o passado, seriam
evidentes aos seus olhos.>

Laplace estudou a estabilidade de Orbitas planetarias, os harmonicos es-
féricos, a transformada de Laplace. A interpretacao Bayesiana da probabi-
lidade tem seu uso em observacoes modernas e fixacao de parametros das
teorias.

No segundo volume estudaremos o Eletromagnetismo, cujos rudimentos
remontam & Lei de Coulomb e ao Magnetismo dos materiais (imas). Fa-
raday introduziu uma ligacao direta entre os campos elétrico e magnético

(de fato, o conceito de campo estava ainda em gestagao). Mais tarde, isto

3Nous pouvons considérer 1’état actuel de 'univers comme l'effet de son passé et la
cause de son futur. Une intelligence qui & un instant déterminé devrait connaitre toutes les
forces qui mettent en mouvement la nature, et toutes les positions de tous les objets dont la
nature est composée, si cette intelligence fut en outre suffisamment ample pour soumettre
ces données & analyse, celle-ci renfermerait dans une unique formule les mouvements des
corps plus grands de l'univers et des atomes les plus petits ; pour une telle intelligence nul
serait incertain et le propre futur comme le passé serait évident a ses yeux.
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levous as Equacoes de Maxwell, que por sua vez trouxeram, em seu bojo,
as Transformagoes de Lorentz. Estas contém uma incompatibilidade entre o
Eletromagnetismo e a Mecanica Classica, levando a teoria da relatividade de
Albert Einstein *1879 +1954.

O papel dos experimentos foi portanto fundamental, primeiro com as
observagoes de Tycho e as leis fenomenologicas de Kepler que embasaram a
fisica de Newtons. Também a matematica e o método cientifico em Descartes
e Galileu com os modelos da realidade formaram a base da ciéncia moderna.
Era o método cientifico nascendo. A existéncia de Leis matematicamente
bem definidas foi fundamental para a ciéncia moderna.

Génese da Mecanica. Galileu e a equivaléncia entre repouso e movimento
retilineo uniforme, independéncia dos movimentos em direcoes diferentes.

Relatividade das variaveis cinemaéticas e sistemas de referéncia inerciais.

Newton. Forca e interacao. Acao e Reacgao: simultaneidade e igualdade de
seus modulos e direcoes. Acao de contato e acao a distancia. Relacao entre
forca e aceleracao; localizacao, composi¢cao e resultante de forcas. Queda
livre e movimento num campo de for¢a constante. Condicoes de equilibrio
e aplicagoes. Forga de atrito estatico, cinético e aplicagoes. Dinamica do

movimento circular e aplicagoes.
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Capitulo 2

Mecanica

2.0.1 Reflexoes sobre o movimento

A expansao acelerada do Universo, a rotacao dos planetas em torno do Sol,
as ondas no mar, o voo surpreendente de um beija-flor, as oscilagoes de um
péndulo, a emissao de uma particula alfa de um niicleo atémico sao apenas
alguns exemplos da variedade de movimentos que conhecemos e observamos.
Nao é de hoje que o Homem se ocupa em tentar compreender o movimento
e formular explicacoes para sua origem. Desde as explicagoes filosoficas dos
gregos passando pelas formulagoes cientificas de Newton e Einstein, o movi-
mento dos corpos e suas implicagoes tem sido alvo de intensa investigagao e
interesse. Podemos entao nos perguntar de que nos serve uma formulacao e
uma descri¢ao mais precisas do movimento?

Bem, se soubermos descrever um movimento de maneira precisa, com-
preendendo suas causas e como alteragoes nestas causas afetam o movimento
seremos capazes, pelo menos em principio, de controlar e até mesmo prever
seus efeitos. Além disto, se sua formulacao for escrita em uma linguagem uni-
versal, a matematica, ela sera passivel de teste e repeticao em qualquer lugar

e quantas vezes se desejar, uma vez que se conhecem as condi¢oes necessarias
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para produzir tal movimento.

Baseados nesse entendimento acima apresentado é que se estruturou todo
um ramo da Fisica conhecido como Mecanica. Na Mecéanica a analise do mo-
vimento pode ser desenvolvida através de duas abordagens distintas: Cine-
mdtica e Dindmica. Enquanto a Cinemdtica se preocupa apenas com a des-
cricao do movimento através de quantidades que o caracterizam, tais como,
velocidade, distancia percorrida, tempo gasto e aceleracao, a Dindmica tem
por objeto de analise, quais fatores sao responsaveis por aquele tipo de mo-
vimento, tais como, os tipos de for¢as que o produziram e a troca de energia
e momento linear envolvidos no movimento.

Para ilustrar a diferenca entre essas duas abordagens apresentamos a

seguinte situagao cotidiana:

Um rapaz queria fazer uma viagem de carro partindo de Sao Paulo
com destino ao Rio de Janeiro. Como nao sabia quanto tempo
levaria a viagem ele resolver perguntar aos seus colegas fisicos,
César e Jayme, que trabalhavam no Instituto de Fisica. Jd que a
distancia entre Sao Paulo e o Rio de Janeiro € de aprorimada-
mente 429 km acredito que, de carro, vocé gaste aprorimadamente
4,8 horas viajando a uma velocidade média de 100 km/h - disse
César. Jayme pensou um pouco e concluiu. Certo, concordo que
ele leve 4,3 horas, mas somente se o motor do carro funcionar
corretamente, se o atrito causado pelo vento for desprezado, se
o motorista nao fizer nenhuma parada,... - e continuou listando
mais alguns fatores que influenciavam o movimento do carro e
poderiam alterar o tempo de viagem. Diante das opinioes dos

colegas, o rapaz concluiu: Acho que vou mesmo € de avido.
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Como podemos observar, enquanto César faz uma descricao cinemaéatica
da viagem, concentrando-se apenas na distancia percorrida, na velocidade
média e no tempo gasto, Jayme faz uma descri¢ao dindmica, preocupando-se
em identificar as condi¢oes necessarias para o movimento do carro e os pos-
siveis impedimentos que poderiam alterar o tempo de percurso da viagem.
Ao logo do livro veremos varias outras situagoes que também ilustrarao essa
diferenca entre as duas abordagens. Nesses primeiros capitulos focaremos
nossa atengao apenas na descri¢ao cineméatica do movimento e suas aplica-
¢oes. Em seguida, exploraremos a descricao dinamica do movimento e por

fim estudaremos algumas leis de conservagao de propriedades do movimento.

2.0.2 Cinematica

Antes de iniciarmos nosso estudo do movimento propriamente dito, precisa-
mos aprender como descrevé-lo de maneira adequada e clara.

Toda vez que nos propomos a descrever uma situagao fisica ou um movi-
mento arbitrario precisamos definir um referencial no qual estamos baseando
nossas medidas e conclusoes.

Esta idéia pode ser ilustrada de maneira bem simples.

Se perguntarmos se vocé que 1é este livro esta parado ou em movimento
a sua resposta provavelmente deve ser que esta parado. Muito bem, isso s6
serd verdade se adotarmos como referéncia para essa resposta o seu préprio
corpo. Por outro lado, se perguntarmos para um astronauta localizado fora
da Terra ele dirda que vocé se movimenta a uma velocidade vertiginosa, mais
especificamente a 1668 Km/h. Neste caso o astronauta usou como referéncia
para sua resposta seu proprio corpo. Portanto, para a descrigao precisa de

um movimento é fundamental que, antes de qualquer coisa, indique-se qual
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sera a referéncia que a ser adotada, ou seja, em relacao a qual ponto do
espaco se estd descrevendo o movimento e consequentemente chegando as

tais conclusoes.

Mas afinal, qual descri¢ao desse movimento estd correta? A do leitor, que

diz estar parado ou a do astronauta que lhe observa o movimento de longe?

A resposta para esta pergunta se mostra um tanto diplomatica. De fato,
ambas estao corretas. A razao da aparente diferenca nas conclusoes dos
observadores é devida & escolha de diferentes referenciais para descrever o
movimento em questao. Contudo, esta confusao nas conclusoes pode ser
corrigida se conhecermos de que modo o referencial do astronauta se relaci-
ona com o referencial do leitor. Assim, além de indicarmos antecipadamente
qual sera o referencial que adotaremos para descrever um movimento preci-
samos saber também como ele se relaciona com outros possiveis referenciais.
Em outras palavras, precisamos conhecer as regras de transformagao entre

diferentes referenciais.

Até agora temos falado apenas de como a descri¢ao de um movimento
esté intimamente ligada & noc¢ao de referencial e das relagoes de transforma-
¢ao entre eles. Precisamos, portanto, refinar essa descricao fazendo uso de
uma linguagem que permite a qualquer observador descrever um movimento
de maneira universal. Por isso usaremos a matemaética e seus conceitos para
mapear o espaco e o tempo e através desta ferramenta obter regras de trans-
formacao entre referenciais, além de quantificar e qualificar o movimento
estabelecendo relagbes numeéricas entre conceitos fisicos.

O mapeamento do espago e do tempo pode ser realizado através da es-

colha um sistema de coordenadas que associara, a cada ponto do espaco e

instante no tempo, um conjunto de ntimeros. Deste modo, trés das coordena-
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das irao descrever as dimensoes espaciais enquanto uma quarta coordenada
descreverd o tempo. No caso do tempo podemos representar nosso "relogio
universal"através de uma reta orientada que associard a cada medida um
instante bem definido do que chamamos tempo.

Para ilustrar esse conceito vejamos na figura a seguir o voo de uma abelha
na sala de estar de sua casa.

Para especificarmos qual é a posicao da abelha em relacao as paredes da
casa precisaremos indicar trés coordenadas espaciais (x,y, z). Essas trés co-
ordenadas mapearao numericamente qual é a largura, altura e profundidade
que abelha se encontra na sala de estar.

Deste modo, um referencial S sera representado por um sistema de co-
ordenadas (x,y, z,t) onde cada dimensao espacial é mapeada em uma reta
orientada. O tempo também sera mapeado em uma reta orientada que seré
indicada & parte . Como pode ser visto na Figura 1 a origem O do sistema
de coordenadas do referencial S é o ponto de interseccao de todas as retas
que mapeiam as dimensoes espaciais. A reta que mapeia o tempo pode ser
vista & esquerda do referencial S.

Se quisermos descrever a posi¢ao do ponto P em relacao ao referencial
S devemos fornecer os valores de (z,, Yy, 2, t,) medidos a partir da origem
deste referencial. Neste caso os valores serdao: P = (1,2,3,0). Por ou-
tro lado, se adotarmos um novo referencial S’ esses valores poderao mudar.
Usando o referencial S” mediremos os seguintes valores para a posi¢ao do
ponto P = (—3,2,3,0). Como o tempo evolui de maneira semelhante para
ambos os referenciais, isto é, ele ¢ uma quantidade absoluta, entao (t' =t) e

nenhuma diferenga seré observada nas medidas de tempo realizadas em cada

Inota de rodapé sobre relatividade
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um dos referenciais 2. O mesmo nao acontece com a direcio mapeada pelas
coordenadas x, 2.

A diferenca nos valores entre as coordenadas x, =’ se deve ao fato da
origem do referencial S’ estar deslocada da origem do referencial S.

Neste exemplo simples nao é dificil estabelecermos a relagao de transfor-
macao de coordenadas entre os dois referenciais.

As dire¢oes mapeadas pelas coordenadas y, v/, 2/, z sdo as mesmas nos

dois referenciais de modo que a relacao entre elas seréa:

2 = z (2.1)

y =y (2.2)

Isso significa que as distancias medidas no referencial S tem o mesmo valor
no referencial S’ nestas duas dire¢oes. J4 no caso da direcao mapeada pelas
coordenadas x, ' as medidas sao diferentes. Contudo, podemos estabelecer

a seguinte relacao entre elas:
¥ =x—4 (2.3)

Esta relagao entre as coordenadas significa que, se soubermos a distancia do
ponto P em relagao ao referencial S, podemos usar a equacao acima para
calcular a distancia do ponto P em relagao ao referencial S’.

Agora que aprendemos a usar referenciais e sistemas de coordenadas para
localizar a posicao de um objeto no espaco e marcar o instante de tempo

em que ele se encontrava em tal posi¢ao, podemos dar o préximo passo na

20s relogios foram previamente acertados. Além disto, pode-se sempre supor que a
unidade de tempo seja a mesma para todos. O fato disto ser possivel é uma caracteristica
da mecanica. Em principio poderiamos ter ¢ como uma func¢ao de ¢t. No entanto, poderia
apenas ser uma funcao linear, ligada a uma redefini¢ao da unidade de tempo, t' = at + b.
No entanto, utilizando-se as mesmas unidades, a = 1.
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descricao do movimento e estudar como se da a variagao desta posicao em
funcao do tempo.

Iniciaremos nossos estudos partindo do caso mais simples, o movimento
unidimensional, e aumentando pouco a pouco a complexidade veremos o

movimento em mais dimensoes.

Movimento unidimensional

Para ilustrar os conceitos fundamentais utilizados na descri¢ao do movimento
em uma dimensao vamos analisar o movimento de um maratonista correndo
um longo trecho em linha reta de uma maratona.

Neste caso, para a descrigao do movimento, é bastante conveniente usar-
mos como referencial uma reta orientada x que se estende ao longo da estrada
e esta dividida em intervalos de 10 metros. Desta forma, o maratonista que
corre estd em movimento em relagao ao referencial adotado. Observando a
Figura 7?7 podemos dizer que o referencial escolhido representa as medidas
realizadas por um espectador que esta posicionado na platéia e registra a evo-
lugao temporal através do cronémetro da corrida. Deste modo, a cada ponto
da reta ele associara a posi¢ao do maratonista em um determinado instante
de tempo t medido pelo crondémetro. Através desta associagao o espectador

pode construir a seguinte tabela horaria do movimento do maratonista,

t(s) 0[5 [12]20]26 32741
z(m) | 0] 1020|3040 |50 60

o que lhe permitiria até escrever uma fungao z(t) do deslocamento do mara-
tonista.
Se o espectador continuar essa marcacao até o final da maratona ele

conhecerd muitos detalhes do movimento realizado pelo maratonista.
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O primeiro detalhe que nos interessa é conhecer com que taxa o des-
locamento Ax varia em um intervalo de tempo At gasto pelo maratonista
em determinado trecho da prova. No primeiro trecho da prova essa razao é

calculada fazendo-se
Az w(ty) — x(t)

_ =t 2.4
At t — to ’ (24)

U1

o que define a velocidade com que o maratonista percorreu tal trecho. Em ou-
tras palavras, a velocidade nos indica “quao rapido"o maratonista percorreu
aquele trecho da maratona.

No Sistema Internacional (SI) a velocidade de um objeto ¢ medida em me-
tros/segundos (m/s) mas as unidades (km/h) e (mph) também séo bastante
usadas, especialmente para descrever a velocidade de automéveis, avioes, etc.

Assim, a velocidade desenvolvida pelo maratonista no primeiro trecho
pode ser calculada usando a Eq.(2.4), o que resulta em

_Azx -z S5m—0m
At t1—ty 10s—0s

U1

1
v =g m/s, ou v =0,5m/s. (2.5)

Isto significa que o maratonista se desloca metade de 1 metro no intervalo
de tempo de 1 segundo. A velocidade do maratonista em cada trecho pode
ser calculada seguindo o mesmo procedimento e seréd dada por

To — T

Vg = =0,7m/s
T -t /
I3 — X2
Vg = =0,8m/s
ST — 1y /

Se o numero de medicoes realizadas for muito grande entao, uma repre-

sentacao grafica, ou seja, um grafico do pontos obtidos sera mais conveniente
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para realizarmos a anélise do movimento do atleta. Na Fig.(??) represen-
tamos o deslocamento do maratonista em funcao do tempo. Neste caso, o
calculo da velocidade entre dois pontos quaisquer se faz através do coeficiente
da reta que liga os dois pontos. Tomemos dois exemplos:

A reta que passa pelos pontos A e B pode ser calculada como

ITB — XA

rp(t) =za+a(tp —ts) onde a= (2.6)

tp—ta
Mas, da definigdo de velocidade que apresentamos na Eq.(2.4), podemos
identificar o com a velocidade v, ou seja, ela é representada pela inclinagao
da reta AB. Neste caso,
~(30—20)m  10m
(20 —12) s 8 s

isto significa que o maratonista percorreu esse trecho desenvolvendo uma

=125m/s »|v=125m/s

velocidade vyp = 1.25 m/s.
De modo semelhante podemos calcular a inclinagao da reta que liga os
pontos B e C
~ (40-30)m 10m
(26 — 20) s 6 s

Neste caso a velocidade do maratonista neste outro trecho da maratona foi

~ 1.67m/s —|v=1.67 m/s

vpe = 1.67 m/s. Comparando as velocidades nos dois trechos vemos que elas
foram diferentes, de modo que no segundo trecho o maratonista desenvolveu
uma velocidade maior que no primeiro. Agora podemos nos perguntar qual é
a velocidade desenvolvida pelo maratonista no trecho entre A e C'. Rapida-
mente responderiamos ser a média entre as duas velocidades. Isso resultaria
em uma velocidade v = W = 1.46 m/s. Contudo, se calcularmos a

velocidade desenvolvida o resultado sera
(40 — 20) m _20m
(26 —12) s 14 s

VACc =

=143 m/s —|vac = 1.43 m/s
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Bem, por que obtivemos um resultado diferente? A resposta pode ser obtida
com a definicao do conceito de velocidade média. Como a velocidade nao é
uniforme, ou seja, nao é a mesma durante o intervalo de tempo At, a média
das velocidades desenvolvidas no trecho é diferente da velocidade média de-
senvolvida no mesmo trecho. Definiremos portanto, velocidade média, como
a velocidade que se desenvolve quando se percorre um espago Az em um

intervalo de tempo At de modo uniforme,

x(tiz - Z(tl) o= e (2.7)

v =

Isto significa que um objeto se deslocando de um ponto z;(t;) até um ponto
xo(ts) sem alterar sua velocidade durante o percurso desenvolve uma ve-
locidade média constante v. De fato, mesmo no caso analisado acima do
maratonista onde houve uma variagao da velocidade podemos calcular a ve-
locidade média desenvolvida por ele no trecho em questdao. A velocidade
meédia nos fornece a informacao de quanto tempo ele levaria para percorrer
o trecho entre A e C' se mantivesse uma velocidade constante.

Se o movimento de um objeto for simples o bastante podemos encontrar
uma fungao que associard a cada ponto do espago a um valor especifico
tempo. A essa funcao chamaremos equacao horario do movimento. Para um
movimento uniforme, ou seja, cuja velocidade é constante, a equagao horaria
é facilmente obtida utilizando nossa definicao de velocidade apresentada na
equacao (2.4). Assim se escolhermos t; igual a um ¢ qualquer e ¢; como o

instante inicial tg do movimento entao
x(t) = xo + v(t — to), (2.8)

é a equagao horéaria do movimento retilineo uniforme, onde z indica a posicao

inicial do objeto. Com essa equagao podemos dizer em que posi¢ao no eixo
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x um objeto se movendo com velocidade v se encontra qualquer que seja o
instante de tempo ¢. Confirmando nossa declaragao anterior, a equagao (2.8)
corresponde a equacao de uma reta cuja inclinagao é dada por v.

Até agora temos visto a utilidade da definigao de conceitos tais como ve-
locidade e velocidade média. A préoxima pergunta que podemos fazer é como
calcular o valor da velocidade desenvolvida por um objeto em movimento a

cada instante de tempo.

Velocidade Instantanea

A velocidade é definida a cada instante. Afinal, a velocidade de um corpo
é uma funcao do tempo, portanto sempre definida com um valor calculavel.
Em um dado instante de tempo, a velocidade é dada pelo espago percorrido
dividido pelo tempo para percorré-lo. Em um instante isto significa que
temos que medir os pequenos intervalos em instantes muito pequenos. Isto
corresponde & idéia de limite. Ou seja, em um instante ¢, a posicao varia de
x(t) a z(t 4+ dt), onde 4t é um valor muito pequeno. A distancia percorrida
neste pequeno intervalo de tempo ¢é a diferenga das posigoes, x(t + dt) — z(t).
E claro que a velocidade sera

t+6t) — x(t)
5t

oft, o) = 2 (2.9)

Para que a expressao nao dependa do pequeno intervalo dt fazemo-lo muito,
muito pequeno. Este processo é chamado, dentro da matematica, de limite,

€ escrevemos

o(t) = Tim x(t+ 0t) — x(t)

5t—0 ot (2.10)

A aceleragao ¢é tratada exatamente da mesma maneira, como sendo a
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variacao da velocidade com respeito & variagao temporal, ou seja,

v(t +dt) — v(t)
at

a(t, 5t) = (2.11)

Para que a expressao nao dependa do pequeno intervalo d§t fazemo-lo nova-

mente muito, muito pequeno. Novamente o processo de limite, e temos

aft) = lim v(t + dt) — v(t)

5t—0 gt (2.12)

(colisdo frontal, movimento sobre uma linha e rotagdo com raio constante,

oscilador harmoénico de mola,)
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2 Mecanica

Introducao.

Como foi visto no capitulo anterior, a Fisica caracterizou-se pela linguagem
matematica e pelo teste experimental das hipoteses. Neste capitulo serao
analisadas as ferramentas matematicas usadas para descrever o movimento
dos corpos.

O ramo da Fisica relacionado ao movimento é a Mecénica. Como mo-
vimento ¢ um tema muito vasto, a propria Mecanica engloba quase toda a
Fisica. Os fisicos falam de varias Mecanicas. Neste capitulo sera abordada
especificamente a Mecanica Cléssica.

O termo Mecéanica Cléssica ¢ usado para a Mecanica construida ao longo
dos séculos XVI e XVII. A constru¢ao matematica da Mecéanica Classica

pressupoe duas coisas aparentemente 6bvias:
e 0s corpos ocupam uma regiao especifica do espaco

e 0 tempo flui da mesma forma por todo o Universo. Este é o conceito

de tempo absoluto.

No séc. XX, duas "mecéanicas"contrariaram estas hipéteses tao elementares.
A Mecénica Relativistica (mais conhecida como Teoria da Relatividade) pos-
tulou que o tempo nao fluia uniformemente pelo Universo. Ja a Mecanica
Quantica (também conhecida como Fisica Quantica) nega a ocupagao espe-
cifica de um corpo no espago. As teorias quantico-relativisticas combinam as
duas mecénicas e negam as duas hipoteses.

A Mecanica Classica nao descreve uma série de situagoes envolvendo o
Universo em pequena e grande escala. Para particulas proximas a velocidade

da luz ou regioes onde existe grande aglomerado de matéria (como em buracos



negros) é necessario usar a Mecénica Relativistica. Ja em sistemas onde as

distancias sao muito pequenas, é preciso usar a Mecanica Quéantica.

Alguns autores falam de superagao da Mecéanica Classica. Mas em con-
textos onde as velocidades nao sao proximas a da luz, nem hé proximidade
com os aglomerados de matéria e nem hé distancias muito proximas, a Meca-
nica Classica descreve matematicamente muito bem os movimentos observa-
dos. Por exemplo, corpos humanos e animais, deslocamentos de seres vivos
e automotores, estabilidade de construgoes arquitetonicas e quase todos os
movimentos (e repousos) que se observaram na crosta terrestre e em nosso
cotidiano sdo descritos por modelos da Mecanica Classica. E fundamental

estudar a Mecénica Cléassica. Ela nao esta superada.

Ha um ramo da Mecéanica Cléassica que se ocupa da descrigao matematica
dos movimentos sem levar em conta o que esta se movendo: a Cinemética.
Por exemplo, a massa do corpo, sua composi¢ao quimica, sua cor, sua textura
e outras propriedades nao sao objeto de estudo da cineméatica. O termo
cinemética vem da raiz grega kine. Esta mesma raiz esta presente na palavra

cinema, uma alusao ao movimento da imagem.

Neste capitulo sera discutido um movimento bastante simples: o movi-

mento de um corpo pontual restrito a uma reta.

Muitos estudantes tém a impressao que a Fisica descreve apenas situacoes
idealizadas sem nenhuma relagdo com o "mundo real". Um corpo pontual
em uma reta é um exemplo desta idealizacdo. A primeira vista, pode até
parecer paradoxal, mas h& uma profunda ligacao entre modelos idealizados
e descricoes realisticas. E o principio reducionista, que jaz sob o método

cientifico, fazendo parte de sua raiz.

O primeiro passo da Fisica e das ciéncias em geral para descrever um
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fenébmeno ou sistema é dividi-lo em partes mais simples. Por exemplo, o
movimento de um corpo extenso pode ser dividido no movimento de seus
infinitos pontos. Outro exemplo é a descrigao sobre algum tipo de dtomo
partindo-se de seus componentes basicos: prétons, neutrons e elétrons. O
processo de divisao de um sistema complexo em partes simples é denominado
"analise". O termo anélise tem origem grega, onde o prefixo "ana'"indica
negagao ou completo e "lise"significa parte. Assim, a andlise consiste em
dividir completamente um problema em "partes simples", onde cada "parte
simples nao tem partes menores. A ana-lise é a "auséncia de partes".

A descrigao matematica da Fisica consiste em partir de modelos simples
para complexos. Embora nao existam corpos pontuais, os corpos reais podem
ser descritos como um conjunto de infinitos pontos. Além disso, movimentos
nao retilineos podem ser descritos como uma combinacao de movimentos

retilineos.

2.1 Numeros reais.

Para determinar a posi¢cao de um nimero em uma reta ou um instante no
tempo, é necessario usar numeros reais. A massa de um corpo também
¢ um numero real. Todas as grandezas da Mecanica sao derivadas destas
trés grandezas (posigao, tempo e massa). Embora o leitor ja tenha obtido a
nog¢ao de namero real no ensino médio, é interessante revisar alguns conceitos

pertinentes de outro ponto de vista.

2.1.1 Numeros naturais

H4& seres na natureza que existem em unidades. Por exemplo, seres humanos

sao individuos. Vocé pode contar seres humanos: um, dois, trés, etc. O
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mesmo pode ser dito sobre gatos, células, mesas, cadeiras, etc. Em matemé-
tica, o conjunto numérico relacionado a estas contagens é o "conjunto dos
ntmeros naturais".

A auséncia de coisas pode ser identificada como o nimero zero. Por
exemplo, se ndo ha pessoas em uma sala, ha 0 pessoas. E por isso que o zero
¢ um numero natural.

O simbolo do conjunto ¢ N. E comum a representacao dos naturais como:
N =1{0,1,2,3,4,...}

onde as reticéncias correspondem & progressao infinita.

Uma funcao fundamental entre niimeros naturais é a "sucessao". Se n é
um nimero natural, n + 1 é o sucessor de n. Assim a fun¢ao sucessor pode
ser escrita como:

suc(n) =n+1

O sucessor de 0 é 1, o sucessor de 1 é 2, etc. Desta forma, partindo-se
do zero e aplicando a operacao sucessor repetida e infinitamente, chega-se a

todos os ntimeros naturais.
o suc(0) =1
o suc(l) =2
o suc(2) = 3, etc.

A operagao inversa do sucessor é o antecessor. Assim, se n 4+ 1 é o sucessor
de n, entao n é o antecessor de n + 1. Matematicamente, o antecessor pode
ser representado como:

ant(n) =n—1

Abaixo, o exemplo da operagao antecessor comegando pelo nimero 3:
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o ant(3) =2
e ant(2) =1
o ant(0) ¢ N

O menor namero de coisas que se pode contar é zero. Se nao ha pessoas
em uma sala, nenhuma pode ser retirada. Assim nao existe antecessor do
ntmero zero. Em outras palavras, nao existe um nimero natural do qual o
Zero seja Sucessor.

Existe uma resposta matematica para o antecessor de 0: —1. Mas esta
resposta nao faz sentido no contexto da contagem de coisas. Por exemplo,
se ha 3 pedras em uma caixa, é impossivel retirar 5. Embora a operacao
3 — b = —2 tenha sentido em outros contextos, o niimero —2 nao é natural.

Além disso, entre dois niimeros naturais consecutivos nao ha nenhum
ntmero natural. Por exemplo, nao ha ntimero natural entre 0 e 1, entre 1 e
2, entre 2 e 3, etc. No contexto das contagens, nao faz sentido falar de fracao.
Por exemplo, nao existe fragao de ser humano. Ao perder um dente de leite,
uma crianca nao deixou de ser humana. Um cachorro que perdeu uma pata
nao se tornou uma fracao de cao. A pata isolada de um cao também nao é
um pequeno cachorro. Duas metades de cadeira nao formam necessariamente
uma cadeira completa.

Ha grandezas na natureza que nao formam unidades. Por exemplo, o
comprimento de algo nao é uma unidade. Nao ha sentido na frase “este seg-
mento tem dois comprimentos". Outras grandezas que nao formam unidades
sao: area, volume, tempo, massa, etc. Como o leitor pode perceber, estas
grandezas sao fundamentais na Fisica. Grandezas que nao formam unidades

nao sao contadas, sao medidas. Os nimeros naturais sao insuficientes para
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lidar com medidas fisicas. O conjunto numérico que caracteriza as grandezas

fisicas é o “conjunto dos ntmeros reais".

2.1.2 Numeros reais e sua relacao com os naturais.

Nuimeros reais sao os nimeros que podem ser representados em uma reta.
Embora os ntimeros reais possam ser representados em qualquer reta, a re-
presentacao mais usada é a reta horizontal. Neste caso a reta é denominada
"reta dos reais".

Em primeiro lugar, h4 uma arbitrariedade em associar um ntmero espe-
cifico a um ponto especifico da reta. Esta arbitrariedade desaparece ao se
associar dois pontos distintos com dois nmeros especificos. Por uma questao
de facilidade, os dois pontos serao os ntumeros 0 e 1.

H& duas possibilidades ao se colocar os niimeros 0 e 1 em uma reta hori-
zontal: o 0 pode ficar & esquerda ou a direita do 1. Como a escrita latina é
feita da esquerda para a direita, a convencao é colocar o 1 a direita do zero.

Como 1 > 0, ha um “sentido"que vai do zero para o um. O nimero que
esta a direita é maior do que estd a esquerda. Os nimeros maiores do que
1 deverao seguir o mesmo sentido. Por exemplo, o nimero 2 devera estar a
direita de 1 porque 2 > 1. Analogamente, 3 > 2, logo 3 estara a direita de
2. E assim por diante. Os naturais crescerao a direita do zero.

A ordem dos naturais na reta ja esta bem estabelecida, mas isso nao basta.
Ha infinitos pontos a direita de 1 para colocar o ntimero 2. Fixado o niimero
2, hé infinitos pontos & direita de 2 para fixar o 3. E assim por diante. Esta
segunda ambiguidade deve ser removida a fim de associar um tnico ntmero
a um ponto especifico. Para remover a ambiguidade, é necessario colocar

a distancia entre um numero e seu sucessor como sendo a mesma distancia
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entre 0 e 1. Desta forma, dos infinitos niimeros a direita de 1, ha apenas
um tnico ponto com a mesma distancia zero-um. E este ponto especifico que
seré identificado com o nimero 2. Um procedimento anélogo sera usado para
fixar o 3 e assim por diante.

Todos os niimeros naturais podem assim ser representados na reta. As-
sim, os nimeros naturais também sao reais. Em linguagem matemética, o

conjunto dos niimeros naturais esta contido no conjunto dos niimeros reais:
NCR

onde R ¢ o simbolo do conjunto dos niimeros reais.

Embora todos os ntimeros naturais sejam reais, nem todo ntmero real é
natural. Ha infinitos pontos na reta que nao podem ser identificados com
nenhum nimero natural. Por exemplo, nenhum ponto a esquerda de zero é
contemplado com um nimero natural. Além disso, somente alguns pontos
especificos sao contemplados a direita de zero. Entre um ntmero natural
n e seu sucessor n + 1, nao ha nenhum nimero natural, mas hé infinitos
pontos entre eles. Por exemplo, ha infinitos pontos entre 0 e 1 embora nao
ha nenhum ntmero natural entre eles. O mesmo pode ser dito entre 1 e 2, 2
e 3, 3 ed, etc.

Para os pontos a direita de zero, ha um recurso que permite uma certa
localizagao limitada. Se o ponto nao corresponde exatamente a um nimero
natural, ele esta entre um ntmero n e seu sucessor n + 1. Por exemplo, um
ponto que esteja a direita de 3 e & esquerda de 4 esta localizado no intervalo
3 < x < 4. Ha infinitos pontos entre 3 e 4, mas é muito mais facil localizar
um ponto neste intervalo do que em toda a reta.

No contexto da localizacao de pontos na reta, aparece a necessidade de
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nimeros que nao sao naturais. Estes outros conjuntos serao abordados a

seguir.

2.1.3 Numeros inteiros.

Usando a contagem de objetos, a funcao sucessao consiste em acrescentar
mais um objeto de uma colecao. Mas usando a reta dos reais, a funcao
sucessao consiste em “pular"para o proximo ntmero natural & direita. Por
exemplo, o sucessor de 2 é 3 porque 3 é o proximo ntumero natural a direita
de 2.

Inversamente, a funcao antecessao consiste em retirar um de uma colecao.
Na reta dos reais o antecesor é o proximo numero que estia a esquerda. Por
exemplo, 2 é antecessor de 3 porque ele é o nimero imediatamente & esquerda
de 3.

O antecessor de zero nao tem sentido caso se esteja lidando com objetos.
E impossivel retirar um objeto quando ndo ha nenhum. Mas na reta dos
reais, o antecessor de zero tem pleno sentido. H& pontos a esquerda de zero.
Surge um problema: dos infinitos pontos & esquerda de 0, qual seré escolhido
como o antecessor ?

Na reta dos reais, operagao antecessor consistiu em retroceder a mesma
distancia entre 0 e 1. Por exemplo, o antecessor de 3 (2) estd a mesma
distancia dos pontos 0 e 1. Entao o antecessor de 0, —1, esta a esquerda
de zero, & mesma distancia entre 0 e 1. Analogamente, o antecessor de —1,
—2, estd a esquerda de —1 com a mesma distancia entre 0 e 1. Repetindo a
funcao antecessao infinita e repetidamente, o conjunto extende-se a esquerda.
O conjunto dos niimeros naturais unido ao conjunto destes niumeros obtidos a

partir dos antecessores de zero é o conjunto dos nimeros inteiros. O simbolo
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do conjunto dos inteiros é Z. E comum a representagao dos ntimeros inteiros
como:

Z=1{.,—4,-3-2,-1,01,2,3,4,..}

Com a operagao sucessor ¢ possivel partir do zero e gerar todos os nimeros
naturais. Aplicando também a fungao antecessor no nimero zero sao gerados
todos os nameros inteiros.

A representacao dos niimeros inteiros preserva a ordem deles. Os niimeros
a direita sao maiores do que os niimeros a esquerda. Por exemplo, —2 > —3
e —2 esta a direita de —3.

Os nimeros maiores do que zero sao classificados como positivos e os
menores, negativos. Entao o conjunto dos inteiros positivos coincide com os
nimeros naturais. Todo ntimero natural é inteiro, mas nem todo o niimero
inteiro ¢ natural. Em linguagem matematica, o conjunto dos naturais estéa

contido no conjunto dos inteiros,

NcZ

E apenas no contexto dos ntimeros inteiros que faz sentido subtrair um
nimero maijor de um menor. E impossivel e sem sentido retirar 7 litros de
agua de um balde onde ha apenas 5 litros. Mas é perfeitamente viavel que
uma “formiga"que estd no ponto 5 retroceda 7 posi¢oes e pare no ponto —2.

Os nimeros inteiros nao sao suficeintes para cobrir todos os pontos da
reta. H4 infinitos pontos entre dois niimeros inteiros. Por exemplo, ha infini-
tos pontos entre —3 e —2. Ainda assim, o recurso de localizar pontos através
de intervalos pode ser aplicado agora em toda a reta. Por exemplo, se o
ponto estd entre os nimeros —3 e —2 ele pode ser “parcialmente"localizado

no intervalo —3 < z < —2.



2.1 Numeros reais. 11

Muitos autores colocam o sinal 4+ nos ntmeros positivos para ressaltar
a dualidade positivo-negativo entre os nimeros inteiros. Por exemplo, o
nimero 2 é representado como +2. Neste livro nao seréd usado o sinal +
neste contexto. A auséncia de sinal é suficiente para indicar que o nimero 2

é positivo.

2.1.4 Numeros racionais.

Apesar dos ntimeros inteiros nao cobrirem todos os pontos da reta, eles ser-
vem de referéncia para os demais pontos.

Dividindo o segmento que liga os niimeros 0 e 1 por 2 chega-se ao ponto

%. Tomando a distancia entre 0 e % e formando uma espécie de “nova

unidade"chegam-se aos multiplos de : 2.3 4 5 6 otc O primeiro ponto
g p 2° 27 92 1929 27 929 * p p

a direita de % é % . A distancia entre % e % é a mesma de % e 0. O ponto

% coincide com o ponto 1. Como cada ponto é identificado com um ntmero,

esta o

NN

os dois niimeros sao necessariamente iguais: % = 1. A direita de

ponto %, cuja a distancia com % é a mesma entre 0 e % O processo se repete

infinitamente. A distancia entre 0 e % pode ser usada para encontrar um

nimero a esquerda de 0: —%. O sinal negativo indica que o niimero é menor
do que zero. Com a mesma distancia acha-se a esquerda de —% o0 ndmero
—% = —1. O processo pode repetir-se infinitamente a esquerda. O nimero
de pontos que podem ser localizados aumentou consideravelmente, mas hé
ainda infinitos pontos sem nimero. Entre as fragoes 7 e ”TH hé infinitos
nameros.

O segmento que liga 0 ao 1 pode ser dividido por 3. O primeiro ponto

a esquerda de zero sera % e o segundo ponto % A distancia entre 1 e % éa
mesma do que entre 0 e % Logo, % = 1. Com a mesma distancia dos pontos
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0e % sao achados os pontos %, g, g, %, etc. A esquerda de zero, a mesma
distancia pode ser usada para se encontrar a fragoes esquerda de 0: —%, —%

3 _
, —3 = —1, etc.

O mesmo procedimento pode ser feito com denominador 4, 5, 6, etc. O
segmento entre 0 e 1 pode ser dividido infinitamente, e as fragoes podem
cobrir cada vez mais pontos na reta dos reais. O conjunto de todas as fra-
gOes possiveis (tanto positivas quanto negativas) é denominado “conjunto dos
numeros racionais". O simbolo deste conjunto é Q.

Antes de prosseguir, é interessante explicar o conceito de razao. Razao
¢ uma relagao de ntimeros de alguma coisa por outra. Por exemplo, se 3

pessoas comem 2 paes, ha uma relagao de 3 para 2. Se a relacao ¢ mantida,

3

6 pessoas comeriam 4 paes Esta relagao pode ser representada pela fragao 3.

Como toda razao pode ser representada como fragao, os nimeros do conjunto
Q sao denominados niimeros racionais.

E importante comentar dois denominadores especiais: 1 e 0. Dividir o in-
tervalo entre 0 e 1 em uma tnica parte faz com que o primeiro ponto a direita

de 0 seja o proprio numero 1. Com a distancia entre 0 e 1 chega-se a todos

n

os nimeros inteiros. Como T = n (com n inteiro, inclusive n = 0), todos

os nimeros inteiros podem ser reescritos como fragao. Entao todo ntmero

inteiro é racional. O conjunto dos inteiros é subconjunto dos racionais.
ZCQ

O outro denominador, zero, nao pode ser representado na reta. Toda a

fracao da forma “* pode ser multiplicada por n resultando no ntmero m.

No caso da fragao 7 seria necessério multiplicar por 0 para se chegar a m.

Mas todo ntiimero multiplicado por 0 é o proprio 0. Se m # 0, o resultado
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do produto fica simultaneamente igual e diferente de zero. Reescrevendo em

forma matematica:

H*O:m ) %*O:(]ém;é()/\m:() (absurdo)

m

Consequentemente as fragoes da forma % com m # 0 nao existem. A

fracao g ¢ diferente de 7 para m # 0 embora ela também nao exista. Re-

produzindo o produto acima para m = 0:
0
—x0=0 . (2.13)

0
Todo nimero multiplicado por zero é zero, portanto é impossivel saber
qual o niimero real que corresponde a %. Qualquer ntmero real x satisfaz

a equacao xr * 0 = 0. E por isso que ; é denominado “indeterminacao".

oo

Enquanto § nao existe porque conduz a 1 = 0, % nao conduz ao mesmo
absurdo, mas ele pode ser substiuido por qualquer outro niimero que a relagao
2.13 continua valida.

Entre um nimero inteiro e seu sucessor nao existe nenhum niimero inteiro.
Mas entre dois niimeros racionais distintos ha sempre infinitos racionais. Por
1olpq 5 2 50 301

e =

3€5 15> 25 7010 bogs €tc. A representacao de Q nao pode

exemplo, entre

ser uma sucessao de niameros como foi N e Z. A representacao fica:
m
Q= {—\/mEZ;nEN*} ,
n

onde o simbolo * no conjunto N indica o conjunto dos naturais excluindo o
namero zero.

Os pontos da reta dos reais que correspondem aos niimeros racionais co-
brem toda a reta? Na Grécia Antiga, por volta de séc. V a.C., ja se conhecia

pelo menos um segmento que nao podia ser medido através de fragoes. A
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diagonal de um quadrado de lado 1 mede v/2. Néo ha nenhuma fracio que ao
quadrado dé 2. Assim o niimero v/2 nao é um namero racional. No séc. XIX
o matematico Cantor (...) concluiu que ha infinitos pontos na reta real que
nao corresponde a nenhuma fracao. Na verdade, entre dois pontos quaisquer
da reta, ha infinitos pontos que nao podem ser representados por fragoes.
Todo ntmero racional é real, mas nem todo real é racional. Em linguagem

matematica, o conjunto dos racionais esta contido no conjunto dos reais.
QCR

Um namero que corresponde a um ponto da reta que nao pode ser re-
presentado por fragoes é denominado “nimero irracional". O “conjunto dos
numeros irracionais"nao costuma ser representado por nenhuma letra em

particular. Geralmente ele costuma ser representado apenas por:
R - Q )

indicando que o conjunto dos irracionais é formado por todos os reais que

nao sao racionais.

E comum que os livros de matematica tragam a relagao entre os subcon-

juntos dos ntimeros reais:
NCcZcQcCR

E possivel encontrar fragoes infinitamente proximas a um nimero irracio-

nal. Por exemplo, v/2 ¢é irracional. Como 12 =1¢ 22 =4 entdo 1 < v/2 < 2.

O numero % também esta entre 1 e 2. Como (%)2 = % > 2 entao % > V2,

o que restringe o intervalo para encontrar V2 para 1 < V2 < % A soma de

resulta em %, estd no intervalo entre média aritmética entre 1 e

3

1 com 5

1
3
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Elevando % ao quadrado chega-se a 136 < 2 entao % < v/2. O intervalo para
encontrar v/2 fica mais restrito: % <V2< % O processo pode ser repetido
para pontos infinitamente proximos, sem que nunca se encontre exatamente
o nimero /2.

Os niimeros irracionais também podem ser representados por uma soma

infinita de fracoes. O niamero v/2 por exemplo pode ser escrito como

1 /1) 1 1\ 3! /1\5! /17!
2=1+-—(=]=4+ (=)= (2 )=+ (=)= - ...
st (5) e (5) s (1) 5+ (5) 5

onde os simbolon! =1-2-3-... - nen!ll=1-3-5-...-n.

2.1.5 Representacao decimal dos niimeros reais.

A representagao decimal dos ntimeros reais é muito bem conhecida. A repre-
sentacao natural dos inteiros sao os proprios inteiros. Os niimeros racionais
em geral sao reescritos como soma de denominadores da forma 10". Os

exemplos abaixo ilustram bem isso:

N[
—
o

5 __ _ 1.1 __4_.25 _ 494 _20 __ 5 _ _1_2_ 5 _ _
¢ 1= 1= 06 = 1 =700 " 700 = 1~ 15 100 = 129
33 _ 1 625 600 20 5
® %65 =21T1% =2+ 000 = 2T 10000 T 10000 T 10000 =

_ 0 6 2 5 _
=241 1 100 T w00 T 10000 — 20625
A soma finita das fragoes com denominador na forma 10™ nao abrange

todos os numeros racionais. Um exemplo simples ¢é a fracao %,

1—1+1+ L + L +...=0,1111
9 10 100 1000 10000 7
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O algarismo 1 repete-se infinitamente. Outro exemplo é a repeticao da

sequéncia de algarismo 2 e 1 na fracio 132

33
@ =4,212121...
33

A repeticao infinita de um algarismo ou de uma sequéncia deles em um
numero decimal é chamada de dizima peridédica. A sequéncia é denominada
periodo. Todo niimero racional é representado por um ntmero decimal com
uma quantidade limitada de algarismos ou entao é uma dizima periodica.
Inversamente, todo niimero decimal com nimero finito de algarismos ou di-
zima periddica representa um ntimero racional. A prova desta afirmagao nao
seré feita neste livro.

Existe uma representagao pratica para dizimas periddicas. Basta escrever

uma barra encima do periodo. Por exemplo,

1 —
g — 073333 - 0;3 9
% — 0,166666... = 0,16
199 -
=2 = 2,010101... = 1,01
99 ’ o
1 —_—
= = 0,142857142857... = 0, T42857

Com esta nova notacao, as dizimas peridédicas podem ser representadas
com um numero finito de algarismos. Entao os niimeros racionais, sejam
dizimas periédicas ou nao, podem ser representados com um nimero finito
de algarismos.

Os ntimeros irracionais podem ser representados como uma soma infinita
de fragoes. Entao eles podem ser representados como uma soma infinita de
fragoes com denominador miltiplo de 10,

V2= 1y b o 2 1
- 10 1 100 ' 1000 ' 10000 ' 100000
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V2 = 1,41421...

Os nimeros irracionais sao representados por infinitos de algarismos, mas
nao ha uma sequéncia que se repete infinitamente. Os nimeros irracionais

sao dizimas nao periddicas.

2.1.6 Reinterpretando o sinal negativo.

Geralmente o estudante do ensino médio interpreta o “sinal negativo"(—)
como indicacao de que o nimero é negativo. No caso dos ntimeros reais, um
ntmero precedido pelo sinal — é negativo. Caso o niimero nao seja precedido
pelo sinal —, ele é positivo. Mas para incognitas, o sinal — nao garante que
o numero seja negativo. Por exemplo, se * = —1 o nimero —x ¢é positivo
porque —x = 1.

O sinal negativo precisa ser reinterpretado. A reinterpretacao passa pelas
propriedades da soma de nimeros reais. A soma de dois numeros reais pode
ser zero. Em um par de nimeros em que isso acontece, cada ntmero é
classificado como inverso aditivo do outro. Por exemplo, se a + b = 0, entao
a é o inverso aditivo de b e b é o inverso aditivo de a.

Para cada numero real, ha um tnico inverso aditivo. A prova desta uni-
cidade é facil, mas serd omitida neste livro.

O sinal — na frente de um nimero indica o inverso aditivo do mesmo.
Assim o inverso aditivo de a é simbolizado por —a. O ntmero —1 pode
ser reinterpretado como o inverso aditivo de 1. Em outras palavras, —1 é o
namero que somado com 1 é zero: (—1) +1 = 0.

E interessante notar que o inverso aditivo de 0 é o préprio 0 (0 = —0).
Isto se deve ao fato de 0+0 = 0, ou seja, o nimero que somado com 0 resulta

em zero é o proprio 0.
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Se —a é o inverso aditivo de a entdo a é o inverso aditivo de —a. Se a é

o inverso aditivo de —a ele pode ser simbolizado por —(—a). Entao:

—(—a)+(-a) = 0=a+(-a) |, (2.14)
—(—a) = a . (2.15)

Outra forma de escrever o inverso aditivo de a é multiplicando-o por —1.
Para entender o porque, basta somar a com (—1)a e verificar se a soma ¢

zero,

a+(—la=(14(-1)a=0a=0=a+ (—a)

Entao,

(—l)a=—a (2.16)

Embora nao se possa garantir que a > 0 e nem que —a < 0, é possivel

concluir com certeza que:
esca>0=—-a<0
esca<0=—a>0
esca=0=—a=0

As identidades (2.15) e (2.16) produzem a famosa “regra de sinais"do ensino

médio,
(—a)b = (=1)ab= —ab (2.17)

a(—=b) = a(-1)b=(-1)ab= —ab (2.18)
(—a)(=b) = (=a)(-1)b=(-1)(—a)b=—(—a)b=ab . (2.19)
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2.1.7 Mobdulo de um ntimero real.

O termo distancia em Geometria é sempre usado para associar um nimero
real positivo a dois pontos. A distancia entre um ntmero qualquer e o nimero
0 é denominada modulo. O simbolo do médulo do nimero z é |z|.

No caso de um niimero positivo, o médulo do niimero é ele mesmo. Assim
|z| =z para z > 0. Por exemplo 2| = 3.

A distancia entre 0 e 0 é nula. Assim |0] = 0.

Representando um ntmero e seu elemento inverso na reta dos reais, o par

de niimeros aparece a mesma distancia do ntimero 0. Por exemplo, a distancia

entre —1 e 0 estd a mesma distancia de 0 do que 1. Assim | — 1| = |1] = 1.
Anal t § 0 estd exatament inho —2 e 2 1
nalogamente, o nimero 0 estd exatamente no caminho —3 e 3 , logo a
distancia entre —32 ¢ 0 ¢ a mesma do que entre 2 ¢ 0. Entao | — 3| = [$| = 2.
Em suma,
|z = | = | (2.20)

Quando o nimero é negativo, o modulo é o elemento inverso aditivo. Por
exemplo, | — 2| = 2 = —(—2). Em geral, o modulo ¢é definido como

Assim o médulo sempre serd positivo ou nulo: |z| > 0. A positividade
do médulo permite escrever todo niimero positivo x como |z| e os negativos

como —|z|. Embora nfo se possa afirmar que x é positivo e —z é negativo,

é certo que |z| é positivo e —|x| é negativo.

Apesar da simplicidade do modulo, ele possui propriedades nao triviais.
Uma delas é chamada de desigualdade triangular.

Se ambos os nimeros sao positivos ou se ambos sao negativos, a desigual-
dade acima torna-se a igualdade (|a+b| = |a|+]b]). Caso um dos numeros seja

0, a desigualdade também torna-se uma igualdade. Mas se um dos niimeros é
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positivo e outro negativo, o modulo da soma é | (Ja| — |b]) |. Caso um dos nu-
meros seja zero, entao as duas expressoes se igualam (|a|+1b| = | (|a| — [0]) |).
Provar esta relagao foge dos objetivos deste livro, mas os exemplos a seguir

deixam bem clara estas relagoes.

e Ambos positivos [3+ 2| =|5|=5=3+2=|3| + |2

Ambos negativos |(=3) + (=2)] = | =5 =5=3+2 = |3|+ 2| =
| =3[+]-2|

Um positivo e outro negativo |3 + (=2)| = |1| =1 = 3+ (-2) =
3] = [2[ = (3] = [2) |

e Umpositivo e outro negativo|(=3) + 2| = | -1 =1 = 3+ (-2) =
Bl =12l =1 =3[ = [2[ = (=3[ = [2])|
e Um positivo e outro negativo|3 + (—4)| = | —1] =1 = [(|3| — [4])| =

(18] = [ = 4]
e Um dos nimeros é zero [3+0| = |3| =3 =340 = |3|+|0| = | (|3| — [0]) |

A relagao (?77?) pode ser compactada na forma
A relagao acima podem ser reescritas em funcao de seu valor maximo,
|a| + [b],
|a+ 0] < a] + 0]
O modulo do produto é bem mais simples. Ele é igual o produto dos

modulos.

|abl = |al[b]

A prova da propriedade acima é simples, mas os exemplos abaixo sao

mais ilustrativos.
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o 23 =6|=6=2-3=2/|3|
o [(=2)-3]=|-6]=6=2-3=2[|3[=]-2[|3]
o [(=2)-(=3)[=16]=6=2-3=[2[|3]=]-2[| -3

e [2.0/=[0]=0=2-0=]2][0)

2.1.8 Distancia entre dois pontos da reta espacial

Até agora falou-se de distdncia sem nenhuma definicao prévia. A idéia in-
tuitiva de distancia é a associacao de um intervalo na reta com um ntimero
positivo. De acordo com os matematicos, a distancia é um conceito mais
geral. A distancia entre dois elementos de um conjunto a e b (designada por
d(a, b)) deve obedecer uma métrica. Métrica é o nome dado ao conjunto das

3 propriedades a seguir:

1. A distancia entre um elemento e ele mesmo ¢é zero (d(a,a) = 0) e a

distancia entre dois pontos distintos ¢ um ntmero positivo (d(a,b) > 0

se a #b).

2. A distancia entre dois elementos nao depende da ordem entre eles, ou
seja, a distancia de A até B é a mesma distancia de B até A (d(a,b) =

d(b, a)).

3. A soma das distancias entre dois elementos e um terceiro é maior ou
igual a distancia entre os dois elementos (d(a,b) < d(a,c)+d(b,c)). Na
linguagem popular, o caminho em linha reta de a até b é mais curto
do que aquele que passa por um ponto ¢ fora da reta. Esta relagao
é denominada “desigualdade triangular". Ha razoes geométricas para

esta denominagao que serao discutidas no proximo capitulo.
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Como cada ponto da reta real é associado a um nimero real, é possivel usar
estes nimeros para definir uma distancia entre ntimeros reais. A distancia

entre dois nimeros reais a e b é definida como
dap =la—b| . (2.21)

Por exemplo, a distancia entre « = 5e b =3 é 2, d(5,3) = |a — b| =
5=3]=2|=2.

O conceito de modulo da posigao é coerente com esta definigao de distan-
cia. Modulo foi definido como a distancia do ponto ao numero 0. De acordo
com a defini¢do (2.21), d(a,0) = |a — 0| = |al.

A distancia definida em (2.21) segue as 3 propriedades matematicas da
distancia. Em primeiro lugar, a distancia entre um nimero e ele mesmo ¢
zero, d(a,a) = |a—a| = |0] = 0. A distancia entre os pontos ndo depende da
ordem entre eles, d(a,b) = |a —b| = |b — a|] = d(b, a).

Por exemplo, se a =5 e b = 3, entao d(5,3) =2 = d(3,5).

Entre 3 ntimeros ntmeros a, b e ¢, hd uma relagao interessante.

onde [a,b] é o intervalo a < x < b. A unido dos conjuntos (intervalos) é
dada pelo simbolo U.

Assim, se o nmero ¢ esti entre a e b, a soma da distancia de a até ¢ mais
de c até b é a distancia de a até b (d(a,b) = d(a,c)+d(b,c)). Mas se ¢ nao esta
entre a e b, entao a distancia entre a e b € o modulo da diferenga das distancias
entre estes pontos e c. Por exemplo, se ¢c =4, a = 3 e b = 6, o ntimero c esta
entre a e b (a < ¢ <b). Assim, a distancia de a até b é a soma das distancias
entre a e c e entre c e b (d(a,c)+d(b,c) =142 =3 =d(a,b)). Invertendo as
posigoes entre c e b (¢ =6, a = 3 e b = 4), o namero ¢ fica fora do intervalo.
Assim a distancia entre a e b é o moédulo da diferenca das distancias entre

estes numeros e ¢ (|d(a,c) — d(b,c)| = |3 —=2| = 1| =1 = d(a,b)).
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Como a distancia do niimero ¢ aos nimeros a e b s6 pode seguir d(a,b) =
d(a,c) + d(b,c) ou d(a,b) = |d(a,c) — d(b,c)| < |d(a,c)+ d(b,c)| = d(a,c) +
d(b, c). Logo d(a,b) < d(a,c)+d(b,c), o que cumpre a desigualdade triangu-

lar.

2.1.9 Arredondamento

Usando a representacao decimal para niimeros racionais podem ser represen-
tados com um ndmero finito de algarismos e os irracionais, nao. Mas para
armazenar informacgoes sobre niimeros reais na forma decimal seria neces-
sério usar infinitos algarismos. Nao se dispoe de nenhuma tecnologia para
armazenar infinitas informacoes.

Uma situacao ilustrativa é o problema de representar todos os ntmeros
entre 0 e 1 (incluindo 0 e 1) com 21 informagoes disponiveis. Dividindo o in-
tervalo entre 0 e 1 em vinte partes iguais (a informagao do namero 1 é extra),
chegam-se aos pontos: 0, 0,05, 0,10, 0,15, 0,20, 0, 25, 0, 30, 0, 35, 0,40, 0,45,
0, 50,0, 55, 0,60, 0,65, 0,70, 0,75, 0,80, 0,85, 0,90, 0,95 e 1,00. Os ntimeros
entre 0 e 1 podem ter um destes 21 valores e ficarem representados de forma

¢ igual ao nimero 0,50. Mas os nimeros

exata. Por exemplo, a fracao %

entre 0 e 1 que nao sao exatamente um destes valores ficam em um intervalo
entre eles. Por exemplo, a fragao % = 0,5625 nao corresponde a nenhum
destes valores, mas ele esta no intervalo entre 0,55 e 0,60. Ja % = 0,3 esta
no intervalo entre 0,30 e 0,35. O nimero irracional \/g = 0,7071067811...
fica entre os niimeros 0,70 e 0, 75.

Na pratica a informacao armazenada nao é o par que limita o intervalo,
mas apenas uma Unica informacao. Neste caso é necessario usar a informa-

¢ao que mais se aproxima do nimero. Continuando com o exemplo anterior,
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a diferenca entre 1% = 0,5625 e 0,55 é de 0,5625 — 0,55 = 0,0125 . Ja

a diferenca entre 0,5625 e 0,60 é de 0,5625 — 0,60 = —0,0375. O mo-

dulo de —0,0375 ¢ 0,0375 > 0,0125, de modo que % estd mais préoximo de

0,55 do que de 0,60. Assim a fracao 1% fica representada como 0,55. Este

rocedimento é conhecido como “arredondamento". Analogamente, L é arre-
3

dondado para 0,35 porque esta mais préoximo deste valor do que de 0,3. Ja
\/g = 0,7071067811... pode ser arredondado para 0, 70.

A situagao de ambiguidade ocorre para nimeros que estao exatamente no
ponto médio entre duas informagoes. Continuando com o exemplo anterior,
0 numero i—g = 0,475 esta no ponto médio entre 0,45 e 0, 50 porque 0,475 —
0,45 =0,025¢ 0,475 — 0,50 = —0,025. Neste caso os dois arredondamentos
sao equivalentes: 0,45 ou 0,50. H& o costume de escolher o menor niimero.
Neste caso, % seria arredondado para 0, 45.

Geralmente, as informagoes armazenas sao miltiplos de 0,1, 0,01, 0,001,
etc. Para estes casos, no ensino médio sao ensinadas algumas ‘regras"de
arredondamento nestes casos. Neste livro estas regras serao omitidas para que
o estudante use o raciocinio logico. Por exemplo, dividindo o intervalo entre
0 e 1 de modo que as informagoes sejam multiplos de 0,001, as informacoes
ficam 0, 0,001, 0,002, 0,003, ..., 0,997, 0,998, 0,999 e 1,000. Ha 1001
informacgoes armazenadas. Os trés nimeros acima 1%, %, \/g e % junto com

195

oo ficam arredondados com outros valores. Eis os novos arredondamentos,

1

¢ 3

0,3 ~ 0, 333 porque % fica mais proximo de 0,333 do que 0, 334

. \/g =0,7071067811... ~ 0,707 porque \/g fica mais préximo de 0, 707
do que 0, 708

19 _

® 4%

0,475, o nimero nao precisou ser arredondado porque a informa-



2.2 Posicao de um corpo pontual em uma reta espacial 25

cao esta exata

° 1% = 0,5625 , pode ser arredondado para 0,562 ou para 0,563, mas se
o arredondamento for o do menor nimero entao 1% ~ 0,562
2.2 Posicao de um corpo pontual em uma reta
espacial

O problema tratado nesta secao € a localizagao de um corpo pontual em uma
reta.

O corpo pontual localizado em uma reta ocupara um tdnico ponto em
cada instante de tempo. Se cada ponto da reta é associado a um ntmero
real, com um tnico nimero o corpo pontual é localizado.

No entanto a localizagao apresenta um problema. A associacao entre
nimeros reais e pontos depende da associagao de dois pontos distintos com
os nameros 0 e 1. Se duas pessoas distintas associarem os ntameros 0 e 1 a
diferentes pares de pontos, a associacao dos niimeros reais com pontos muda

completamente. Este problema sera tratado nesta secao.

2.2.1 Unidades de comprimento.

Numeros sao abstracoes. Uma pessoa pode ter dois lapis, dois sapatos, dois
cachorros, mas o nimero dois em si mesmo nao esta em lugar algum.

Entre as medidas, além do nimero, é necessario informar a unidade. A
informacao “2 canetas"é completa, mas falar de 2 comprimentos nao faz sen-
tido. Se um segmento mede 2, ele mede 2 alguma coisa. A mesma exigéncia
de unidade pode ser extendida para tempo, massa, energia, etc.

(concepgao alternativa sobre volume).
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A necessidade de medir tamanhos de objetos é fundamental para a fabri-
cacao deles. Desde os tijolos de uma construcao arquitetonica até circuitos
microeletronicos dependem de padroes de medida para serem fabricados. Me-
dir distanicas também é fundamental para a contrucao de ferrovias, rodovias
e todo o planejamento de transporte individual e coletivo. A agricultura
depende de medidas de terreno. E da atividade agricola que vem o nome

“geometria", que em tradugao livre significa “medida da terra".

Tamanho, comprimento, altura, profundidade e distancia em geral cor-
respondem a distancia entre dois pontos. Para possibilitar o armazenamento
de informacao e comunicacao das mesmas, o ser humano criou unidades de

comprimento.

As primeiras unidades de comprimento surgiram com medidas do proprio
corpo humano. Por exemplo, o palmo é distancia entre as extremidades dos
dedos polegar e mindinho quando a mao esté esticada. A polegada, o pé e o
cubito também tem origem nas medidas do corpo humano. O inconveniente
deste tipo de unidade é que cada ser humano tem seu proprio tamanho de
mao, braco, pé, etc. Por exemplo, uma pessoa que tenha uma mao grande

terda a unidade palmo diferente daquela com mao pequena. Nao ha padrao.

A solucao adotada na Antiguidade foi usar as medidas relativas aos corpos
de seus governantes. Por exemplo, o palmo deixava de ser relativo & mao
individual e tornava-se um padrao correspondente a uma mao especifica.
Porém, quando o rei morria, o padrao ia embora junto. A solucao foi construir
barras de materiais nao vivos com os comprimentos destas unidades. A
informagao sobrevivia & morte daquele que a inspirava. Estas barras podiam
ser de madeira, metal ou pedra. Estas unidades ainda sao populares nos

paises de lingua inglesa.
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Em 1792, a Academia de Ciéncias da Franca rompeu a tradi¢ao de unida-
des de comprimento corporeas. A nova unidade estava baseada na distancia
entre o Polo Norte e o Equador através de qualquer meridiano da Terra. A
unidade nao era muito pratica porque a maioria das distancias medidas na
Terra eram menores (frequentemente muito menores) do que o novo padrao.
Eles usaram como unidade de medida a fragdo 1/10000000 distancia entre
o Polo Norte e o Equador através de qualquer meridiano da Terra. Esta
unidade foi chamada de metre porque em grego metron significa “medida".

Em portugués a unidade ficou “metro". O simbolo de metro é “m".

A mesma Academia de Ciéncias escolheu o metro como unidade de com-
primento do Sistema Internacional de Unidades. O metro foi reproduzido
em uma placa de platina iridiada que é guardada até hoje no Escritorio In-
ternacional de Pesos e Padroes em Paris. Apos um longo desenvolvimento,
o sistema de unidades francés deu origem ao Sistema Internacional (S.I.) de
Unidades em 1960. O Brasil e quase o mundo inteiro aceitam o Sistema
Internacional de Unidades. Apenas os Estados Unidos, Libéria e Mianmar

rejeitam o Sistema Internacional por razoes historicas e politicas.

Apesar da origem nao corpérea do metro, a escolha a fragao 1,/10000000
da circunferéncia terrestre conduziu a uma medida proxima ao tamanho
do corpo humano. Afinal, os franceses poderiam ter usado 1/20000000,
1/300000000 ou qualquer outra fragdo que estivesse na escala espacial co-
tidiana. Ao escolher 1/10000000 da distancia poélo-equador, os franceses che-
gavam perto de uma unidade de distancia retirada do corpo humano: a jarda
(em inglés yard, simbolizada por “yd"). No séc. XII, o rei da Inglaterra Hen-
rique I definiu a jarda como a distancia entre a ponta de seu nariz quando ele

olhava para um lado (por exemplo, o direito) e o polegar da mao do brago
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oposto extendido (se o lado é o direito, o brago é o esquerdo). A jarda é
muito préoxima do metro: 1m ~ 1,0936yd.

Nos paises de lingua inglesa, a polegada (em inglés “inch") é calculada
em metros como in = 0,0254m. Ja o pé (em ingles “foot") equivale a 12 pés
(1ft = 12in = 0,3048m).

Muitas unidades de medida que cairam em desuso ha séculos, mas per-
manece em textos antigos. Este é o caso do cdvado, definido como distancia
entre a ponta do dedo médio e o cotovelo. Alguns autores apontam que o
covado usado no Egito tinha cerca de 0,524m. Mas o covado hebraico e o

caldeu eram diferentes.

E curioso citar uma algumas unidades de medida que nio se baseiam no
corpo humano, mas em distancias percorridas pelo mesmo. Dois exemplos
sao a “milha"e a “légua". A milha é definida como a distancia percorrida &
pé em mil passos (de fato 2.000, ja que se considera no caso, do latim, mille
passus como sendo o movimento completo, das duas pernas). Nos paises de
lingua inglesa, a milha equivale a 1.609///1.580m. Ja a légua ¢ mais popular
em paises de lingua portuguesa. Ela é definida como distancia percorrida em
uma hora a pé. Ha varias defini¢oes de 1égua, mas todas elas giram em torno

de 5.000m.

A tabela abaixo traz algumas unidades de comprimento expressas em
metros. Para cada unidade hé a origem da mesma.

Vaddddddddddddddddddddddddsdas

No séc. XX as unidades sofreram uma nova revolucao. Os fisicos substi-
tuiram as unidades baseadas nas distancias entre dois pontos (sejam pontos
no corpo humano, na Terra ou no espago) por medidas que tivessem propri-

edades fisicas “interessantes". Por exemplo, a velocidade da luz apresenta
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algumas propriedades singulares (que serdo discutidas em outro volume do
livro). A disténcia percorrida pela luz em um ano define a unidade de com-
primento “anoluz". Um anoluz tem cerca de 9,4605284 * 10®m. Outra uni-
dade muito usada em Astronomia ¢ a Unidade Astronomica (simbolizada por
U.A.). Ela ¢ definida como a distancia média entre o Sol e a Terra, sendo
aproximadamente U.A. = 149.597.870.000m = 1,49.597.87 x 10''m. Ja o
parsec (também usado em Astronomia) tem propriedades um pouco mais
complexas. O simbolo de parsec é pc e pc = 3, 08568025 * 10%m equivalendo
a cerca de 3,2 anos-luz.

O proéprio metro foi redefinido no séc. XX. Atualmente o metro é defi-

s =~ 3,33564095198 *

nido como a distancia percorrida pela luz em m
107%s. Esta defini¢do foi feita de modo que a velocidade da luz ficasse
299.792.458m/s. Isso resolveu dois problemas. Em primeiro lugar, a Terra
sofre variagoes de comprimento, alterando a fragao 1/10000000 da distancia
polo-equador. Ainda que esta variagdo na fragao 1/10000000 da distancia
polo-equador sejam desprezivel, a unidade metro deve ser imutavel por defi-
nicao. Além disso, a barra iridiada que tem a informagao do “metro"apresenta
variagoes de comprimento (também despreziveis). Ao ser aquecida, a barra

se expande. Ainda que a uma taxa lentissima, a barra também troca dtomos

com o ambiente através de reacoes quimicas.

2.2.2 Miiltiplos e submiiltiplos de unidades de medida

Apesar do metro ser a medida padrao de distancia, muitos problemas envol-
vem escalas muito diferentes. Distancias percorridas por pessoas nas cidades
chegam a milhares de metros. J& as distancias entre células chegam a mi-

lhonésimos de metros. Os miltiplos e submiiltiplos do metro sao indicados
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por prefixos gregos ou latinos. Por exemplo, o prefixo “centi"significa “um
centésimo'e é simblozado pela letra “c". Assim o centimetro é um centé-
simo de um metro e é representado como cm (lem = 107?m). Segue abaixo
uma tabela com os prefixos usados para se obter multiplos e submultiplos de

qualquer unidade:

’ Prefixo \ Fator multiplicativo \ Simbolo ‘

deca 10 da
deci 107! d
hecto 10? h
centi 10~2 c
quilo 103 k
mili 1073 m
mega 10° M
micro 10°° .
giga 10° G
nano 107 n
tera 102 T
pico 10712 p
peta 10 P
femto 10715 f
exa 108 E
atto 10-18 a
zetta 10%! Z
zepto 1072 zZ
yotta 10% Y
yocto 10~ y

A tabela acima pode ser usada nao apenas com o metro, mas com qual-
quer outra unidade de medida. Por exemplo, o kilograma (kg) possui o pre-
fixo “quilo" (k). Assim, um quilograma equivale a 10* gramas (kg = 103g).
Analogamente, um milissegundo (ms) possui o prefixo “mili"(m). Entao um

milissegundo ¢ um milésimo de um segundo (ms = 1073s).

Muitos multiplos e submiiltiplos de unidades sao tao usados que recebem
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nomes especiais. No caso de medidas de espago, um décimo de nanometro
(1071107 %mn = 107 %m) recebe o nome de Angstrom, simbolizado por A. O
Angstrom é muito usado em escala atomica. Em escala nuclear o fentometro é
muito usado (fm = 107'*m), recebendo outro nome: fermi. Por coincidéncia,
o fermi (homenagem ao fisico nuclear Enrico Fermi) também comega com a

letra “f"e é simbolizado por f.

2.2.3 Reta espacial.

A reta dos reais apresenta niimeros puros. Nao existe especificacao da gran-
deza e nem da unidade. Basta posicionar os ntiimeros 0 e 1 em dois pontos
distintos da reta (com o ntimero 1 a direita do 0) que cada um dos infinitos
pontos da reta ficam associados a um tnico ntimero real. Mas para construir
a reta espacial é fundamental especificar algum tipo de unidade.

Assim como foi feito com a reta dos reais, a reta espacial sera horizontal.
Posteriormente a reta espacial sera generalizada para vertical, frontal, etc.

Para “transformar"a reta dos reais em uma reta espacial comega-se esco-
lhendo um ponto da reta espacial como origem do espago, ou simplesmente
“origem". Este ponto sera designado pela letra O de origem. O papel da
origem na reta espacial é similar ao namero 0.

Além da origem, escolhe-se uma unidade de distancia, um padrao, uma
norma. Por exemplo, o “metro"usado no Brasil e em grande parte do mundo
corresponde a um comprimento especifico. Ao informar que o comprimento
de algo é “um metro", alude-se a um comprimento tnico. Ja o centimetro, o
milimetro e o quilometro correspondem a outras unidades de distancia.

Para comecar localizando pontos na reta, a unidade de distancia usada

serd o centimetro, simbolizado por cm. Caso o leitor nao disponha de uma
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régua com escala em centimetros, basta ver a figura abaixo. O ponto que fica
a direita da origem do sistema a uma distancia de um cm seré associado ao
simbolo 1em. Na linguagem da Fisica, este ponto é a posigao lem a partir
da origem O. Assim como a origem do sistema é analogo ao nimero 0, a
posi¢cao lem é analoga ao numero 1. Mas hé uma diferenca profunda entre
o nimero 1 e a posicao lem. Enquanto o ntimero 1 pode ser associado a
qualquer ponto a direita do 0, a posicao 1lem corresponde a um tnico ponto

a direita de O: aquele que esta a uma distancia 1lem de O.
(Acrescentar figura).

Para associar outras posicoes a pontos da reta espacial diferentes de 0
e lem, o procedimento é analogo ao que foi feito com os ntmeros reais. A
posicao 2cm corresponde ao ponto que fica a uma distancia de um c¢m da
posigao lem e estd a direita de 1em (nao se deve confundir a posi¢do com a
distancia). O ponto a direita de 2cm a uma distancia lem deste é a posigao
3cm. O processo pode ser repetido para encontrar as posicoes 4em, bem,
6¢cm, ete. A posicao —1lem corresponde ao ponto que esté a uma distancia de
um cm de O, mas esté a esquerda da origem. De forma anéloga, encontram-
se & esquerda de —lecm as posicoes —2cm, —3cm, —4cem, etc. A posicao
%cm é aquela que fica a uma distancia de metade de um cm a direita da
origem. Com o mesmo procedimento associa-se uma posi¢ao a cada ponto
da reta. Cada posi¢ao corresponde a um niimero real seguido da unidade cm.

A origem estd uma distancia zero dela mesma, assim ela pode ser designada

por Ocm.

No lugar da unidade c¢m usada neste texto, poderia ser usada qualquer
outra unidade. Por exemplo, unidade pode ser decimetro, simbolizada por

dm. A distancia dm corresponde a 10 segmentos alinhados com um c¢m cada.



2.2 Posicao de um corpo pontual em uma reta espacial 33

As posigoes da reta podem ser reescritas através da unidade dm. O ponto a
direita de O que esta & uma distancia dm é a posicao 1dm. De forma analoga
ao que foi feito para cm, sao encontradas as posi¢oes na reta das posi¢goes em

unidade dm.

Sobrepondo as unidades c¢cm e dm, observa-se que cada ponto da reta
espacial fica aparentemente associado a duas posigoes distintas. Por exemplo,
o ponto que fica a uma distancia de 10cm a direita da origem O corresponde
as posicoes 1dm e 10cm. Assim 10cm = 1dm. Seja qual for o ponto da reta
espacial, a posicao em termos de c¢m sera o dez vezes a posicao em unidade

de dm. Por exemplo, %dm = Hem.

O mesmo pode ser extendido a qualquer outra unidade u da forma u =
ncem. Qualquer posicao da reta espacial pode ser escrita em termos de qual-
quer unidade u = nem. Por exemplo, a unidade dm equivale a dm = 10cm
(n = 10).

Reescrever uma posicao que esta expressa em unidades em termos de
outra é denominado “conversao de unidade". Se u e w sao unidades quaisquer,

w

a conversao de unidade pode ser expressa abaixo como w =nu = u = .

Por exemplo, a posicao 3dm pode ser reescrita em termos da unidade
metro m = 10dm, 3dm = 3{; = 0,3m. Como ja foi descrito, a origem pode
ser designada como posi¢ao Ocm. Reescrevendo-se a origem em uma unidade
qualquer v = ncm chega-se a Ocm = 07 = %u = Ou.

Entao, em qualquer unidade u a origem fica designada com o nimero real
0 (0cm = O0u = 0dm = O0m = ...). Os fisicos costumam omitir a unidade
em que esta escrita a origem e designar a posicao simplesmente como 0. No

entanto, nao se deve confundir o nimero real 0 da reta dos reais com a posigao

0 da reta espacial.
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Em dltimo lugar, é importante definir o moédulo de uma posicao. Para
ntmeros reais, o médulo de um ntimero foi definido como a distancia entre
este e 0 “zero". No caso da reta espacial, o modulo seré a distancia da posicao
até a origem. Para uma posicao xu, onde v é uma unidade de comprimento

qualquer e x é um namero real, o modulo fica definido como:

onde a unidade espacial u poderia ser substituida por qualquer outra
unidade. Por exemplo, [2em| = 2em , | — 3dm| = 3dm, |0,5m| = 0,5m,

|0cm| = 0cm = 0, etc.

A reta espacial poderia ser construida de forma que a posicao lem ficasse
a esquerda da origem. Neste caso, as posicoes positivas ficariam a esquerda e
as negativas, a direita. . como se a reta espacial contruida logo acima fosse

invertida ou sofresse uma rotacdo de 180°.

A reta espacial nao precisa ser horizontal. Tomando uma reta vertical,
adotando o centimetro e atribuindo um ponto O & origem, a posi¢ao lem
pode ser colocada acima ou abaixo. Caso a posi¢ao 1lem seja colocada acima,
as posicoes positivas ficarao acima e as negativas, abaixo. Analogamente,
em uma reta frontal qualquer a posi¢ao lem pode ser colocada a frente ou
atrés da origem. No primeiro caso as posig¢oes positivas estarao a frente e no

segundo caso, atras.

H4 uma convencao que para retas horizontais, as posicoes positivas ficam
a direita. Ja para retas verticais, a convencao atribui as posi¢oes positivas
acima da origem. Enfim, para retas frontais, as posigdes positivas ficam a
frente. Esta convengao s6 nao é usada em problemas bastantes especificos.
O posicionamento de pontos em linhas nao retilineas serd comentado no final

da secao.
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2.2.4 Relagao entre origem e posigao.

A localizacao de um ponto na reta espacial é escrita a partir da origem. Se a
origem muda de lugar, todas as posicoes ficam reescritas. Para ilustrar esta
situagao, em uma reta espacial sdo nomeados 3 pontos distintos: A, B e C.
A distancia entre A e B é um c¢m e B esta a direita de A. Analogamente, a

distancia entre C' e B é um cm e C esta a direita de B.

Se a origem for identificada com o ponto A, os pontos B e C ficam,
respectivamente, com as posi¢oes lem e 2cm. Mas se a origem for identificada
com o ponto B, os pontos A e C' correspondem as posi¢oes —lem e lem.
Enfim, se a origem esté no ponto C, as posicoes de A e B sao respectivamente

—2cm e —lem. A tabela abaixo resume estas infirmagoes.

’ Pontos ‘ Origem em A ‘ Origem em B ‘ Origem em C ‘

A s4=0 sqa=—1lem s4 = —2cm
B sp = lem sp=0 sgp = —1lem
C sc = 2cm sc = lem sc=0

Assim, a posicao do ponto depende da origem, enquanto o “lugar"que o
ponto ocupa é independente daquela. Por exemplo, o0 mesmo ponto A pode
ter posicoes 0, lem ou 2c¢m. Para distinguir o ponto em si mesmo de sua

posicao usa-se letra s4. No caso acima, sy = 0 ou sy = lu ou s4 = 2u.

H& uma relacao que permite saber a posicao de um ponto em relagao a
uma origem a partir de outra. Consideram-se duas origens designados por
O e O71. Colocando a origem em O, a posicao de Q77 é dada por sp-,.
Naturalmente, a posicao da origem O em relagao a origem O é sp = 0.
Um ponto A tem posigdo s4 em relacdo a O e &4 em relagdo a O/ que
chamamos referencial linha. Através do desenho abaixo, é possivel calcular
a relagdo entre s4 e s’y s4 = 54 + S0~

(colocar desenho).
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Assim, para saber a posicao linha a partir da primeira origem, isola-se

/
Sas

sy =54— 50 . (2.22)
E importante notar que esta relacio é valida tanto para O/ a direita de

O como a esquerda.
Retomando o exemplo anterior, se a origem estiver em A (O = A), as
posicoes em relagao a esta origem sao sy = 0, sg = lem e s¢ = 2em. Se a

origem estiver em B (0" = B e sp"1 = lu), a relagao (2.22) indica que

o sy =54— 80, =0—1cm =0cm — lem = —1lem
o sy =55 —soy=1lem—1lem=0m =0
® s = Sc— Soy =2cm— lem = lem

Os itens acima concordam com a tabela (2.2.4).

Também é possivel considerar primeiramente a origem em B e depois em
A. Em outras palavras, O = B e O' = A. Se a origem estiver em B, a
posi¢ao de O°/ (ponto A) é s4 = —lem. Aplicando a relagao 2.22 e tomando
os dados da tabela 2.2.4 para a origem em B, chega-se as coordenadas dos

pontos A, B e C' na origem O"/,
o s\ =54— S0 =—1lem — (—1lem) = 0cm = 0,
o s =5 —50,=0—(—lem) = 0u+ lem = lem,
e s, =S¢ — Soy = lem — (—1lem) = 2em.

Os resultados acima concordam com a tabela (2.2.4) para a origem em A.
O leitor pode conferir como, a partir dos refenciais com origem em A ou

em B, chega-se as posicoes dos pontos tomando a origem em C'.
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A situacao fica mais complicada quando a origem for movel, ou seja,
quando o ponto escolhido para a origem nao for fixo. Esta situacao seré

abordada posteriormente.

2.2.5 Distancia entre dois pontos da reta espacial

A distancia entre dois pontos de uma reta espacial é a associacao de um
intervalo na reta com um ntmero positivo. Inspirado na definigao (2.21), a

distancia entre dois pontos A e B da reta espacial é calculada como
d(sa,sp) =|sa—sp| . (2.23)

Como esta definigao é andloga a (2.21), esta distancia segue as 3 pro-
priedades definidas pela métrica, d(sa,sa) = 0, d(sa,sp) = d(sp,sa) €
d(sa,sp) < d(sa,sc)+d(sc, sp)-

Por exemplo, a distancia entre um ponto A localizado em 5¢m e outro
ponto B localizado em 3cm é 2em, d(sa,sg) = |sa — sp| = [5em — 3em| =
|2em| = 2em.

E importante notar a diferenca entre a distancia entre ntimeros reais e
entre pontos da reta espacial. No primeiro caso, a distancia é adimensional,
no segundo, ela tem dimensao espacial.

O conceito de moédulo da posicao é coerente com esta definicao de distan-
cia. Modulo da posicao foi definido como a distancia do ponto & origem. De
acordo com a defini¢ao (2.23) e levando em conta que a posigao da origem é
so =0, d(sa,s0) = [sa — so| = |sa — 0| = |sal.

A distancia entre dois pontos definida em (2.23) independe do referencial.
Em outras palavras, substuindo as posi¢oes sa e sp por &4 e sz , a distancia

nao se altera. Para provar esta afirmacao basta substrair e somar sp-,, usando
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depois a relagao 2.22,

d(sa,sp) = |sa— sl =154 — 50— s+ so
d(sa,sB) = |[(sa—so0v) = (sp—s0)|
d(sa;58) = sy — gl

d(sa,sp) = d(s}y, sp)

Para ilustrar esta independéncia, basta pegar os mesmos A e B com

coordenadas s4 = bem e sp = 3em (d(sa,sp) = 2cm). Se a nova origem

estiver no ponto sp~, = 4em, a relagao (2.22) faz com que s4 = s4 — sp~ =
S5em—4em = lem e sg = sg— S~ = 3cm—4em = —1em. A distancia entre
os pontos neste novo referencial é d(s'y, s5) = |4y — 5| = |[lem — (—1em)| =

|2em| = 2em.

A independéncia da origem motiva uma notacao ligada aos pontos A e B,
nao as posicoes s4 e sg. Assim a distancia entre dois pontos fica redefnida

como dap = d(sa,sp) = d(s'y, sg)-

No caso de apenas dois pontos, é interessante medir a distancia entre eles
colocando a origem em um dos pontos. Isso porque se a origem estiver em
um dos pontos, a distancia entre o ponto e a origem sera o proprio modulo
do outro ponto. Usando estes mesmos pontos como exemplo (s4 = bem
e sg = 3cm), se a origem for colocada em sp~, = Hem, entdao a relagdo
2.22 fornece sy = 5ecm — bem = Ocm = 0 e s = 3em — bem = —2em.
A origem foi colocada em A e a distancia ficou o modulo da posicao B:

dap = |5y — s5| = |0 — 2em| = |2em| = |5
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2.2.6 Deslocamentos entre duas posicoes.

Quando um corpo pontual desloca-se em uma reta da posicdo A para a
posigdo B, o deslocamento é dado pela variagao das posigoes final (B) e
inicial (A),

ASap = Sgp — Sa . (2.24)

Por exemplo, o deslocamento da posicao s4 = bem para sg = Tem é Asap =
Tcm — 5em = 2em. Ja o deslocamento de sg = Tem para s¢ = —3cm €
Aspc = —10cm.

O deslocamento nao depende da origem do espago. Mudando a origem

de O para O°/ chega-se ao resultado

/ / /
Asyp = Sp—8sy4= (SB — Sov) — (54 — Sov) ,
/
Asyp = sp— S0 —54+501=353—54 ,
Asyg = Asap

Por exemplo, usando as mesmas posicoes sy = bem e sg = Tem e colo-
cando a origem no ponto A (O’ = A) entéo s’y = s4 — so~ = 5em —5em =0
e sy =sp— S0~ = Tem — bem = 2em. Assim Asyp = 85 — 84y =2em — 0 =
2cm = Asap.

Se sg > s, o deslocamento é positivo. Ja se s4 > sg, o deslocamento é

negativo. Enfim, se s4 = sp, 0 deslocamento é nulo.
e Asyp>0se sg> sy
e Asyp <0sesg < sy

® ASAAZO
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Por exemplo, usando s, = 5cm e sg = Tem, entao sg > s4 € Asag = 2cm >
0. Ja usando sgp = Tem e s¢ = —3cm, entao sg < s¢ € Asge = —10ecm < 0.
Enfim, se o deslocamento é de A para A, entao Asaa = sS4 — S4 = bem —
5em = 0.

Na reta das posicoes, se o deslocamento é positivo, o corpo moveu-se
da esquerda para a direita e a posicao aumentou. Ja se o deslocamento é
negativo, o movimento ocorreu para a esquerda e a posi¢ao diminuiu.

O deslocamento entre duas posi¢oes é anticomutativo. Em outras pala-
vras, trocando a posicao inicial pela final e vice-versa, troca-se o sinal do

deslocamento,
Asap =S — 5S4 = —(s4—$p) = —Aspa

Usando ainda o exemplo das posi¢oes sy = bem e sg = Tem, Asga =
sS4 — S =5bcm —Tem = —2cm e Asap = 2em = —(—2cm) = —Aspa.

Caso sejam feitos dois deslocamentos sucessivos, o deslocamento final sera
a soma dos dois deslocamentos. Em outras palavras, um deslocamento de
A para B seguido de outro deslocamento de B para C' equivale a um tnico

deslocamento de A para C,

Asap+ Asge = (sp—sa)+ (sc—sB)
Asap+ Aspc = Sp—5sa+Sc—5Sp=5c—54 ,
ASAB + ASBC = ASAC . (225)

Por exemplo, para as mesmas posicoes s4 = bcm, sg = Tem e Sg =
—3cm, os deslocamentos entre os 3 pontos ficam: Asap = 2cm, Asge =
—10cm e Asac = S¢ — S4 = —3cm — bem = —8em. A soma dos desloca-
mentos sucessivos de A para B e de B para C' é igual ao deslocamento de A

para C:Asap + Aspc = 2cm + (—10cm) = —8cm = Asac.
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2.2.7 Precisao dos instrumentos de medida de posigao
e erro experimental. O exemplo da régua e o pro-
blema do corpo pontual.

Ha véarios tipos de instrumentos de medida de distancia. Para ilustrar a
medida e o erro correspondente, sera descrito a medicao da posicao em uma

reta espacial através de uma régua.

As réguas tradicionais do Brasil sao formadas por barras de plastico com
pouco mais de 15cm. Nesta barra esta representada parte de uma reta espa-
cial onde a unidade escolhida é o centimetro. O segmento de reta limita-se ao
intervalo entre as posicoes 0 e 15¢m. Ha ntimeros marcando as posigoes onde
um numero inteiro é seguido de lem: 0, lem, 2em, 3cm,...,14cm e 1bem.
Cada intervalo de um centimetro esta dividido em 10 graduagoes iguais. As-
sim, as distancias estas duas graduacoes é de 0, lem = 10711072m = 10~*m.
Na tabela de prefixos e fatores (2.2.2), o fator mm = 107%m ¢ associado
ao prefixo “mili"(simbolo m). Assim a medida 107>m pode ser represen-
tada por mm e é chamada de milimetro. Entao 0,1lecm = 1Imm. Como
15em = 150mm, ao todo ha 150 graduagoes partindo do 0. Caso seja in-
cluida a posicao 15c¢m, ha 151 graduagoes. Em resumo, qualquer posicao
entre 0 e 15cm sera identificada com uma das 151 informacoes da régua.

Um fisico hipotético quer medir a posigao de um corpo esférico com dia-
metro menor do que 1mm em uma reta espacial entre as posicoes 0 e 15cm.
Esta medida seréd anotada em um pedago de papel. Em uma linguagem, a
informacao sera armazenada no pedaco de papel.

O fisico trataré este corpo como um ponto material, ou seja, o corpo sera
considerado pontual. Para medir a posi¢ao do corpo pontual, o fisico deve

sobrepor a régua a esta reta, colocando o nimero 0 da régua na origem da
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reta. O nimero que indicado na régua que estiver sob o ponto sera a posigao

do corpo pontual na reta.

Ha uma problema nesta medida: o fisico esta atrubuindo uma tnica po-
sicao para um corpo que ocupa infinitos pontos no espago. A solucao é
considerar que a posicao do corpo pontual é o centro deste corpo. O centro
serd um tnico ponto, mas surge um novo problema. Visualmente, nao é pos-
sivel localizar o centro do corpo. Um dos pontos do corpo sera tomado como
centro, o que introduz um erro. O erro pode ser considerado pequeno, mas

ele existe.

Por exemplo, se o corpo aparece sobre a marcacao de 5em, o fisico po-
dera atribuir ao ponto a posicao de S5em. Se o corpo esta sobre a terceira
graduacao apos 6cm, o ponto tera a posicao 6,3cm. A situagao se complica
quando um ponto nao esta sobre em uma das 151 informagoes da régua. Por
exemplo, se centro do corpo estda exatamente na posicao 8,627cm, o fisico
verificara apenas que o ponto esta entre as posicoes 8, 6¢m e 8, 7Tem. A régua
mostra que o corpo esta no intervalo entre 8, 6cm e 8, 7cm, mas nao indica
em qual das infinitas posicoes entre estes dois pontos se encontra o corpo.
Caso o fisico precise anotar a medida, ele tera que escolher 8, 6¢m ou 8, 7Tem.
Ele poderda achar que o ponto estd mais proximo de 8,6c¢m e anotar esta
posicao. Ao contrario, o fisico pode achar que o ponto estd mais proximo
de 8,7cm e anotar esta outra posicao. Se o fisico achar que o ponto estéa
bem no meio, ele erra ao anotar 8, 65¢m como indicagao da régua. A régua
nao permite dizer que o ponto estd bem no meio. A opinido do fisico deve
ser substituida pela informagao do instrumento. Este é um dos principios
basilares da Fisica e de todas as ciencias experimentais. A leitura de um

instrumento de medida contem erros, mas ainda assim ela é mais confiavel
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do que uma opiniao humana, um palpite. Através da régua, o fisico jamais

descobrira que o centro do ponto esté na posicao 8,627cm.

E muito importante que o fisico anote ndo apenas a medida, mas tam-
bém a precisao do instrumento. No caso da régua tradicional, cada posicao
estara entre dois pontos com distancia de 1mm entre eles. Assim a precisao
do instrumento é de 1mm. Por exemplo, um corpo que esteja na posicao
8,627cm serd anotado ou como 8, 6¢m ou como 8, 7cm, ou seja, em um in-
tervalo de 0, 1lem = 1mm. Se a posicao for anotada como 8, 6cm, o erro teré
sido de 0,027c¢m = 0,27mm. Ja se a posicao anotada foi 8, 7em, o erro foi
de —0,073cm = —0, 73mm. O erro nao podera exceder 1mm porque a régua

nao indicara que o corpo esta fora deste intervalo.

A anotacao da posi¢ao nao precisa vir escrita exatamente como a posi¢ao
seguida da precisao. Por exemplo, o fisico nao precisara escrever “s = 8, 6cm
com precisao de Imm". Na linguagem da fisica, a precisao ¢ incluida através
da informacao méxima extraida da régua, nem mais informacao e nem menos.
Por exemplo, mateméticamente, 8,6 = 8,60 = 8,600 = ..., mas a régua so
indica que s = 8,6¢cm. Ao escrever s = 8,60cm, o fisico estaria subendendo
que a precisao da régua chega a 0,0lecm. Assim o ultimo algarismo indica
qual a precisao do intrumento. Por exemplo, se o corpo pontual foi localizado
na posicao bem, o fisico nao poderé escrever simplesmente 5em. Ha nove
gradacoes entre bem e 6cm e a localizagao do ponto esta indicada em Hem
sem nenhuma outra gradagao. Entao a posigao do ponto ¢é 5, 0cm indicando
que a régua permite afirmar que o ponto nao esta nas posigoes 5, lem e nem

em 4,9cm.

Por mais que se aumente a precisao da régua, nao se pode afirmar jamais

a posicao exata de um corpo na reta. Para ilustrar a afirmacao, o fisico
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hipotético mediu a posigao de um corpo como 5, 2cm. Apos usar uma régua
com precisao de 0,01cm, a nova medida foi 5, 21cm. Aumentando a precisao
para 0,001cm a posicao ficou 5,210c¢m. Com um novo aumento de precisao,
o fisico mediu 5,2100cm. O fisico fica tentado a achar que o corpo esté
extamente na posicao 5,21cm. Mas nada impede que para uma precisao de
0,0001cm o fisico encontre uma posicao de 5,21001cm ou mesmo 5, 20999¢m.
E mesmo que o fisico encontre 5,21000cm ele nada pode afirmar sobre os
algarismos posteriores.

Este exemplo da régua fornece dois principios que podem ser generalizados

para qualuger instrumento de medida:

e todo instrumento tem uma precisao limitada, portanto, toda medida

tem um erro em relacao ao sistema medido.

e a leitura de um instrumento de medida inclui a medida em si e a pre-

cisao do instrumento através do tltimo algarismo anotado.

E necessério fazer algumas observacoes em relacdo ao erro. Em primeiro
lugar, o erro sempre depende da escala do problema. Por exemplo, em Fisica
Atomica, um erro de 1mm é inaceitavel. Um atomo tem um didmetro da
escala de Angstrons A = 107%m. Se um elétron desloca-se em lmm sua
energia variou muito e ele pode ter migrado de um &tomo para outro. Mais
precisamente, o elétron pode ter saltado por milhoes de atomos. Ja um erro
de 1mm para localizar uma casa em um mapa nao faz sentido. Uma casa
por ter desde alguns metros de largura. Se uma pessoa estacionou o carro a
Imm a frente do que o GPS indicou, certamente ela nao perdeu a casa de
vista.

Outra observagao importante é que a precisao nao é necessariamente um
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miltiplo de 0,1, 0,01, 0,001, etc. Por exemplo, uma régua pode ter precisao
de 0,5mm = 0,05c¢m. Neste caso, um corpo pontual jamais teria posicao

medida em 8,62cm. A posicao seria 8,60cm ou 8, 65¢m.

2.2.8 Posicionamento em linhas nao retilineas.

O movimento de qualquer corpo pode ser descrito em uma “linha". Esta linha
pode ser retilinea ou nao. Uma linha retilinea é parte de uma reta espacial.
Seguindo os procedimentos descritos anterioremente, cada ponto desta linha
retilinea fica associado a uma posi¢ao. Mas ha situagoes onde a linha nao é
retilinea. Por exemplo, a trajetéria de uma bola de futebol no espaco pode
ser descrita quase como uma parabola. O movimento de um carro em uma
estrada s6 pode ser retilineo se a propria estrada for retilinea. Como associar
posicoes a linhas nao retilineas?

Em primeiro lugar, sera considerado o caso das linhas abertas. Por exem-
plo, uma pardbora e uma estrada sao linhas abertas. Assim como em uma
reta, um dos pontos da linha é associado a origem @. Um dos lados da linha
¢ escolhido como sentido positivo. Para fins praticos, o sentido positivo seré
escolhido como o lado da linha imediatamente a direita. Adotando-se o cen-
timetro como unidade de medida, “caminhando"pela linha, o ponto atingido
ap6s um caminho de comprimento de 1em é a posi¢ao 1em. De modo anélogo
ao que foi feito na reta espacial, todos os outros pontos ficam associados a
posigoes. Se a linha tem comprimento menor do que 1 centimetro, a unidade
de distancia deve ser substituida por outra unidade menor.

Nas estradas do Brasil, as posi¢oes sao anotadas em placas e a unidade
“quilémetro"precede o nimero. A origem da estrada nao é representada por

0 ou por 0km, mas por km — 0. (lé-se “quilometro zero"). Analogamente, a
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posigdo s = 1km é descrita na placa como km — 1 (1é-se “quilometro um").
E assim sucessivamente. O “quilometro zero"fica em um dos extremos da
estrada, de forma que nao é necessario anotar “posicoes negativas". Caso a
estrada seja extendida para “aquém"do “quilometro zero", os projetores das
estradas nao usam posi¢oes negativas. Ao invés disso, eles mudam o nome

da estrada e contam as posigoes a partir de uma outra origem.

Surge um problema geométrico. A distancia entre dois pontos sera o com-
primento da linha reta que une estes dois pontos ou corresponderé a férmula
(2.23)? Apenas no caso da linha retilinea, o comprimento da linha reta que
une estes dois pontos e a formula (2.23) coincidem. Em linguagem matemé-
tica, ha “duas métricas", duas formas distintas de se calcular a distancia. A
métrica adotada dependeré do problema. Por exemplo, o gasto de combusti-
vel de um veiculo dependera do comprimento percorrido no caminho. Neste
caso, a relacdo do gasto de combustivel estaréa relacionado a formula (2.23).
Para ilustrar o que se esté dizendo, se a distancia em linha reta entre duas
cidades é 50km e o comprimento da estrada, 70km, o gasto de combustivel
é relativo a 70km. No caso de um explosao de um caminhao de combusti-
vel em um ponto da estrada, a distancia dos pontos atingidos pela onda de
pressao, calor e os estilhagos dependerao da distancia em linha reta. A onda

de pressao se propagara esfericamente, nao seguindo a estrada.

Além da ambiguidade de métricas, hd um problema fisico. No proximo
capitulo ficara claro que a descricao de movimentos nao-retilineos envolve

algo chamado de “aceleracao centripeta".

O caso de linhas fechadas ou que cruzam a si mesmas é mais complicado.
O caso de linha fechada mais simples é a circunferéncia. Supdem-se que a

cicunferéncia apresenta-se & frente e tenha um diamétro de vérias centime-
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tros. Qualquer ponto pode ser escolhido como a origem, mas por conven¢ao
adota-se o ponto da extrema direita. Como nao héa pontos a esquerda, adota-
se o sentido positivo como o anti-horario. Caminhando no sentido positivo
e fazendo uma volta completa, reencontra-se a origem. Surge uma ambigui-
dade: a origem ficara associada a duas posigoes distintas? Caso se procure
por posi¢ao negativas (por exemplo, a posigdo —lem), partindo da origem
no sentido horério, serao reencontradas as mesmas posicoes positivas achadas
anteriormente. A solugao deste problema nao sera feita no presente capitulo.

O problema da métrica na curva fechada é um pouco mais complicado.
Usando ainda o exemplo da circunferéncia, a métrica pode nem sequer exis-
tir. Por exemplo, se forem atribuidas duas posi¢des a um tnico ponto (por
exemplo, duas posigdes & origem) a formula( 2.23) indica que a distancia
entre um ponto e ele mesmo podera ser diferente de zero. Neste caso, os ma-
tematicos falam que nao pode ser definida uma distancia. Nao ha métrica.
Evitando associar duas posi¢oes ao mesmo ponto, ainda h& ambiguidade de
métrica. A distancia entre dois pontos distintos pode ser o comprimento do
segmento de reta que liga os pontos, o comprimento do arco que une os dois
pontos no sentido anti-horario (formula (2.23)) ou ainda o comprimento do
arco que une os pontos no sentido horario. E o problema que determinaré

qual das trés métricas seré usada.

2.3 A flexa do tempo.

O tempo e o espago sao as duas estruturas onde e quando tudo ocorre. Na re-
latividade espaco e tempo afetam-se mutuamente, formando o espago-tempo.
Mas na Mecéanica Classica, espago e tempo permanecem separados.

Os corpos fisicos ocupam o espaco. E possivel “desenhar"o espaco e
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descreve-lo através da geometria. Ja o tempo nao pode ser desenhado. O
recurso que se usa ¢ representar o tempo em uma reta, analogamente ao que
foi feito com a reta espacial. Deste ponto de vista, o tempo tem uma tnica
dimensao.

O espaco tem 3 dimensoes, mas neste capitulo serd analisada apenas a
localizagao em uma reta, que tem uma dimensao. Assim, se o movimento é

retilineo, o espago e o tempo tem ambos uma tnica dimensao.

2.3.1 Unidades de tempo e os calendarios.

As primeiras unidades de tempo surgiram quando o homem observou o céu
de maneira sisteméatica. O tempo que os astros percorriam no céu foram as
primeiras unidades de tempo. Ao contrario do que aconteceu com as unidades
de medida, o homem nao tomou seus ciclos corporeos como medida do tempo.

Todos as pessoas que vivem na superficie da Terra véem o proprio planeta
em repouso. O céu aparece com envolvendo a Terra. A descrigao do céu onde
a Terra é tomada como o centro do Universo é denominada “geocentrismo".
As primeiras unidades de tempo nascem neste contexto geocéntrico. Fildsofos
gregos pitagoricos da Antiguidade (por volta do séc. IIT a.C.) e alquimistas
arabes e persas da Idade Média propuseram uma descrigao onde o Sol era
o centro do Universo. Esta nova descrigao é denominada “heliocentrismo".
No séc. XV o astrénomo e clérigo alemao Nicolau de Cusa (1401-1464) re-
apresentou o modelo heliocéntrico na Europa Ocidental. J& no XVI, outro
astronomo e clérigo defendeu o heliocentrismo em um livro “Das revolucoes
das esferas celestes": o polonés Nicolau Copérnico (1473-1543). Paradoxal-
mente, o combate empreendido contra o livro de Copérnico o tornaram mais

famoso que seus predecessores.
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No modelo geocéntrico, o dia é o tempo decorrido entre o nascer e o por
do Sol. Inversamente, a noite é o intervalo de tempo entre o por e o nascer
do Sol. Quanto maior é o dia, menor é a noite e vice-versa. Nas estacoes
do verao e primavera, os dias sao mais longos que as noites. Ja nas estacoes
do inverno e do outono, as noites sao mais longas. O dia e a noite variam,
mas a soma destes dois perfodos temporais é constante!. O conjunto do dia
e da noite também recebe o nome de dia. Assim a palavra dia é ambigua:
tanto pode significar o periodo que o Sol esta no céu quanto o ciclo completo
em que o Sol nasce, morre e renasce. Neste livro, o termo dia significara o
periodo completo, salvo mengao contraria.

Na interpretacao geocéntrica, o dia é o tempo que a Terra demora para
dar uma volta em torno de si mesma.

O Sol sempre nasce no leste e se poe no oeste. Mas a trajetoria que o
Sol percorre no céu nao é sempre a mesma. Esta trajetéria é chamada de
“ecliptica". Ha uma variacao ciclica da ecliptica no sentido norte-sul. Na
descrigao geocéntrica, o periodo que o Sol leva para completar o ciclo dos
deslocamentos da ecliptica no sentido norte-sul é denominado “ano". Na
interpretacao heliocéntrica, ano é o tempo necessario para que a Terra de
uma volta em torno do Sol. Ainda na descri¢ao heliocéntrica, a ecliptica é o
plano que contém o Sol e a trajetéria da Terra.

O dia do ano que a trajetoria do Sol encontra-se mais ao sul é 21 de
dezembro. A trajetoria que o Sol faz no céu neste dia é chamada de “Tropico
de Capricornio Celeste". A projecao do tropico de Capricornio na Terra é
o “Tropico de Capricornio". O Trépico de Capricornio intercepta o Brasil,

incluindo a cidade de Sao Paulo. A trajetoria solar que se encontra mais ao

IDe fato, aproximadamente constante.
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norte é o “ITropico de Cancer Celeste", ocorrendo no dia é 21 de junho. A
projecao terrestre do “ITropico de Cancer Celeste"é o “Tropico de Cancer". O
Brasil nao é cortado pelo “Tropico de Cancer". Os dias 21 de dezembro e 21
de junho sao denominados solsticios.

H4 dois dias no ano em que o dia (no sentido de periodo em que o Sol
estd no céu) ¢é igual a noite. Estes dias sao 21 de margo e 23 de setembro?.
A trajetoria que o Sol faz no céu nestes dois dias é denominada “Equador
Celeste". A projegao terrestre do Equador Celeste é o Equador (ou linha do
Equador). O Equador corta o Brasil na cidade de Belém do Para. Os dias
21 de margo e 23 de setembro sao denominados equinécios.

Quando no hemisfério norte é verao, no hemisfério sul é inverno e vice-
versa. Ja quando é primevera no hemisfério sul, norte é outuno e vice-versa.
O dia 21 de margo é chamado de “equinécio do outono"no hemisfério sul
e “equinocio da primavera"no hemisfério norte. Inversamente, o dia 23 de
setembro é chamado de “equinécio do outono"no hemisfério sul e “equinécio
da primavera"no hemisfério norte. Analogamente, o “solticio de verao'"no
hemisfério norte ocorre no mesmo dia do “solsticio de inverno"no hemisfério
sul: 21 de junho. Enfim 21de dezembro é o “solticio de verao"no hemisfério
sul e “solsticio de inverno'"no norte.

Os solsticios e equinécios foram reinterpretados na visao heliocéntrica.
Atualmente, os solsticios sao considerados os pontos onde os tropicos (ter-
restres) cruzam a linha que liga o centro do Sol ao centro da Terra. O que
antes era um dia inteiro, tornou-se um horério especifico de um determinado
dia. Algo similar ocorre na redefinicao dos equindcios. Os equindcios sao

considerados os pontos onde o Equador cruza a linha que liga o centro da

2Estas datas sdo aproximadas, podendo variar cerca de um dia para mais ou para menos
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Terra ao do Sol. Estes dias podem ser posteriores ou anteriores aos dias 21
de dezembro e 21 de junho. Por exemplo, o solsticio de inverno no hemisfério
sul (solsticio de verdao no hemisfério norte) em 2013 ocorrera no dia 21 de
junho, as 05 : 04 no horério de Brasilia. Ja o equindcio de primavera no
hemisfério sul em 2013 (equinocio de outono no hemisfério norte) em 2013

ocorrera no dia 22 de junho, as 20 : 44.

Os solsticios da nova defini¢ao e o centro do Sol fazem parte de uma tinica
reta. Os equinodcios e o centro do Sol também pertencem a uma tnica reta.

Estas duas retas sao perpendiculares entre si.

Dia e ano sao periodos relacionados ao Sol. Ja o més é o tempo aproxi-
mado que a Lua leva para dar uma volta em torno da Terra. Esta defini¢ao

de més é valida tanto para a descrigao geocéntrica como heliocéntrica.

Todas as civilizagbes do mundo procuraram relacionar dia, més e ano. As
relacoes entre estas trés unidades de tempo nao sao exatas. Isso conduzia
os antigos a determinar datas erradas para o inicio das estacoes. Este erro
conduzia ao plantio e a colheita prematuras ou atrasadas. O resultado final
era a fome. Por exemplo, na Mesopotamia, o més era contado como tendo
30 dias e o0 ano como 365 dias. O ano era dividido em 12 meses (360 dias) e
5 dias. Estes dias que sobravam nao eram contados dentro de nenhum meés.
Provavelmente, é por isso que a circunferéncia é dividida em 360 graus. Os
egipcios notaram que a cada 4 anos o ano comecava com um dia de atraso.
O ano entao passou a ser contado como 365 dias e um quarto de dia. A cada
4 anos acrescentava-se um dia extra para compensar o erro. Atualmente, o
ano do dia extra é chamado de bissexto porque tem 366 dias (dois algarismos
6). No calendario gregoriano (usado no Brasil e em quase todo o mundo) os

anos bissextos sempre sao miltiplos de 4.
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O calendario gregoriano foi criado em 1582 por um grupo de astrénomos
convocados pelo Papa Gregorio VIII (-). O grupo estimou o ano em 365, 2425
dias. Apesar de 365,2425 =~ 365, 25, considerar 365,25 dias introduzia um
erro anual de 365, 25—365,2425 = 0,0075 dia. A cada 400 anos acumulava-se
um erro de 0,0075 - 400 = 3 dias. O erro acumulado pelo calendario juliano
desde a cruxificagao de Cristo foi calculado em aproximadamente 11 dias. O
Papa Gregorio decretou que ap6s a quinta-feira do dia 4 de outubro de 1582
viria a sexta-feira do dia 15 de outubro. Para que o erro nao se acumulasse
novamente, a solucao foi eliminar os dias extras dos anos seculares (multiplos
de 100, portanto, multiplos de 4) que nao fossem multiplos de 400. Tomando
tal procedimento, a cada 400 anos deixa-se de contar 3 dias, corrigindo o
calendario. Por exemplo, 2000 foi um ano bissexto, mas 2100, 2200 e 2300

nao foram.

Como o ciclo lunar é muito mais facil de observar do que o ciclo solar,
muitos calendérios do mundo contam o ano com um nimero exato de meses
e 0 més com um nimero exato de dias. Um més tem aproximadamente
29, 53059 dias. Assim, um ano tem aproximadamente 12, 3682763 meses. O
calendario arabe-islamico conta cada més como tendo 29 ou 30 dias. Dois
meses islamicos sucessivos ficam com 29+30 = 59 dias, o que é aproxidamente
dois ciclos lunares (59,06118 dias). O um ano islamico tem exatamente 12
meses, ou seja, apenas 354 dias. A diferenca entre o ano islamico e o ano solar
é de mais de 11 nao sendo introduzida nehuma correcao. Assim, os solsticios
e equinocios mudam de data a cada ano islamico. O calendario islamico é
lunar. Nos calendarios hebraico e chinés, os meses também tém entre 29 e
30 dias, mas periodicamente eles introduzem dias ou até meses extras para

que os solsticios e equindcios voltem a cair na mesma data. Devido a estas
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corregoes, estes calendérios sao classificados como lunissolares. H& muitos
outros calendarios no mundo, mas a descricao deles foge dos objetivos deste

livro.

O calendario gregoriano e todos aqueles que se baseiam exclusivamente
nos ciclos solares (dia e ano) classificados como “calendérios solares". O més

no calendario gregoriano nao ¢ um ciclo lunar completo, mas um periodo.

Os meses do calendario gregoriano procedem do juliano. No calendario
juliano, o més deixou de ser contado como o ciclo lunar exato, mas como um
periodo que dura entre 28 e 31 dias. Para distinguir o més do calendério
juliano do ciclo lunar, este tltimo é chamado de “més lunar". No calendario

juliano, o més tem exatamente 12 meses.

A semana é um periodo de 7 dias. A principal hipotese é que a semana
era o originalmente o ciclo de cada fase lunar. Como o més lunar tem quatro
fases lunares, cada fase dura aproximadamente 7,3826475 dias. Ainda nao
ha consenso entre os pesquisadores, sobre a origem lunar da semana, mas
esta unidade de tempo é documentada ha milénios.

(figura solsticio e equinocio).

Dias, meses e anos eram inadequados para medir o tempo em escalas me-
nores. Uma das primeiras unidades de tempo menor do que o dia foi a hora.
Nao hé consenso da origem da hora, mas sabe-se que ela surgiu no Egito.
Apos alguma evolugao que serd omitida neste livro, uma hora foi definida
como i de uma dia. Em outras palavras, o dia tinha 24 horas. O sistema
de numeragao babilonica era hexadecimal, dando destaque ao ntamero 60.
Os babilonios definiram o minuto como % hora. Assim, uma hora tinha 60
minutos. Enfim, os babilénios dividiram o minuto em 60 partes: o segundo.

Os simbolos atuais para hora, minuto e segundo sao respectivamente h, min
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e s. Assim 1h = 60min = 3600s. Um dia tém 86.400s ou 1.440min.
[concepgao alternatival.

No ano de 1852, a Academia de Ciéncias escolheu o segundo como uni-
dade de tempo do Sistema Internacional de Unidades. Como a Terra apre-
senta pequenas variagoes em sua rotagao, o segundo foi redefinido como o
tempo que dois pontos no Equador que tenham uma distancia de Wioo do

comprimento do Equador véem o horario de meio-dia. Esta distancia é de

aproximadamente 462, 962m.

O segundo definido no séc. XIX ainda continha uma imprecisao porque
a rotacao da Terra apresenta irregularidades. No séc. XX, o segundo deixou
de ser definido em funcao de ciclos astrondémicos e foi redefinido em funcao
de um ciclo atomico. Na Conferéncia Geral de Pesos e Medidas de 1967,
o segundo foi definido como o periodo para que o dtomo de Césio realize

9.192.631.770 transigoes entre os dois estados hiperfinos de menor energia.

Na mesma Conferéncia, o minuto foi redefinido como 60s e a hora, 3600s.
Estas redefini¢goes parecem ser repeticoes das definicoes anteriores, mas nao
¢é este o caso. Se a hora é definida como i de um dia, o dia sempre tera
exatamente 24h = 1.440min = 86.400s. Fica impossivel medir qualquer
irregularidade na rotacao terrestre. Mas se o segundo, o minuto e a hora
sao definidos em funcao dos ciclos do atomo de Césio, o dia pode nao ter

exatamente 86.400s e as irregularidades aparecem facilmente.

Os fisicos usam muito os submultiplos do segundo para descrever feno-
menos microscopicos. As unidades de tempo mais usadas sao o milissegundo
(1ms = 1073s), o microssegundo (s = 107%s), 0 nanossegundo (ns = 1077s)
e o picossegundo (1ps = 107!2%s). Por exemplo, uma transi¢ao hiperfina nos

. . L . .~ 1
dois estados de menor energia do Césio dura por defini¢ao gygse3777g5- Fa-
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1 - 1 C10=-10. _ 102 )
51926317705 ~ Toomoooo00° — 107 s = 107ps, a tran

zendo a aproximagao
sicao tem aproximadamente uma centena de picossegundos. Utilizando os
prefixos da tabela 2.2.2 é possivel construir outras unidades de tempo com
miultiplos e submultiplos do segundo.

As unidades de tempo de 10 anos, 100 anos e 1.000 anos sao mais usadas
por historiadores ou para descrever fendémenos astronémicos. No lugar de se
usar os termos “decaano", “hectoano"ou “quiloano", usam-se respectivamente

“década", “século"e “milénio".

2.3.2 A Flexa temporal

A construcao da flexa temporal serd anédloga & da reta espacial. O termo
mais popular para a reta temporal é “eixo do tempo", ou ainda, "flecha do
tempo". No entanto, o termo reta temporal serd mantido para reforcar as
analogias com a reta espacial.

A flexaa temporal serd representada na direcao horizontal, assim como
a reta dos reais. Um ponto da reta temporal é escolhido como origem do
tempo, ou simplesmente “instante inicial". Este ponto sera designado pela
letra O de origem, mesmo simbolo usada para origem do espago. O papel
da origem na reta temporal é similar a origem da reta espacial e ao zero dos
nimeros reais.

Além da origem, escolhe-se uma unidade de tempo, um padrao, uma
norma. Por exemplo, a unidade pode ser o segundo. O tempo 1s é colocado
a direita da origem. Os demais procedimentos para associar um ponto da
reta temporal com um tempo s@o os mesmos usados para a reta espacial. Um
ponto qualquer da reta temporal é denominado “instante".

Continuando com a analogia com a reta espacial, o segundo poderia ser
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substituido qualquer por outra unidade temporal. A unidade segundo pode
ser “convertida"para qualquer outra unidade u da forma u = ns. Qualquer
posicao da reta espacial pode ser escrita em termos de qualquer unidade
u = ns.

Se u e w sao unidades temporais quaisquer, a conversao de unidade tem-
poral pode ser expressa abaixo como

w
w=nu=u= —
n

Por exemplo, os instantes da reta temporal podem ser reescritas através
da unidade (min). Usando u = s e w = min entdo n = 60 (min = 60s). Por
exemplo, o intante 90s pode ser reescrito como 90s = 90 x %mm =1, 5min.

H& uma grande desvantagem nas unidades minuto e hora em relagao aos
multiplos usados para a unidade espacial “metro". Os multiplos e submuilti-
plos mais usados do metro sao produtos da base 10. Dividir por 10?7 (p inteiro)
é um procedimento bastante simples na numeracao decimal. No entanto, divi-
dir ou multiplicar por 60 na numeracao decimal nao é tao simples, conduzindo

a dizimas periddicas. Por exemplo, 1s = %mz‘n =0,01666...s = 0,016s.

1

Caso se use o valor exato 1s = 60

min, a conversao de segundos para
minutos s6 serd exata para instantes multiplos de 3s. Por exemplo, 3s =
0,05min, 6s = 0, 1min, 9s = 0, 15min, etc. Caso contrério, o intervalo em
minutos serd uma dizima perioédica: 2s = 0,03s, 4s = 0,06s, 5s = 0,083s.
Caso se arredonde 1s para 0,0167, os multiplos de 3s ficarao errados, mas
os demais valores serao arredondados sem dizima periddica. Por exemplo,
2s = 0,0334s, 3s = 0,0501s, 4s = 0,0668s, 55 = 0, 1675, etc.

Assim como na reta espacial, a origem fica designada com o niimero real

0 qualquer unidade u (0s = Omin = 0h = ...). Os fisicos também costumam
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omitir a unidade em que esta escrita a origem do tempo e designar a instante
simplesmente como 0. No entanto, nao se deve confundir o ntimero real 0 da

reta dos reais, a posicao 0 da reta espacial e o instante 0 da reta temporal.

Apesar das analogias, héa diferencas profundas entre a reta temporal e a
reta espacial. Em primeiro lugar, o tempo sempre desloca-se para “frente".
E impossivel lembrar do futuro ou alterar o passado. Por esta razdo, muitos
fisicos nao representam o tempo em uma reta temporal, mas em uma semir-
reta que comeca na origem (0. Tal procedimento implica em desprezar tudo

0 que ocorreu antes do instante inicial.

Apesar de frequentemente omitido, o tempo negativo tem um significado
fisico preciso. Os instantes negativos sao aqueles que precedem o instante
tomado como origem. Por exemplo, se um corpo desloca-se do ponto A para
o ponto B em 2s, o instante inicial pode definido como aquele em que o corpo
chega & B. Neste caso o instante que o corpo estava no ponto A foi —2s.
Caso o instante inicial seja considerado como aquele em que o corpo estava

em A, o corpo cruzou o ponto B no instante 2s.

Como os tempos negativos sao frequentemente excluidos, nao se define o

modulo de um instante no tempo.

A flexa temporal poderia ser construida de forma que a posicao 1s ficasse
a esquerda da origem. Neste caso, os instantes positivos ficariam a esquerda e
as negativos, a direita. E como se a reta temporal contruida logo acima fosse
invertida ou sofresse uma rotacao de 180°. Mas ao contrario do que acontece
na reta espacial, nao é necessario construir a reta temporal desta maneira.
Em uma reta espacial horizontal, um corpo pontual pode deslocar-se em dois
sentidos. Ja na reta temporal, o deslocamento ocorre em um tnico sentido,

tornando desnecessaria a representacgao invertida.
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Assim como a reta espacial, a reta temporal nao precisa ser horizontal.
Como o tempo s6 se desloca em uma dimensao, o sentido positivo fica colo-
cado de baixo para cima. Nao é usual representar o tempo como uma reta

frontal.

2.3.3 Relacao entre origem e instante, intervalos de tempo
e fluxo temporal

Algumas relacoes usadas para a reta espacial podem ser generalizadas para
o tempo. Assim como na reta espacial, a “localizacao"de um instante na
reta temporal é escrita a partir da origem. Se a origem muda de tempo,
todos os instantes ficam reescritos. Mantendo a analogia com a reta espacial,
o instante da origem, enquanto o “tempo"que o ponto temporal ocupa é
independente. Para distinguir o ponto temporal A em si mesmo de seu
instante usa-se letra t4. Por exemplo, se A é a origem t4, = 0. Ja se ha
ocorreu 30s ap6s a origem, t4 = 30s.

Para calcular os instantes de um mesmo ponto temporal a partir de duas
origens distintas repete-se o procedimento anterior. Consideram-se duas ori-
gens designadas por O e O°/. Colocando a origem em O, o instante de O/
¢ dada por tp-,. Um ponto temporal A tem instante t4 em relagdo a O e t/,
em relagao a O7/ referencial linha. A relagao (2.22) pode ser extendida para
0 tempo,

o =ta—to . (2.26)

Na reta espacial, se sg > s4, o deslocamento pode ocorrer de A para B e
vice-versa. No entanto, na reta temporal a analogia nao pode ser usada. Se
tp > ta entdao o deslocamento s6 pode ocorrer de A para B. Em contraste

com o deslocamento espacial o deslocamento temporal (ou variagdo temporal)
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é definido como

Matematicamente, um deslocamento temporal negativo faz sentido, po-
rém fisicamente nao. Assim como o deslocamento espacial, a variacao de
tempo também nao depende de onde é considerada a origem da reta tempo-
ral. A distancia entre dois instantes ndo precisa ser definida como em (2.23)

porque At p nunca é negativo.

2.3.4 Precisao dos instrumentos de medida temporal

A contagem do tempo comegou com ciclos astronémicos. Para medir inter-
valos de tempo menores foram usados inicialmente “relégios de Sol". Nestes
relogios, a sombra projetada em uma superficie indicava o dia e o ano. Atra-
vés destes relogios calendarios eram elaborados. O problema é que estes
relogios nao indicavam o tempo em ambientes fechados ou a noite.

[Colocar foto do relogio de Sol da USP].

Posteriormente, foram criados dispositivos que nao estavam relacionados
a um ciclo, mas em processos irreversiveis. Nas igrejas européias, as velas pre-
sentes na missa eram usadas como reldgios. O tempo que a chama demorava
para derreter a vela era proporcional ao tempo. Algumas velas apresenta-
vam marcagoes similares & uma régua afim de indicar subdivisoes de tempo.
Os chineses usavam vasilhas com dgua. A agua caia através de orificios e
movia mecanismos. O tempo que a dgua demorava para cair ficava indicado
nestes mecanismos. Tais relégios tinham a desvantagem de precisarem de
abastecimento apés toda a dgua da vasilha escorrer.

[foto do relogio chineés|.

O italiano Galileu Galilei (1564-1642) revolucionou a contagem de tempo

apelando para um aparente retrocesso. Ele voltou a contar o tempo com ci-
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clos, mas nao eram ciclos astronémicos. Galileu usou o movimento de péndu-
los, onde cada ciclo completo era associado & uma unidade de tempo. Foram
criados mecanismos para que cada oscilacao ficasse indicada no movimento

de um ponteiro. Este aparato deu origem aos relégios de péndulo.

Posteriormente foram criados relogios de corda. Uma tira metalica era es-
ticada ao maximo através de um mecanismo acionado por uma minialavanca.
Para relaxar, a mola movia-se e acionava um mecanismo ligado a um pon-
teiro. Externamente, o relogio de corda assemelhava-se ao de péndulo, mas o
movimento da tira metélica relaxando até repousar é similar ao escorrer da
agua dos reldgios chineses. Apds a mola ficar relaxada, o mecanismo parava.

Era necessario “dar corda'no reldgio para manter seu funcionamento.

Os primeiros relogios de pulso eram de corda. Posteriormente foram cri-
ados relogios digitais. Estes relogios continham um minicircuito elétrico ali-
mentado por uma bateria. Um cristal (geralmente quartzo) acoplado ao
circuito emitia pulsos em unidades bem definidas de tempo. Estes pulsos
produziam alteragoes no circuito que eram indicadas em um marcador di-
gital. Com pulsos da ordem de centissegundos (cs), estes relogios digitais

foram uma revolugao no séc. XX.

Muitas vezes, o que interessa nao é a contagem da horario, mas apenas
intervalos de tempo. No séc. XX foram criados os cronémetros. Os crond-
metros indicavam tempo zero. Ao serem acionados, eles passam a contar o
tempo. Assim o momento em que um cronémetro ¢ acionado corresponde a

origem da reta temporal (¢t = 0).

A partir de meados do séc. XX, os ciclos atomicos e nucleares passaram
a ser usados como as novas unidades de tempo. Mecanismos complicados

fazem com que estes ciclos sejam contados e exibidos em computadores ou
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em mostradores digitais. Atualmente eles s@o os relogios atomicos sao os
mais precisos do mundo.

Todo ciclo dura um intervalo de tempo e define uma precisao em um
relégio. Analogamente a uma régua, os instantes de tempo marcados com um
relogio ou um cronoémetro serao detectados sempre com certo erro. Quanto

menor a unidade de tempo, maior a precisao e menor o erro.

2.4 Funcoes
2.4.1 Plano cartesiano.

Um ponto da reta real pode ser identificado com um niimero real e vice-versa.
Algo anéalogo ocorre com um plano. O plano em questao é denominado plano
. . . . 2
cartesiano e o conjunto dos pares de ntmeros reais ¢ representado por R-.
O plano cartesiano é feito cruzando-se duas retas. Uma das retas é hori-
zontal e a outra, vertical. Em cada uma das retas é contruida uma reta real

com a seguinte relagao entre elas

o nimero 0 de ambas as retas devem coincidir com o mesmo ponto no
espaco. Este cruzamento é chamado de “origem do plano cartesiano",

representado pelo par (0,0).
e a distancia entre 0 e 1 deve coincidir am ambas as retas.

e 0 sentido positivo na reta horizontal serd o usual: esquerda para a

direita. Ja na reta vertical, o sentido positivo é de baixo para cima.

e 0 eixo horizontal (denominado “eixo das abcissas") é geralmente repre-
sentado pela letra = e o eixo vertical (“eixo das ordenadas") é denomi-

nado geralmente por y. Neste caso, o plano é denominado xy. Os eixos
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das abcissas e ordenadas podem ser representados por quaisquer letras

minusculas, desde que elas sejam diferentes entre si.

e Cada ponto do plano pode ser identificado com um par de pontos (x, y)
onde = e y sao as projecoes do ponto nos eixos x e y. Inversamente,
cada par ordenado de ntimeros reais (z,y) pode ser representado como

um ponto no plano xy.

Os ntmeros reais x e y sao chamados de coordenadas. No plano cartesiano,
varias curvas geométricas podem ser representadas como equacoes de duas
variaveis (x e y ) e vice-versa.

Por exemplo, a equacao
20+3y+4=0 (2.27)

tem infinitas solugoes dadas por pares de pontos. Por exemplo, x = 0 e

Yy = —% ¢ uma solucao particular da equagdo. Assim, o par ordenado (0, —%)

pode ser representado como um ponto no plano cartesiano. Outra solugao é
xr = % ey = —%, de modo que o ponto (0, —%) representa outra solucao da
equagao. O conjunto de pontos (z,y) que resolvem a equagao (2.27) forma
uma reta no plano cartesiano.

Toda a reta no plano cartesiano sera representada por uma equacao do
tipo

ar +by+c=0 , (2.28)

onde a, b e ¢ sao numeros reais, onde a ou b devem ser diferentes de 0. No
caso da reta acima, a = 2, b = 3 e ¢ = 4. Inversamente, toda a equagao do
tipo ax + by 4+ ¢ = 0 representa uma reta.

A equagao da reta permite até mesmo saber se a reta é horizontal ou

vertical. Para retas horizontais, a = 0. Por exemplo, a equacao 2y + 3 = 0
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tem como solucao todos os pontos com y = —% e x genérico. J& as retas

verticais correspondem a b = 0. Se a = b = 0 e ¢ # 0, nao h& nenhum par
(x,y) que resolva a equagao. O eixo z é descrito como y = 0 e o eixo y, x = 0.
Por outro lado, se a = b = ¢ = 0, qualquer par (z,y) do plano cartesiano
satisfaz a equagao. Assim, é fundamental impor a # 0 ou b # 0.

Em um plano, duas retas podem ser iguais, concorrentes e paralelas.
Dadas duas equacoes de retas, é possivel como seré a relacao entre as retas.

Por exemplo, as retas

20 +4y—-5 = 0 (2.29)
—xz+3y+4 = 0 (2.30)

podem ser iguais entre si, paralelas distintas ou concorrentes. Se um tnico par
ordenado satisfaga as duas equagoes, as retas se cruzam em um tnico ponto.
Caso todos os mesmos pares ordenados satisfagam as duas equagoes, as retas
sao iguais. Enfim, se nao ha solugao, as retas nao se cruzam. Resolvendo o

sistema acima através da multiplicagao de (2.30) por 2 e a soma das equagoes

3
10y+3=0=y = ——
Y Y 10

3 31

—x+3( - 4 = 0=2=—

+3(-55) * 0

A tnica solugdo comum é o par (%, —%). Assim, existe um tnico ponto
em que as retas se cruzam: (%, —%). As retas sao concorrentes.

As retas correspondentes as equagoes r +2y +3=0e2x +4y+6 =0
sao iguais porque todas as solugoes da primeira equagao coincidem com as
da segunda. Enfim, as equacoes v+ 2y +3 =0e x4+ 2y + 4 = 0 nao tem

nenhuma solucao em comum, portanto, as retas sao distintas e paralelas.
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Outros exemplos de grafico sao as curvas parabola e circunferéncia. A

equagao que corresponde a parabola com simetria vertical é
ar’? +bx+c+dy=0

onde as constantes a, b , ¢ e d sao ntimeros reais. J& a parabola com simetria
horizontal é da forma ax? + bx + ¢ + dy = 0. Por exemplo, para a parabola
19

2® — 62 + 5 — y = 0, algumas solugdes sio os pontos (5,0), (6,0) e (4, 7).

Jé& a circunferéncia de raio R centrada na origem tem equagao da forma
2?4+ = R?

Por exemplo, a circunferéncia com raio R = 1 segue a equacao x2 + y? =
1. Algumas solugoes para esta equagao sao os pontos: (0,1), (1,0),(0,—1),
(10, &8 (39, G-, (-4-1, (D, (1D -De (-4,

2.4.2 Conceito intuitivo de fungao.

O conceito de funcao apresenta muitos detalhes. No contexto deste capitulo,
é necessario dominar apenas um tipo de funcao: fungoes de uma variavel
real. O conceito nao seré apresentado em detalhes, mas apenas o suficiente
para que o movimento em uma dimensao seja compreendido.

“Uma funcao de uma variavel real é uma relagao de um ntmero real r € R
com um unico namero real f(z) € R". Geralmente ela é representada como
f:R—=R.

Daqui em diante se falara apenas em fungao para significar “fungao de
uma variavel real", salvo men¢ao contraria. A funcao f(z) = 2z + 3 ilustra
bem o conceito.

O ntmero 0 é real. Assim, f(0) = 2% 0+ 3 = 3, que também é real. O

tnico nimero relacionado ao 0 pela fungao f(x) = 2x + 3 é 3. Da mesma
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forma f(%) = 2 % % + 3 = 4, ou seja, o tnico nimero relacionado a % pela
funcao f(z) =2r+3 ¢ 4.

O numero x que serd associado a outro é denominado “argumento da
funcao". Outras letras podem ser usadas para representar o argumento da
funcao, desde que a transformacao seja mantida. Por exemplo, a fungao
acima poderia ser representada por f(y) = 2y + 3.

Para ilustrar que a funcao serd a mesma, basta usar os dois exemplos
anteriores: se y = 0 entdo f(0) =3 esey =1, f(1) = 5. Nao é necessario
que z # f(x). Por exemplo, para f(x) =2z + 3, =3 = f(—3).

Em uma fungao, um ntimero x é associado com um tdnico ntimero real
f(z). Isso exclui associar um niamero a dois outros. No entanto, dois valores
da fungao podem ser associados ao mesmo valor da variavel. A fungao f(z) =

2% é um exemplo disso.

O ntimero 1 esté associado apenas ao 1 (f(1) = 12

2

1). Mas o namero
—1 também esté associado apenas ao 1 (f(—1) = (—=1)*=1

).

As fungoes em que valores distintos dos argumentos correspondem a valo-
res distintos nas fung¢oes sdo chamadas de “injetoras". A fungao f(z) = 22+3
¢ injetora porque para dois valores dintintos de x ha dois valores distintos de
f(x). Jaafuncao f(r) = z* nao ¢é injetora porque dois ntimeros distintos com
o mesmo modulo (podendo ser representados por a e —a) serao associados
a0 mesmo niimero (no caso de a e —a o valor é a?).

Uma funcgao que aparece muito em Fisica é a “funcao constante". Neste
caso, o argumento nao aparecera do lado direito. Por exemplo, f(z) = 4.

No sentido usual da palavra “funcao", 4 nao estd em funcao de x porque
nao depende de x. Qualquer x esta associado a 4. No entanto, no sentido

matemaético dado ao termo “funcao", um ntmero real x esté associado a um
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tinico nimero real, neste caso 4. Por exemplo, f(0) = 4, f(1) = 4, etc.
Em geral, a fungao constante é representada como f(z) = ¢, onde ¢ ¢ um
numero real qualquer. Uma fun¢ao constante que tem importancia particular
é f(z) = 0. Ela é conhecida como fungao nula.

Como todo ntmero é igual apenas a si mesmo, a identidade também pode

ser caracterizada como uma funcao. A “funcao identidade"é definida como
flxy=2 . (2.31)

Quando ha mais de uma funcao em uma determinada oracao, a notagao
f(x) pode apresentar ambiguidade. Por exemplo, se f(x) = 2z+1e f(z) = 2?
ha duas funcoes distintas sendo representadas pela mesma letra f. Nestes
casos, é importante usar outras letras mintsculas para representar as outras
fungoes. Geralmente sao usadas as letras g ou h. No exemplo citado, as
fungoes poderiam ser representadas por f(z) =2z + 1 e g(x) = 2%

Assim como o argumento pode ser chamado de x ou representado por
qualquer outra letra mintscula, a fungao também pode receber tal notagao.
E comum que se escreva y = f(z) oux = g(2) ou z = h(t) , etc. Por exemplo,
a funcdo f(z) = 2z + 1 pode ser representada como y = 2x+ 1 . Representar
o argumento e a funcao por duas letras mintsculas é util para representar
graficos de fungao.

Embora o argumento possa ser alterado sem que a fungao o seja, ha certas
notagoes que podem causar ambiguidade. Por exemplo, se f(y) = —%y —2e
f(z) = =2z — 2 sejam a mesma funcdo, usar a notacao y = f(y) faria com
que a funcao f(x) se parecesse com a fungao identidade 2.31. Sempre que
ocorrer uma relagdo do tipo y = f(x) as letras usadas para representar o

argumento x e a fungdo y = f(x) devem ser distintas.
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As fungbes podem ser representadas através de graficos em um plano
cartesiano. O grafico de uma funcao é representado pela curva formada pelos
pares da forma (x, f(z)). A notagdo mais comum ¢é usar o par (z,y) onde
y = f(z). Uma notag¢do muito comum para este caso é (z,y) onde y = y(z).

A letra y representa tanto o nimero real como a funcao.

Por exemplo, a fungao f(z) = 2z + 3 pode ser representada em um
grafico. Alguns dos infinitos pontos da forma (z,2x + 3) sao (0,3), (3,4),
(1,5), (—=1,1), (=2,—1) e (=3,-3). Os pontos formardo uma reta. Para
perceber isso basta escrever y = 2z + 3 e colocar tudo no primeiro membro:
2z —y+3 = 0. Este é um caso particular da reta az +by+c¢ =0 com a = 2,
b=—-1lec=3.

A fungio f(z) = x? é um caso particular de az? + bz + ¢ + dy = 0 para
a=1,d=—1eb=c=0. Portanto, o grafico da funcao f(z) = z* ¢ uma
parabola.

Por outro lado, ha fungoes que representam parte de uma curva, mas
nio a curva em sua totalidade. Por exemplo, f(x) = /1 — 22 tem todos os
seus pontos obdecendo a equagao da circunferéncia com raio 1 centrado na
origem, y = V1 — 22 = 2% + 9% = 1.

No entanto, a funcdo f(z) = V1 — 22 > 0 ndo pode representar a parte
inferior da circunferéncia, apenas a superior. A funcao que representa a parte
inferior da circunferéncia é f(z) = —v1 — 22 < 0.

H& um critério para interpretar se uma curva de um plano cartesiano xy
representa uma funcdo y = f(z) ou nao. Uma reta vertical no plano zy
intercepta apenas um ponto da curva. Para cada x ha apenas um ponto com
coordenadas (x,y(z)). Caso a reta vertical intercepte dois pontos, ha dois

valores de y para um valor de x, descaracterizando a fungao.
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Depois destes exemplos, fica facil ver que toda funcao pode ser represen-
tada por uma curva no plano cartesiano, mas o inverso nao é verdadeiro. Por
exemplo, a fungao constante pode ser representada por uma reta horizontal e
vice-versa. Mas uma reta vertical no plano zy nao pode ser representada por
uma fungao y = f(z). Uma circunferéncia completa no plano xy nao pode
ser representada por uma funcdo y = f(z) mas uma fungdo pode representar
partes da circunferéncia.

Uma informacgao importante é o ponto em que a curva cruza o eixo x. Este
ponto é chamado de raiz da funcao. O eixo x corresponde a y = 0. Assim, a
raiz de uma fun¢ao equivale a f(x) = 0. Por exemplo, para f(z) =2z +3, a
raiz da funcao é x = —%. J4 para a funcao f(x) = 2% — 6z + 5, as raizes sdo
r =5ex = 6. Nem todas as fun¢oes tém rafzes. Por exemplo f(z) =2 e
f(x) = 2> —6x+10 nao possuem raizes. Em contrapartida, a fungao f(x) = 0
tem infinitas raizes, mais propriamente todo = € R.

A seguir serao colocados alguns exemplos de func¢oes. Foram escolhidas

as fungoes mais usadas ao longo deste livro com seus repectivos graficos.

2.4.3 Exemplos de funcgoes.

As fungoes apresentadas neste pequeno sumério sdo: linear, quadratica, po-
téncia, polinomial e exponencial. Elas serao extensivamente usadas ao longo
deste e dos proximos livros. Outras fungoes serao apresentadas em capitulos

posteriores.

Funcgao linear.

A funcao linear é caracterizada como

flx)=az+p5 (2.32)
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onde o e B sao nimeros reais.
O gréfico da fungao linear é uma reta. Para mostrar isso basta escrever
f(x) =y,
y=ar+pf=>ar—y+5=0

o grafico acima é uma reta ax +by+c=0coma=a,b=—-1lec=pf.

A constante 5 é denominada coeficiente linear da reta. Tal nome se deve
ao fato de que f(0) = . Assim, no gréfico da funcdo, a reta intercepta o
eixo das ordenadas (eixo y, cuja equagao é x = 0).

A constante « é denominada coeficiente angular da reta. Ela contém
informagao sobre a inclina¢do da reta. Se a = 0, entdo f(z) = 5, o que é
uma funcao constante. Para o = 0, a relagao y = S indica o gréafico de uma
reta horizontal. Para o > 0, f(1) = a+ > 8 = f(0), ou seja, f(1) > f(0).
Como apenas dois pontos determinam uma reta, é possivel concluir que a
reta continua se elevando a direita. Ja para o <0, f(1) =a+ 5 < 8= f(0),
o que implica em f(1) < f(0). Neste caso o inverso acontece: a reta continua
diminuindo para a direita.

[desenhar graficos|.

Na linguagem matemaética, uma funcao é monotomicamente crescente se
para todo x5 > 1 = f(z2) > f(z1). Uma reta com a > 0 é estritamente
crescente. J& uma funcao monotomicamente descrescente é definida como
xe > 1 = f(xz) < f(r1). Uma reta com o < 0 é monotomicamente
descrescente.

[desenhar graficos|.

Quanto maior o coeficiente angular, mais inclinada sera a reta. Quando
o coeficiente angular diminui a reta também fica mais inclinada, mas com

inclinagao oposta. No entanto, a fungao reta nunca fica vertical, por maior



70 Mecanica

que seja a. Como ja foi indicado na se¢ao anterior, uma reta vertical nem
sequer ¢ fungao.

A raiz da fun¢do linear (f(z) = 0) é dada por axz+5 = 0. Casoa = =0,
todo x real é raiz da func¢ao. Para a = § = 0 a fungao ¢ a constante f(z) = 0.
Na segao anterior foi visto que esta fungao tem infinitas raizes. Para a = 0
mas [ # 0, a equacao acima nao tem solucao porque ela se reduz a § = 0.
Assim fica reconfirmado que a fungao constante nao nula f(z) =5 =c#0
¢ uma reta paralela ao eixo x. Para a # 0 e § # 0, a equagao acima tem
solucao

x = ~3 (2.33)

o que mostra que a raiz da fungao depende do coeficiente angular e do linear.
Toda fungao linear ¢ uma reta (exceto a vertical), mas toda reta pode ser

descrita por uma fungao linear? Reescrevendo a equagao da reta (2.28),
ar +by+c=0 ,

se b # 0 (para excluir a reta vertical), toda a equacdo acima pode ser dividida
por b,
<a> o C_ 0o <a> c
)T TYT = y=—-—\z)x—7
b b b b

Reescrevendo a = —3 e § = —7, a equagao acima coincide com a ex-
pressao (2.32). Assim, toda reta nao vertical pode ser representada por uma
fungao.

Caso duas fungoes lineares sejam colocadas no mesmo grafico, os coefici-
entes angulares das retas indicam se elas sao paralelas ou concorrentes. Para
duas retas y; = a1x + 1 € yo = anx + (2. As relagoes sao

Para oy = ag e i = [ as retas sao paralelas e cruzam a origem no

mesmo ponto. Como duas paralelas s6 se encontram se elas sao iguais, a



2.4 Funcoes 71

condi¢ao a; = an e By = [ indica que as retas sao iguais. Um caso particular
interessante é a; # ay e 1 = (5. Neste caso as retas sao concorrentes e se
interceptam no eixo y porque tem o mesmo coeficiente linear.

Usando as mesmas equagoes anteriores. Usando as mesmas retas (2.29) e
(2.30) chega-se as fungdes 22 +4y —5=0e2x+4y—5=0=y = —3x+2,
—a:+3y—|—4:0:y:%x—§.

As retas s@o concorrentes porque oy = —% #+ % = (. [gualando os valores
de y chega-se a —%x+§ = %:L‘—% == i’—(l), portanto y = —% (%)—i—% =3,

Os resultados coincidem com aqueles que foram encontrados. As retas
correspondentes as equagoes x + 2y + 3 = 0 e 2x 4+ 4y + 6 = 0 sao ambas
iguaisay = —2x—3

5T — 5, confirmando que as retas sao iguais. Enfim, as equagoes

_ _ - _ 1 3
r+2y+3=0ex+2y+4 =0 ficam reescritas como y = —5r — 5 e
Y= —%[E — 2. As retas sao paralelas porque a1 = ap = —%, mas sdo distintas

porque 1 = —% # —2 = f35, confirmando o que ja tinha sido encontrado.
Funcao quadratica.
A funcgao quadratica caracteriza-se pela equagao

f(x)=az’+Bx+~v , (2.34)

onde «, f e v sao nimeros reais, mas a # 0. Caso o = 0 na fun¢do acima a
funcao se reduz a uma reta f(x) = fr + 7.

Como ja foi discutido na secao anterior, a funcao quadratica tem um
grafico de parabola com simetria vertical. Porém nem toda a parabola pode
ser descrita pela funcao quadratica. Por exemplo, a parabola com simetria
horizontal nao é sequer uma fungao do tipo y = f(x). Isso porque no grafico
desta parabola um reta vertical corta a pardbola horizontal em dois pontos.

Para a pardbola com simetria horizontal, h& dois valores de y para cada
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x. Esse resultado pode ser generalizado: qualquer parabola que nao tenha
simetria vertical nao pode representada por nenhuma funcao.

A parabola da fungao f(r) = ax? + Sx + ~y intercepta o eixo y no ponto
(0,7) porque f(0) = . Assim 7 da parabola é similar ao coeficiente linear
da reta.

O eixo de simetria da parabola é uma reta vertical. O ponto da parabola
que intercepta esta reta vertical é denominado “vértice". As coordenadas do
vértice sao (z,, y,) Retas verticais ndo sao graficos de fun¢éo, mas sua equagao
é x = x,. A relagao de simetria pode ser expressa como f(z,+h) = f(z,—h)
onde h # 0. Esta relacao indica que a partir de z,, & uma distancia qualquer
h a func¢do é a mesma. Substituindo f(z, + h) = f(x, — h) na expressao

(2.34) chega-se a
a(z, +h)* + Bz, +h)+v = a(z, —h)*+ Bz, —h) +7
a(2e,h) + B(+h) = a(—2z,h) + B(—h)

(20w, + B)h = 0
5, = -2 (2.35)

2a

O eixo de simetria da parabola nao depende de v, mas apenas da relagao
entre a e #. E importante notar que se g > 0 (o que equivale a « e ( sejam
ambos positivos ou ambos negativos), o eixo de simetria esta a esquerda do
eixo y porque z, < 0. Ja se g < 0 (o que equivale a « seja positivo e
negativo ou vice-versa), o eixo de simetria esta a direita do eixo y porque
z, > 0. Enfim, se g = 0 (o que equivale a § = 0), o eixo de simetria é o
proprio eixo y porque x, = 0.

A altura do vértice é obtida substituindo-se 2.35 em 2.34,

b=I) = a (—%)2+B (-2)+



2.4 Funcoes 73

Yo=flao) ==~ +7 . (2.36)

O altura do vértice depende de «, 8 e . Para identificar se a concavidade
é para cima ou para baixo, basta avancar uma unidade em torno do eixo de

simetria. Das expressoes 2.35 e 2.34 chega-se a

2
flz, +1) = a(—%+1> +ﬁ(—%+1)+7

fley +1) = —B—2+7+a(—§+1>+5

4o
flay+1) = —%—l—’y—l—a
fla,+1) = f(z,) +a . (2.37)

Se >0, f(z, +1) = f(z) +a > f(z,). Como f(z, —1) = f(z,+1)
entdo f(z,+1) > f(x,) e f(z,—1) > f(z,). A funcdo f(z) nas vizinhangas
do eixo de simetria sao maiores do que a altura do vértice f(z,) = y,. Assim
a parabola assemelha-se ao um recipiente com a boca virada para cima. Na
linguagem matemética, se a > 0, a concavidade ¢é para cima. Inversamente,
se a < 0, a concavidade é para baixo. Assim a concavidade da parabola
depende apenas de a.

Se a > 0, quanto maior «, mais estreita é a parabola porque o salto entre
f(zy +1) e f(z,) aumenta ainda mais. J& quando a < 0, quanto menor o
«, mais estreita é a parabola. Em suma, quanto maior o médulo de «, mais
estreita é a parabola.

Se a concavidade é para cima (a > 0), a fungdo quadréatica é crescente
para xr > x, e descrescente para r < x,. Assim todos os pontos da para-
bola seguem a relagao f(z) > f(x,). Em outras palavras, f(z,) é o menor

ponto possivel da parabola. Este ponto ¢ denominado ponto de minimo.
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Inversamente, se concavidade é para baixo (o < 0), a funcdo quadrética é
descrescente para r > x, e crescente para x < z,. Assim todos os pon-
tos da parabola seguem a relacao f(z) < f(x,). Em outras palavras, f(x,)
é o maior ponto possivel da parabola. Este ponto é denominado ponto de

maximo. Em suma,

e o > 0: concavidade para cima, vértice & ponto de minimo, ou seja,

funcao crescente para x > x, e descrescente para r < T,;

e o < 0 concavidade para baixo, vértice é ponto de maximo, ou seja,

fungao crescente para r < x, e descrescente para r > x,.

As raizes da fungao quadratica (f(x) = 0) podem ser encontradas com a

expressao (2.34),

ar’ +Br+y=0=1=

—B+ VP~ doy
200 ‘

O ndmero de raizes da fungao quadratica é determinado pela relacao que

depende dos trés coeficientes «, 8 e v: 5% — 4ay. Se 5% — 4ay > 0 ha duas

raizes. O eixo de simetria z, = —% estd exatamente entre as duas raizes.
Caso 32 —4a~y = 0, ha uma tinica raiz e esta coincide com o vértice x, = —%.

Enfim, se 3% — 4ay < 0 nao ha raizes reais.
Uma forma de se entender as raizes da fungao quadrarica é reescrever as
raizes em funcao das coordenadas do vértice (2.35) e (2.36),

. —_ﬁi_mz—_@#(;) (6_2_40

2x 2a 2x Q 4o

T :xv:tﬁ/—gﬁ
a

As raizes podem ser reinterpretadas geometricamente. Caso a concavi-

dade esteja para cima (a > 0) o valor y, é um ponto de minimo. Se o ponto
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de minimo esta abaixo do eixo x, necessariamente a parabola com concavi-
dade para cima cruzara o eixo x em dois pontos. Na equagao acima se y, < 0
e >0 entdo —¥ > 0 = 3=(n® —4ay) > 0 e ha duas raizes. O vértice x,
reaparece exatamente no meio das duas raizes. Continuando no caso da con-
cavidade para cima (o = 0), se o ponto de minimo vy, esta no eixo x (y, = 0),
todos os outros pontos estarao cima do eixo z. Na equagao acima se y, = 0
ea>0entdo —% =0 = 5 (3% —4ay) = 0 e ha apenas uma tnica duas raiz
x = x,. Enfim, se a concavidade é para cima (a > 0) e o ponto de minimo
esté acima do eixo z (y, > 0), nenhum ponto podera interceptar o eixo z. Na
equagao acima se y, > 0 ¢ a > 0 entdo —¥ < 0 = ;-(6? — 4ay) < 0 e ndo
hé raiz real. Para o caso da concavidade para baixo (a < 0) as situagdes sao
similares: y, é ponto de maximo. Se ¥, acima do eixo x a parabola intercepta
o eixo x em dois pontos; se y, estd no proprio eixo x, a parabola intercepta
0 eixo x em um unico ponto; enfim, se y, estd acima do eixo x, a parabola
nao intercepta o eixo zx.

Em suma, as raizes da funcao ficam resumidas nas condicoes

—BEy/B2—day

e se¢ 32 — 4ary > 0, ha duas raizes: x = o :

e se 3% — 4ay = 0, ha uma tnica raiz que coincide com o vértice: x =
B

Ty = “oq)

e se 32 — 4ary < 0, ndo ha rafzes reais.

Funcgoes Poténcia e Polinomiais.
Fungoes poténcia sao da forma f(x) = z".

1 4

As figuras abaixo represenatm as fungoes poténciacomn = 0,1,2,3,4, 5, 3,

e n = —2. As figuras abaixo reproduzem estes graficos.

—1
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[figuras|
As fungoes poténcia com n =0, n = 1 e n = 2 sao respectivamente casos
particulares de funcao constante, linear e quadrética. A fun¢ao polinomial é

definida como
f(z) = ap+ a1m + aox® + ...+ a2

onde os expoentes n sao sempre numeros naturais. O maior expoente do
polindmio é denominado “grau do polinémio".

A forma mais compacta de escrever um polinémio & f(z) = 37 a;a?,
lembrando que 2° =1 e 2! = 2.

Algumas funcgoes vistas até agora sao func¢oes polinomiais. A funcao cons-
tante é uma fungao polinomial de grau 0 (f(x) = ap = ¢). A fungao linear
¢ uma fungao polinomial de grau 1: f(z) = ar + 8 = oz + op. A fun-
¢ao polinomial de grau 2 é uma funcao quadratica, f(x) = az® + Bz + v =
aur? + o + .

As fungoes polinomiais de graus 3 e 4 sao denominadas respectivamente
funcao cibica e quéartica.

As figuras abaixo exibem alguns graficos de funcao polinomial,
e f(z) =1 — 52+ 6z, fungao cubica |fazer figural

e f(z)=1x— 52?4+ 6x + 5 fungao cubica |fazer figural

o f(x)=123— 2%+ — 1, fungao cubica |fazer figura]

o f(x) =123 — 2% fungdo cibica [fazer figural

o f(x)=ua"— 2%+ 2% -2+ 1, funcdo quértica [fazer figura

o f(z)=x'+ 2?4+ 1, fungdo quartica [fazer figural
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e f(z)=x*— 52+ 6, fungao quartica [fazer figura

Uma propriedade importante das fun¢des polinomiais é a relagao entre o grau
n e as raizes. Toda fungao polinomial de grau n # 0 tem no maximo n raizes.
Por exemplo, a fungao linear (nfo constante) tem no maximo uma raiz, a
quadratica, no maximo 2 raizes, a cubica, 3, etc. As fungdes de grau impar
tem pelo menos uma raiz. Ja as funcoes de grau par podem nao apresentar
nenhuma raiz. As figuras das fungoes cibica e quartica desenhadas acima

ilustram esta propriedade.

Funcgao Exponencial

A fungao exponencial é denotada como exp(x), sendo definida como a série
infinita
2 3 4
x x x
e:cp(:c)—l—i—m%—g—l—y—l———l— (2.38)
Esta soma infinita resulta em valor finito. Esta série é analoga aquelas
usadas para representar dizimas periddicas assim como séries representando

nimeros irracionais.

Como 0! =1!=1,2° =1 e 2! = x, a série acima pode ser reescrita como

20 2t 2?2 2t
exp(ac):m+ﬁ+§+§+g+
ou ainda,
capla) =3
5=0

A funcao exponencial nao pode ser considerada uma fun¢ao polinomial.
As fungoes polinomiais tem grau finito, enquanto a fun¢ao exponencial é uma

soma infinita.
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A fungao exponencial pode ser reescrita como f(x) = exp(x) = €, onde

e ¢ denominado nimero neperiano e é dado por

11 1 =1
e:exp(O):2—|—2|+3'+E+...:Zﬁ . (2.39)
j=0

[colocar grafico de f(z) = e”].
O nimero e é irracional. Uma soma parcial pode ser feita para graus cada
vez maiores, chegando infinitamente préoximo de e. Abaixo estdo as somas

para n = 2,3,4,5 e 6. Usando (2.39),

1 1 1 8 _
e = Z—_1+1+ +-=2-=26

jzoj. 2 6 3
e = j40%_1+1+;+é+i 22—27083
e = sum)_ 31_1+1+;+é+2_14+ﬁ 16603—2716
e = i%_1+1+;+é+i+éo+7io 1792507_2 71805

=0
Calculando e até 31casas decimais temos e = 2, 7182818284590452353602874713527.
O nome fungao exponencial vem justamente da forma e®. O grafico da fungao
f(x) = exp(x) = e* estéa colocado abaixo.
As outras fungbes f(z) = o® (com « > 0) cujo argumento é um expo-
ente também sao chamadas de fungoes exponenciais. No entanto, o termo é
reservado quase que exclusivamente a fungao f(x) = e”.
As fungoes f(xr) = o podem ser reescritas na forma f(x) = e onde

c

a = e°. O termo c pode ser encontrado através da fungao logaritmo, mas
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esta so sera definida em outro capitulo. Para a fungao f(x) = 2%, a constante

¢ ¢ aproximadamente ¢ ~ 0,693 (2 &~ €%0%). Assim f(z) = 2% = 0097,

0,693

Apenas como curiosidade é apresentada o valor de e até n = 4. Partindo

de (2.38) o leitor pode verificar quao boa ¢ a aproximagio 2 ~ %693,

4 .
0603 _ _ N (0,693))
e = exp(0,693) = Z BT
j=0
0,693)2 0,693)3 0,693)*
60,693:1+0’693+(72)+<76)+<724) ’

%093 = 1,998203222083375

As funcgoes f(r) = o” sdo crescentes para o > 1. Neste caso, a expressao
a = e tem ¢ > 0. Para a = 1, a func@o é constante porque f(x) = 1% = 1.

0 0 que reconduz a f(zr) = 1° = % = ¢ = 1. Para

Neste caso 1 = e
0 < a < 1, a funcao exponencial é descrescente. Neste caso, ¢ < 0. Por
exemplo, se a = %, entdao ¢ = —1 porque e ! = % Assim f(z) = (1)9C =e "

[desenhar figura de f(x) =e™*|.

2.4.4 Taxa de variacao de uma funcao

As fungoes podem ser crescentes ou descrescentes. Apenas a func¢ao constante
nao é crescente e nem descrecente. Mas o crescimento da funcao pode nao ser
uniforme. Por exemplo, uma fungao quadratica é crescente em um intervalo
e descrescente em outro.

Mesmo entre fungoes crescentes e descrescentes, ha “graus"de crescimento.
Por exemplo, a fungao f(r) = 2? para x > 0 é crescente. Entre 0 e 1, a fungao
cresceu de 02 = 0 a 12 = 1. Ja entre 1 e 2, o crescimento foi maior: de 12 = 1
para 2% = 4.

Ha um ntimero que pode ser associado crescimento da func¢ao em um
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intervalo. Este ntimero é denominado “taxa de variagao"ou “taxa de cresci-
mento"ou ainda “variacdo média". A taxa de varia¢do de uma fungao f(x)

para um intervalo z; < x < Ty ou mesmo x, < r < x1é definida por

f(x2) — f(z1)

T(flfl, 1'2) = Ty — 11

(2.40)

Se a fungao f(z) for monotomicamente crescente no intervalo, xo > 7 =
f(z2) > f(x1) e a taxa de variagao fica positiva. Quando maior o crescimento
de f(zq) em relagdo a f(z1), maior a taxa de variacao. Caso a fungao seja
monotomicamente descrescente no intervalo, a taxa de variagao sera negativa
porque x5 > 1 = f(xg) < f(z1). Caso a funcdo seja ora crescente, ora
descrescente no intervalo, nao se pode afirmar se a taxa de variagao é positiva,
negativa ou nula.

As relagOes acima se repetem para xo < 7 porque a troca de x; por xs

nao altera a taxa de variagao (2.40)

T(xo, 1) = f(Zﬂ;z :£§I2> = f(xiz : il(xl) = T(x1,x2)

Alguns exemplos de taxa de variacao sao ilustrativos. A taxa de variagao

(2.40) de uma funcao linear (2.32) no intervalo x; e x5 fica

f(wg) = f(z1) _ (axs + F) — (a1 + )

T(CUl, x?) = =
Ty — T1 T2 — X1
are+f —axry —F  arg—ar;  ofry— 1)
T2 — T Lo — Xy T2 — I
Se x1 = x5 a divisao acima recai em uma singularidade %. Mas a propria

taxa de variacao foi definida para x1 # x9. Assim a divisao acima fica:
T(x1,20) = . (2.41)

A taxa de variagao da funcao linear é uma constante, seu proprio coefi-

ciente angular. A taxa de variacao nao depende do coeficiente linear. Assim
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a reta é sempre crescente (a > 0), sempre descrescente (o < 0) ou nem uma
das duas (o = 0).
Em contraste com a fungao linear, a fungdo quadratica (2.34) tem uma

taxa de crescimento que depende de z e x5,

flwe) — f(z1)  (ax3 + By +p) — (axi + fx1 +p)

T = =
(x1,$2) To — Iq To — X1
alz? —22) + By — x
I'(z1,22) = (3 ;z $1( = )

Caso x1 = x5 a divisao acima leva a uma determinacao. Mas a defini¢ao
2.40 ¢é definida para x; # x5. Usando a relagao (23 — z?) = (v9 — 1) (22 + 1)

na expressao acima,
T(xy,29) =alze+x1)+ 5 . (2.42)

A taxa de variacao da funcao quadratica nao depende de p, apenas de «
e n. Além disso, a taxa de variagdo nao depende da substragdo (xs — 1),
mas da soma (xo+ 7). Para ilustrar esta taxa de crescimento, sera escolhido
o caso mais simples de fungao quadrética: « = 1e 8 =0 (f(z) = 2%). A
expressao (2.42) se reduz a T(x1,z5) = x9 + 1.

Desta expressdao, a taxa de cresciemento de f(x) = z? entre 0 e 1 &
T(0,1) = 1 enquanto entre 1 e 2, T(1,2) = 3. Isso confirma a conclusido
anterior. O ritmo de crescimento da func¢ao é maior no intervalo [1,2] do
que em [0,1]. A taxa de crescimento entre 0 e 2 é dada por 7/(0,2) = 2.
Assim a taxa de variagao no intervalo [0, 2] foi a média entre os intervalos
[0,1] e [1,2]. Como para z > 0 a funcdo ¢é crescente, todas as taxas de
variacao sao positivas. Escolhendo intervalos em z < 0, percebe-se que a
fungdo é descrescente. Por exemplo T'(—1,0) = —1, T(=2,—-1) = —3 e

T(—2,0) = —2. Caso os intervalos incluam valores que onde a fungao passe
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de descrescente a crescente a taxa de variacao pode ser positiva, negativa
ou nula. Por exemplo, T'(—1,1) = 0 (os acréscimos e os decréscimos foram
cancelados), T'(—1,2) =1e T(-2,1) = —1.

Estes dois exemplos de funcao ilustram bem as propriedades das taxas de
variagao.

Uma forma de reescrever a taxa de variagao é apelando diretamente a
relacao entre a variagao no argumento e a variagao na funcao na fungao.
Definindo a variacao do argumento como Ax = x5 — x; (0 que equivale a

re = x + Ax), a taxa de variagao fica reescrita como

fz1 + Az) — f(z1)

T(fEl,Al') = A

(2.43)

Por exemplo, a taxa de variagao (2.42) da fun¢ao quadratica escrevendo

Ty = 11 + Az fica
T(x1,Ax) = a2+ Ax)+ 5 . (2.44)

A expressao acima exibe bem como a taxa de variacao varia em relacao
a variacao de x; para x,. Por exemplo, entre os intervalo entre xy = 1 e
x9 = 10, a fungdo f(x) = 2x+ 3 variou f(10) — f(1) = 38. No intervalo entre
r1 =1exzy =2 afungio f(z) = 2? variou f(2)— f(1) = 3. Embora a fungao
f(x) = 2z + 3 tenha variado mais no intervalo [1,20] do que f(z) = 2? no
intervalo [1,2], no primeiro caso a varia¢do no argumento foi de Az = 19
enquanto no segundo caso, apenas Az = 1. E por isso que no primeiro caso
T(1,Az = 19) = T(1,20) = 2 e no segundo caso, T'(1,Azx = 1) = T(1,2) =
3.

Héa ainda outra notacao para a taxa de variacao,

Ay

T(ZL‘l,Al') = E s

(2.45)
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onde Ay = f(x1 + Az) — f(z1) = (a1 + Az) — y(zy).

H4 uma grande desvantagem na notacao acima. A variacao Ay depende
de r e de Ax, nao apenas de Az. A dependencia de Ay em relagao a x
fica implicita na relacao acima. A expressao da taxa de variacao da funcao
quadratica 2.44 é um exemplo disso.

E importante frisar que as variaveis y e z podem ser trocadas por outras.
Por exemplo, se z = f(w), todas as definigdes acima ficariam reescritas. As

tres defini¢oes de taxa de variacao ficariam (2.40), (2.43) e (2.45),

fwz) — f(wy)

T(l’l, l’g) = Wo — wy
T(wy, Aw) — flwy + AAwu)) — f(wy)
Az
T(wy, Aw) = Ao

2.4.5 Calculo Diferencial.

A taxa de variacdo (2.40) depende de dois pontos. Caso os dois pontos
(r1 = ) coincidam, surge um problema matematico ja mencionado na
secao anterior

@) = fle) 0

T = —-—
<x1’x1) 1 — X1 O

Mas, intuitivamente, h& algo similar a taxa de variagao em um ponto
tinico. Por exemplo, a funcdo linear f(z) = 2z + 3 tem taxa de variagdo 2
para quaisquer dois pontos da reta. Intuitivamente, cada ponto da funcao
f(z) = 2x+3 possui uma “taxa de crescimento"positiva, ainda que a definigao
(2.40) s6 existe para dois pontos distintos. No caso da fungao f(z) = 22,

também ha uma percepcao intuitiva de que a fungao cresce com taxas cada

vez vez maiores a medida que os pontos avancam.
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O fisico inglés Isaac Newton (1643-1727) e o alemao Gottifried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) criaram de forma independente um célculo para asso-
ciar cada ponto de uma fungao & uma taxa de crescimento. Este célculo é
denominado célculo diferencial. Ha controvérsias sobre quem dos dois criou
primeiro o calculo diferencial, mas esta discussao foge dos objetivos deste
livro.

A taxa de variagao sempre se refere a um par de pontos xie z5. Embora
x1 # g9, estes dois pontos podem ser aproximados infinitamente. Caso x;
seja um ponto fixo e x5 se aproxime infinitamente de xq, a taxa de variacao

(2.40) nesta condigao ¢ dada matematicamente por
limg, o, T(21,29) . (2.46)

O simbolo matematico lim refere-se & uma operacao que nao sera ex-
plicada neste livro. Por enquanto o leitor pode imaginar que o ponto s
aproxima-se infinitamente de x; sem nunca toca-lo. Caso os pontos se to-
quem 7 = x9 a relagdo (2.40) resulta em indeterminacdo. Caso os pontos
parem de se aproximar, a relacao nao descreve a taxa de crescimento de um
ponto especifico, mas apenas a de um par de pontos.

A mesma relacao poderia ser alcancada fazendo x5 fixo e z1 moével. Neste

caso, a relagao equivalente seria reescrita como
lzmxlﬁxQT(ajla 132)

Para associar algum ntmero & “taxa de variacao"da fun¢ao no ponto z
qualquer da fungao, é usual escrever 7 = x como o ponto fixo e x3 = x,,

como o ponto moével. Assim a expressao (2.46) fica reescrita como

limg,, . T(z,x,)
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Cada ponto z fica associado & uma taxa de crescimento porque x,, de-
saparece da expressao. Como ha um tnico valor na expressao acima para
cada x, a expressao acima é uma funcao de x. Esta funcao é denominada

"derivada de f(x)"e é simbolizada por f'(x),
f(z) =limg,, . T(x,x,) . (2.47)

A expressao (2.47) pode ser reescrita de acordo com as definigoes de taxa
de variagao. A derivada de acordo com a definigao (2.40) fica

f(xm) = f(2)

2.48
pr—— (2.48)

f(z) = limg,,

Também é muito usual escrever a derivada de acordo com a taxa de
variagdo de acordo com a defini¢ao (2.43). Em outras palavras, x; = z e
Tm = x+Ax. Neste caso, o limite x,, — x equivale az+Azxr — = = Az — 0.
Substituindo esta forma reescrita na expressao (2.43) mantendo o limite da

expressao (2.48),

f(z+ Az) — f(z)
Az

f(x) = limaaso (2.49)

Cada ponto z fica associado & uma taxa de crescimento porque Ax desa-
parece da expressao. Enfim, a derivada (2.47) pode ser reescrita de acordo
com a defini¢ao (2.45),

/ . A
fix) = lzmAHoA—i : (2.50)

Esta ultima definicao de derivada motivou uma outra notacao para a
derivada
)~ @)
dx dx

Esta notagao é excelente para visualizar que Ax — 0 = Ay — 0. As duas

(2.51)

variagoes infinitamente pequenas ficam representadas por letras mintisculas.
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O problema desta notacao é que a derivada nao ¢ uma divisao, mas sim o
limite de uma divisao. Por menor que seja Ax e Ay, se eles nao se aproximam
infinitamente de 0, a derivada nao é uma funcao de um tinico nimero real,
mas a de dois ntimeros reais. Este topico seré explorado ainda nesta secao.
A partir das taxas de variacao das funcoes linear e quadratica é possivel
calcular a derivada destas fungoes.
Em primeiro lugar, a derivada da funcao linear a partir da expressao

(2.41) com a definigao (2.47) fica
f(z) =limg,, T (x,x,) = lim,,,_.m

Como a constante m nao depende de z,,, o limite nao afetard a expressao
acima. Assim, f'(z) = a.

Algumas notagoes sao comuns para representar a derivada a partir da

funcao,
(ax+p) =a (2.52)
ou, usando a notagao (2.51),
d(ax + 3)
—_—t = . 2.53
o a (2.53)

Estas notagoes podem ser generalizadas para qualquer funcao. O estu-
dante deve dominar as duas notagoes. A derivada de f(x) = az? + Sz + 7

pode ser obtida a partir da taxa de variagao (2.44) e da definicao (2.43),

d(az? + Bz +7)
dz

d(az? + Bz +7)
dx

d(az? + Px + )
dx

= lima,—oT(z, Az)

= limaz—o(m(2a + Az) 4+ B)nonumber  (2.54)

= 20r+f (2.55)
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ou, usando a outra notagao,
(az® + Bz +7) =20+ . (2.56)

Uma propriedade extremamente interessante da derivada da funcao qua-

dratica ¢ que a derivada no vértice (2.35) ¢ nula. Partindo da relagao acima,

f'(z) = 2ax+p
F—ly = Qa( B)+6=—6+5

2a

==y =0 . (2.57)

2.4.6 Regras de derivagao.

O calculo da derivada de uma fungao f(z) nem sempre é simples como no
caso da funcao linear e da funcao quadratica. Os matematicos desenvolveram
algumas regras que facilitam a obtencao da derivada. Como o tépico do livro
é Fisica, as regras de derivacao apresentadas serao especificamente aquelas
que serao usadas ao longo deste livro. Além disso, ndo serdao apresentadas
provas matematicas de nenhuma das regras.

Em primeiro lugar, comeca-se com as fungoes conhecidas. Partindo-se
das relagoes (2.52) e (2.53),

d(az + )

= (ax+p) =a . (2.58)

A regra (2.58) permite calcular a derivada de uma constante. A funcao
constante f(z) = ¢ pode ser reescrita como f(z) = 0z +c. Assim f(x) é uma
fungao linear com o = 0 e § = ¢. Substituindo estes valores em (2.58),

dc
— = = ) 2.
o= 0 (2.59)
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A fungao identidade f(x) = x também pode ser derivada a partir de 2.58.
Substituindo em 2.58 o = 1 e § = 0 chega-se a

dz ,
—=7=1 . 2.60
o= (2.60)
As regras (2.55) e (2.56) permitem escrever a derivada da func¢do quadra-

tica,
d(ax? + Bz + )
dz

A derivada de f(z) = x? pode ser obtida a partirde a =1, 3 =~ =0
em (2.61),

= (agj2 + Bx + ’y)/ =20+ . (2'61)

d 2
% = (2% =2 . (2.62)

Para fungoes poténcia da forma f(x) = 2™, a derivada é

dz™

= (z") =na™t . (2.63)

E interessante calcular alguns casos desta regra. Paran = 0, aregra (2.63)
fica sendo % = 0z~! = 0, o que é coerente com (2.59) porque f(z) = 2° =1,
que é uma fungao constante. Para n = 1 em (2.63), (z!) = 1271 =20 =1,

o que é coerente com (2.60) porque f(x) = z' = x. Paran = 2 em (2.63),

% = 22?71 = 22! = 22, 0 que é coerente com (2.62). Outros exemplos que

4

merecem atengao da regra (2.63) sfon =3, n =4, n = %, n=gzn=-le

n=—2,

3
(ili = 3271 =327
T
() = 4o = 423
1
T T
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i 1 = dm_l = —11‘7171 = —xiQ —= —l
dr \z

1\ 2
(;) = (@) =201 = 2% = -2

As regras acima referem-se a funcoes particulares. Ha relagoes para fun-

¢oes em geral,
def(@) _ df(@)

— 2.64
dz de (2.64)

ou, na outra notagao,
(cf(x)) =cf'(x) ,labeleq : regraprod.const.ii (2.65)

onde ¢ é uma constante. Alguns exemplos de aplicages de (2.329) ou (?7?)
seguem abaixo.

Neste exemplo serdo usadas (77?) e (2.62),

Enfim, temos a conhecida regra da soma,

df(x)  dg(x) _ d(f() +g(x))

= 2.66
dx dx dx ’ (2.66)
ou, na outra notagao,
(f(z) +g(x)) = f(z) + g'(x) (2.67)
Neste exemplo, serd usada a regra (2.66) com (2.329) e (2.63),
5 3 5 3 3
da” +47) _ do? AU e g9 s oy
dx dx dx dx

Ja neste exemplo sera usada (2.67) com (?7), (2.59), (2.60) e (2.63),
(ax? + Bz +7)" = (az?) + (B2) + (v)
(ax®+ Bz +7v) = a@®) +Bx) +0

(az? + Bx+v) = ax)+B=22z+8 |,
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o que coincide com (2.61).

Ha intmeras outras fungoes e regras de derivagao que nao serao apre-
sentadas neste capitulo. A medida que estas regras e fungoes se tornarem
necessarias, elas serao apresentadas nos proximos capitulos.

A derivada da funcao exponencial pode ser calculada a partir da defini¢ao

(2.38) e (2.39) com as regras (2.66), (2.329), (2.59), (2.60) e (2.63),

de® d x? 3 gt
= - itr+ )
dx dx ! !

de* d(1)+dx+d x? er a3 +d x! N
de ~—  dr dx  dx \ 2 dx \ 3! dx \ 4! ’
de* 041+ 1 da:'2+ 1 dgr;3+ 1 d:c4+
de 2 ) dx 3 dx 4 ) dx 7
de* 0414 1 dx2+ 1 d:c3+ 1\ da?
de 2 ) dx 3 dx 4! ) dx ’
de 1 INL o, (1)
i 1+<§)2$+<§)3x+ 1 da” + ... .
Levando em conta que % = ﬁ,
de” ] 2 28 o
o +$+§+§+...—6
Assim,
dex x\/ x
De forma andloga, a derivada de f(z) = e fica
d CT
; = (e”) =ce” . (2.69)
x

Seguem dois exemplos de aplicagao de (2.69)

a
(6—:(:)/ — (e(—l)z)/ — (_1)6(—1)513 — _e—x
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Ja neste exemplo serdo usadas (2.68) e (2.329)

d(5e”) de® .
IR

2.4.7 Interpretacao geométrica da taxa de variagao e da
derivada.

Uma reta paralela ao eixo x corresponde a uma fungdo constante f(x) = .
Esta reta é paralela e distinta do eixo x caso § # 0, mas ela coincide com o
proprio eixo x se f = 0. Uma reta f(z) = az +  com a # 0 cruza o eixo
£ em um unico ponto, a raiz da fungao x = —g. O angulo que a reta faz
com eixo x ¢ indexado como ¢. Para o argumento z = —g + 1 chega-se a
f(—g + 1) = @ . Ha um tridngulo retangulo definido pelos pontos (—g, 0),
(—2+1l,a)e (—g +1,0). Estes trés pontos formam um triangulo retangulo.
Embora a definicao de tangente como cateto oposto sobre cateto adjacente
seja incompleta, ela podera ser usada neste caso. A tangente de ¢ é tgp = a.
Em suma, o coeficiente angular da reta é a tangente do angulo que esta
intercepta o eixo x se o # 0.

Para a = 0, ou o angulo ¢ nao ¢é formado ou as retas coincidem (8 = 0).
No caso de coincidéncia ¢ = 0 e tgp = 0 = «, 0 que mantém a relagao entre
o e a.

Se a reta éfor crescente, 0 < a < oo = 0 < tgp < 0o, entao 0 < ¢ < 7.
Mas se a reta é descrescente (—oo < a < 0 = —o0 < tge < 0), ha duas
interpretacoes para ¢. Ou se considera que ¢ é o angulo formado no sentido
horario entre o eixo x e a reta, ou ¢ é o angulo formado no sentido anti-
horario entre o eixo x e a reta. No primeiro caso o angulo é negativo e esté

no intervalo —% < ¢ < 0. Usando a relacao trigonométrica tg(—¢) = —tg¢,

a tangente de ¢ ficaré no intervalo —oo < tg¢ < 0. No segundo caso o angulo
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¢ positivo e estd no intervalo § < ¢ < 7. Usando a relagao tg(m — ¢) = —tg¢
chega-se a condicao —oo < tgp < 0. Em ambos os casos, tg¢ = « é negativa.

[figura com reta cruzando o eixo x e fazendo um angulo «f.

A funcao tangente sera vista em pormenores no capitulo IV.

Em uma curva (que ndo seja necessariamente uma reta) cuja fungao é
f(x), é possivel passar uma reta que cruze dois pontos quaisquer. A equa-
¢ao da reta serd g(z) = ax + (B, onde g(x) para a fun¢do linear serve
para distinguir de f(z), a curva. Os dois pontos em que a reta g(z) in-
tercepta a curva f(z) sao dados por z7 e za: f(x1) = g(z1) = azy + P e
f(z2) = g(x2) = awy + 5. Substraindo f(z3) e f(x;) chega-se a
f(x2) = f(@1)

f(xa) = fla1) = oz — 1) = o = g

A taxa de variagao na definigao 2.40 coincide com o coeficiente angular
da reta. Portanto, a taxa de variagao da fungao f(x) no intervalo [x1,z5]
pode ser interpretada geometricamente como o coeficiente linear da reta que
cruza a curva nos pontos xje xs.

Por exemplo, a fungao f(x) = x? no intervalo [1,2] tem taxa de variagao
T(1,2) = 3. A reta que intercepta a funcdo neste intervalo é g(x) = 3z —2 =
T(1,2)x — 2.

A derivada pode ser definida como a taxa de variagao no intervalo [z, x,,]
com x,, infinitamente proximo de = (ver 2.47). A reta que liga x e x,, tende
a tornar-se a reta tangente a curva no ponto x. Como a taxa de variagao é o
coeficiente linear da reta que liga os pontos x e x,,, a derivada é o coeficiente
linear da reta tangente a curva no ponto z.

Continuando com o exemplo da funcao f(z) = z?, toda a reta que in-

tercepta a curva no ponto (1,1) tém equagdo g(z) = ax + 1 — a (ou seja,



2.4 Funcoes 93

B = 1—a). No exemplo anterior onde a reta cruzava a curva nos pontos (1, 1)
e (2,4), a = 3. O leitor pode testar geometricamente que a tnica reta que é
tangente a curva no ponto (1,1) tem equagao g(z) = 2x — 1. A derivada de
flx)=2%¢é f'(z) =2v eem z = 1 ela vale f'(z) = 2. O coeficiente angular

da reta g(z) é 2.

2.4.8 Calculo integral.

O espago entre uma curva descrita pela fungao f(z) e o eixo x é uma superficie
bem delimitada. Limitando esta superficie por retas verticais com equagoes
xr = x1 e T = xq (retas verticais ndo sao fungoes), a superficie fica limitada. A
diferenca entre a area da parte da superficie que fica acima do eixo x menos
aquela que fica abaixo é chamada de integral. A defini¢ao s6 se tronaré clara
com exemplos.

O simbolo de integral é

7f(x)d:c

Os exemplos abaixo com a fungao linear f(x) = 2z + 3 ilustram o que é

integral. A expressao
2

/ (20 + 3)da

1

¢é a diferenca entre a area da parte da superficie que fica acima do eixo x
menos aquela que fica abaixo. O espago entre a reta f(x) = 2z + 3 e 0 eixo
x entre 1 < x < 2 fica inteiramente acima do eixo z. Em outras palavras, a
area abaixo do eixo x serda 0. Assim, esta integral é apenas a area da parte
da superficie que fica acima do eixo x. Entre a reta f(z) = 2z + 3, o eixo

T e as retas verticais x = 1 e x = 2 forma-se um trapézio. As bases deste
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trapézio sao respectivamente B = f(2) =7 e b= f(1) = 5 enquanto a altura

é¢ h =1. A &rea do trapézio é dada por

B+ b)h 1
A= BEDL_ (@1

enquanto a area abaixo do eixo x é A_ = 0. Portanto,

2
( ) + )

1
2

/ (20 +3)dz = 6
1
|[desenhar figura da regido descrita acimal.
Outro caso interessante ¢ a integral f32(2x + 3)dz.
Neste caso, a reta f(x) = 2x + 3 fica acima do eixo z para —% <z <2,
e abaixo dele para —2 < z < —%. A integral é a diferenga entre a area da
parte da superficie que fica acima do eixo z (no intervalo —% < < 2) menos
aquela que fica abaixo ¢ chamada de integral (-2 < z < —32).
A superficie acima do eixo x é é um triangulo retangulo cujos catetos sao
f2)=Ted?2,-3)=12—(=2)| =1 A area do triangulo retangulo acima

do eixo z fica:

Abaixo do eixo x had um tridngulo retangulo cujos catetos sao |f(—2)| =

| — 1] =1ed(-2, —%) =|-2- (—%)| = % A 4rea abaixo de z sera




2.4 Funcoes 95

A integral é a diferenca entre a area da parte da superficie que fica acima

do eixo x (A, ) menos aquela que fica abaixo é chamada de integral (A_),
2

/(2x—|—3)dx = A+—A_:44—8 ,

-2
2

/(2x+3)dx = 12

Z2
: _ _3
Por ultimo sera calculada a integral [?(2x + 3)dz.
A superficie entre a reta e o eixo = esta todo abaixo do eixo x. Assim a
area acima de x A, = 0. A superficie abaixo do eixo z ¢ o tridngulo retangulo

com catetos 1 e % da integral anterior. Assim a area abaixo de x é A_,

(NI

/(2x+3)dz = A_A'__A_:O_}l :

-2

/(2x+3)dx = —

-2

Njw

O estudante podera, como exercicio, provar que f__21(233 + 3)dz = 0.

Felizmente os mesmos criadores do calculo diferencial também criaram o
calculo integral. Newton e Leibniz descobriram independentemente o “teo-
rema fundamental do célculo". O teorema estabelece uma relagao entre a

integral e a derivada,

€2

/ (dj;(;)) dz = f(w2) = fz1) (2.70)

1

ou com outra notagao

/ Fla)de = flas) — flo) . (2.71)
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Geralmente, a diferenga entre fungdes f(xy) — f(x1) é representada por

f Asim
/(%g»dx:ﬂ@g | (2.72)

1

O teorema fundamental é usado para calcular integrais. Como exemplo,
sera recalculada a integral f12(2x + 3)dz.

Reescrevendo a integral acima de acordo com o teorema fundamental do
célculo eq. (2.70),

li(ﬁgﬁdx:ﬂm—fu>

O primeiro passo é procurar uma funcao f(z) cuja derivada é 2x + 3.

Esta fungao ¢ f(r) = 22+ 3x. O estudante pode derivar f(z) como exercicio.

Calculando f(2) = 10 e f(1) = 4 e substituindo acima, ff d(xi;jx) dx = 10—6.

Portanto, temos
2

/(2x—|—3)dm:6 )
1
o que concorda com o resultado anterior desta mesma integral.

Outro exemplo é a integral da fungao quadratica g(x) = x? — 6z + 5 entre
suas raizes 1 e 5, [ (22 — 6z + 5)dz.

Reescrevendo tudo na forma do teorema fundamental (2.71), |, 15 f(z)dr =
1(6) = /(5).

A fungao f(z) = %3 — 322+ 5z satisfaz a relacao acima. Para provas basta
usar as regras de derivagao (2.66), (2.329), (2.63) e (2.60),

xS 3

(E —3z% +53) = (3)' + (=32*) + (5z)"
(5 s 450) = L@ -3 45
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x? 2 / Lo o
(5—3.75 +5z)" = (5)31' —3%x2z+5
3
(§—3x2+5x)’ = 22 —62+5
Calculando-se f(5) = —2 e f(1) = —2 e substituindo, temos

/(x—s—5—x2+6x>d — f6) - f5) |

3 2
: 25 )
_Se46)dr = —— (-2
/x T+ 3 ( 3) )
5
20
/(x — bz +6)dr = -3

5

O trecho da parabola com concavidade para cima e com duas raizes esta
abaixo do eixo z. E por isso que a integral acima ¢ negativa.

H& intimeras regras para o calculo integral. Mas descrever o calculo in-
tegral em detalhes é apropriado apenas para livros de céalculo diferencial e
integral. Com os procedimentos descritos até aqui o estudante podera efetuar

e resolver exercicios envolvendo integral.

2.5 Posicao como funcao do tempo.

Nesta secao a cinematica propriamente dita serd desenvolvida em porme-
nores. Construindo primeiramente o arcabougo matematico para descrever
a Fisica, muitos aspectos do movimento ficam esclarecidos. Mesmo que o
futuro professor do ensino médio nao venha a explicar a cineméatica com a
abordagem desenvolvida neste livro, é importante que ele saiba interpretar

as equacoes da Fisica.
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2.5.1 Tempo como parametro, posicao como fungao.

Neste capitulo esta sendo explorado o movimento de um corpo pontual em
uma reta espacial. O corpo esta localizado em um ponto da reta espacial
em um momento especifico. Assim, é possivel contruir um par ordenado do
ponto que o corpo ocupa s, com o intante de tempo que ele esté neste ponto
ta. Na verdade, ha dois pares ordenados possiveis: (s4,t4) € (ta,54).

Um corpo nao pode se localizar duas vezes no mesmo lugar. Até hoje
nao ha provas experimentais de bilocagao, ou seja, nunca foi observado um
uinico corpo em dois lugares ao mesmo tempo. Em linguagem matematica,
para cada instante ¢ ha uma tnica posi¢ao s. Assim, a posicao é uma funcao
do tempo, s = f(t).

A notacg@o acima nao é muito usada. Em seu lugar usa-se uma notagao
similar a y = y(z) onde y é ao mesmo tempo um valor numérico e uma
funcdo. Assim, s = s(t).

Embora s como numero indique a posigao, s como fun¢ao s(t) é chamada
de movimento.

Se um corpo pudesse voltar no tempo, ele poderia reencontrar-se. Ele
ocuparia dois lugares ao mesmo tempo. A posigao deixaria de ser uma fungao
do tempo. Toda a Fisica Cléassica se baseia na ideia de que o tempo segue
inexoravelmente. As impossibilidades de bilocagao e do tempo inverter-se
estao intimamente ligados.

Um corpo pode sair do ponto A para o ponto B e retornar para A.
Observando apenas para o espago, o corpo deslocou-se As,p e depois Asga.
O deslocamento total foi de Assp + Aspa = Asqq = 0. Mas observando o
tempo, o corpo saiu do instante t4 para tg em At p. No entanto, mesmo que

o corpo volte ao ponto A, o tempo nao retornou para t4. Assim, o instante
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que o corpo voltou a A nao pode ser indexado como t4. Representando o
instante de retorno a A como to > t,, chega-se aos intervalos de tempo
Atap + Atge = Atac > 0 porque Aty > 0 e Atge > 0. Em suma, sy
esta associado a dois instantes distintos ¢4 e to. Neste caso, a posicao nao é
funcao do tempo. Um corpo nao pode ocupar dois lugares ao mesmo tempo,
mas pode estar, em dois tempos, em um mesmo lugar.

Usando o formalismo desenvolvido até agora, é interessante deixar de
descrever a posi¢ao indexada pelo ponto (neste caso s4 e sg) para descrever
as posigdes como fun¢ao do tempo. Assim s4 = s(t4) = s(tc) e s(tp). Assim
fica claro que ha duas posicoes, mas ha trés instantes de tempo.

Caso o corpo pontual nunca retorne em seu movimento, cada instante
de tempo estara associado a uma Unica posi¢do. Somente nesta situacao o
tempo seria fungao da posigao (t = t(s)). Como os fisicos estudam sistemas
os mais gerais possiveis, apenas a situacao geral serd estudada. A posicao é
uma fun¢ao do tempo (s = s(t)), nunca o contrario.

Com os pares (,s(t)) as trajetorias dos corpos ao longo do tempo po-
dem ser representadas em graficos. Nestes gréficos, o eixo do tempo aparece
apenas a partir de ¢ > 0. No lugar de um plano cartesiano com os eixos do
tempo e da posicao, hd um semiplano com a semirreta horizontal do tempo
e a reta vertical do espaco. E importante informar nos graficos desenhados
quais as unidades de espaco e de tempo. O eixo do tempo e a reta espacial
nao sao adimensionais.

Abaixo ha alguns exemplos de movimentos. Os nomes dos movimentos

so farao sentido ao longo do capitulo:

e Movimento retilineo uniforme (MRU) é uma fungao linear do tempo

s(t) = at + B.
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e Movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) é uma fungao

quadratica do tempo s(t) = at? + Bt + .

e O movimento s(t) = v — ae P (onde v > a) nio tem um nome espe-
cifico, mas descreve corpos que béiam em um liquido e sao freados por

eles.

As constantes dos movimentos tem relacao direta com o movimento que
elas descrevem. Em outroas palavras, hd um significado fisico para estas
constantes. Estes significados serao explorados ao longo deste capitulo.

Nas segao anterior, z e y(x) eram ntumeros reais. E importante frisar
que t e s(t) tém dimensoes respectivas de tempo e de espago. As constantes

deverao ter unidades também.

2.5.2 Analise dimensional da fungao s(t)

As fungoes estudadas na se¢ao anterior relacionavam um nimero real x com
outro ntmero real f(x). Ja a funcado s(t), ¢ uma rela¢do entre um instante
t e uma posigao s(t). No lugar de dois ntmeros reais, ha duas grandezas,
uma com dimensao de tempo e outra, de espaco. Assim, é necessario tomar
cuidado na analise dimensional.

Por exemplo, no MRU s(t) = at + 3, as constantes « e § nao podem
ser adimensionais. O coeficiente linear da reta S deve a mesma dimensao de
espago. O termo at também deve ter dimensao de espago. Assim, a deve ter
dimensao de espaco sobre tempo.

Outro exemplo ¢ o MRUV s(t) = at? + 8t + . A constante v tem
dimensao de espaco, § tem dimensao de espaco sobre tempo e atem dimensao

de espaco sobre tempo ao quadrado. Enfim, para o movimento de arraste,
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as constantes « e v tém dimensao de espaco, enquanto $ tem dimensao de
inverso do tempo.

E comum que os livros didaticos omitam as unidades das constantes.
Isto se deve ao fato de que hé algum sistema de unidades implicito. Por
exemplo, o Brasil adota o SI. Cabe ao estudante interpretar as dimensoes
das constantes. Por exemplo, no MRU, s(t) = 5t + 3.

As unidades estao sendo omitidas. Levando-se em conta que o SI esta
sendo adotado, a fun¢ao acima deve ser interpretada introduzindo as unida-
des correspondentes. O ntmero 3 deve corresponder a uma unidade espacial
porque no lado direito da igualdade ha uma grandeza espacial. Assim, o
nimero 3 deve ser interpretado como 3m. J& o nimero 5 deve ter unidade de
espaco sobre tempo para que 5t tenha unidade de espaco. Entao 5 significa
5m/s. Para calcular a posigdo no instante ¢t = 3s, basta escrever ¢ = 3 na
fungao acima, s(3) =53+ 3 = 18.

Embora a resposta seja o niimero 18, a resposta deve ser interpretada
como o namero acrescido da unidade m: s(3s) = 18m.

Reescrevendo s(t) com as unidades do SI:
s(t) = (5m/s)t + 3m
para t = 3s chega-se a
s(3s) = (5m/s)(3s) + 3m = 15m + 3m = 18m

Com as unidades explicitas em s(t), a unidade nao precisa ser colocada
posteriormente.

Outro exemplo de omissao de unidade aparece na funcao abaixo.

s(t) =2t* + 3t + 4
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Colocando o tempo em unidade de s a resposta fica em m. Por exemplo
t = 3s indica a posi¢ao s(3) = 31, logo s(3) = 31m. Colocando a equagao

acima com as unidades explicitas chega-se a:
s(t) = (2m/s*)t* + (3m/s)t + 4m

A unidade m/s? foi colocada para cancelar o s*> que aparecerd em 2.

A vantagem da omissao da unidade é que a conta fica explicita. Aparecem
apenas nimeros. Mas a desvantagem aparece para grandezas com a unidade
fora do SI. Por exemplo, no MRU acima no instante ¢ = 2h esta em algum
lugar. No entanto o tempo estd em “horas"(h). Caso se substitua t = 2
na fungao s(t) = 5t + 3 chega-se & s(2) = 13. A resposta s(2) = 13m ¢
correta para t = 2s, mas nao para t = 2h. Seria como se o corpo pontual
em MRU estivesse no mesmo lugar nos instantes 2h e 2s. A solugao para
o problema é converter o tempo para a unidade do SI, segundo (s). Assim
t = 2h = 2(3.600s) = 7.200s. Substituindo-se t = 7.200s em s(t) chega-se a
s(7.200) = 2(7.200) + 3 = 14.403. A resposta ¢ s(7.200s) = 14.403m. Caso
as unidades nao sejam omitidas, o erro por nao converter as unidades nao
aparece. Assim o corpo pontual no instante ¢ = 2h (sem converter a unidade)

esta em:
s(2h) = (2m/s)(2h) + 3m = 4m(h/s) + 3m

A unidade h nao cancela a unidade s. A resposta acima esté correta, mas
ela nao estd em SI. Ela nem sequer fornece uma idéia de onde o corpo esta.
H& duas saidas: ou se coloca a hora em unidade de segundo ou o inverso.

Para manter tudo no SI, a hora sera convertida para segundo.

s(2h) = 4m(3.600s/s) + 3m = 4m(3.600) + 3m



2.5 Posicao como funcao do tempo. 103

s(2h) = 14.400m + 3m = 14.403m

Muitas vezes a unidade é omitida mas o sistema nao é o SI. Por exemplo,
a posicao de um carro pode ser dada em quilometros e o tempo em hora.
Mas neste caso, é necessario informar de algum esta unidade. O exemplo

abaixo mostra uma fungao s(¢) nestas unidades.
s(t) =72t +30 (km,h)

Na equagao acima fica claro que o espago estd em unidade de km e o
tempo em h. Para usar a férmula acima omitindo as unidades é necessario

converter a posicao para km e o tempo para h.

2.5.3 Posicgao inicial

A posicao de um corpo comeca a ser medida no instante em que o cronémetro
é ligado t = 0. Através das fungoes s(t) é possivel saber qual a relagao entre
a posicao inicial e as constantes que definem o movimento.

A posicao inicial geralmente é representada como sg. A posigao inicial
sp nao deve ser confundida com sp. A posigao inicial é por definigao s(0) =
s, sendo que sy pode ou nao ser nula. Ja sp é a posicao da origem e
necessariamente sp = 0.

No caso do MRU (2.5.1), s(0) = §. Assim a posicao inicial s = f é o
coeficiente linear da reta. Como foi visto anteriormente, na fungao linear o
coeficiente linear corresponde ao valor da funcao onde o argumento é nulo.
Também ¢ interessante notar que ja havia sido previsto que 3 tem dimensao

de espago. Assim o MRU pode ser reescrito como:
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s(t) = at + sg (2.73)

Ja para o MRUV, s(0) = ~. Analogamente, v = sy na funcao quadratica
corresponde ao valor onde o argumento é nulo. Também havia sido previsto

que v tem dimensao de espago. O MRUV (2.5.1) pode ser reescrito como:

s(t) = at® + Bt + sg (2.74)

Para o movimento de arraste 2.5.1 s(t) = v — ae™?!, sy = v — . Como
a e v tem dimensao de espago, a grandeza v — o também é espacial. As
constantes a e v nao sao independentes, portanto, a pode ser escrita em

fungao de v como a = 7 — sy. Reescrevendo o movimento de arraste 2.5.1.

s(t) =7 — (v —so)e™™ (2.75)

O movimento de arraste tem uma peculiaridade. Quando o tempo é

infinitamente longo, a exponencial e tende a 0. Entao

iy —oo5(t) = limy_eoy — (7 — s0)e P =7 — (7 — 50)0 = 7

Assim v também tem um significado especifico: a posicao final, designada
por sy. Substituindo 7 = sy na equacao 2.75 do movimento de arraste fica:
s(t) = sp — (55— sg)e " (2.76)

No sistema internacional de unidades, sy é medido em metros (m) porque

S0 ¢ uma grandeza espacial.
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2.5.4 Velocidade média.

Em linguagem popular e até em alguns livros de ensino médio velocidade é
definida como:

SB — 5S4

v = (2.77)

tp—ta
ou algo similar.

Os problemas da defini¢ao acima surgem quando hé dois valores distintos
de tempo em que o corpo se encontra na posicio A ou B. E o mesmo
problema enunciado na subsecao anterior. Por exemplo, o corpo pode se
deslocar de A para B, depois de B para C, e depois retornar para B. A
expressao acima nao deixa claro se tg é o primeiro intante ou o segundo em
que o corpo ocupou B.

Usando a posigao como fungdo do tempo s = s(t), a ambiguidade fica
removida. Os fisicos definem dois tipos de velocidade: velocidade média e
velocidade instantanea. A velocidade média é definida a partir da expressao

2.77, mas no lugar de deixar s e t em fungao dos pontos, usa-se s = s(t):

S(tg) — S(tl)

2.
Py (2.78)

U(tl, tg) =

Comparando a definicao de velocidade média acima e a definigao de taxa
de variagao 2.40, a velocidade média é a taxa de variacao da fungao s(t) no

intervalo entre os instantes ;e to.

(ti,ts) = T(t1, ts) (2.79)

Usando as outras duas defini¢oes de taxa de variagao 2.43 e 2.45, a velo-

cidade média também pode ser definida como:
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sty + At) — f(t1)

(ti, At) = < (2.80)
As
’U(tl, At) = E

A notacao mais comum para a velocidade média em livros do ensino
médio é a terceira definicao. No entanto, ela tem os inconvenientes ja citado
anteriormente e mais um outro. Muitos livros didaticos definem As = sg—s4
e At =tp —t4. A definicdo de As esta correta, porém é necessério informar
que a posicao é uma funcao do tempo. A expressao 2.80 é mais adequada do
que a defini¢ao acima.

A velocidade média é a divisao de uma grandeza espacial por uma tem-
poral. Como no sistema internacional de unidade SI as dimensoes de espago
e de tempo sdo respectivamente metro (m) e segundo (s), a dimensdo de
velocidade no SI é metro por segundo m/s. Para interpretar o significado do
m/s, tal velocidade é a necessaria para percorrer um metro em um segundo.
Por exemplo, um corpo com 3m/s tem 3 vezes a velocidade de m/s. Em
outras palavras, ele percorre 3m em 1s.

Outra unidade muito usada é o km/h. A interpretacdo desta unidade é
analoga: km/h é a velocidade para percorrer 1km em 1h. Comparada com a
caminhada humana, esta velocidade é baixa. Uma pessoa caminha em média
5km em 1h, ou seja, 5km/h. A conversao de uma unidade na outra depende

das conversoes da unidade de espago e de tempo.

“h 3.600s 3,6/ s

l{:m_l.OOOm_(l)m

Fica claro que o km/h é uma unidade de velocidade menor do que o m/s.

Para representar a mesma velocidade em km/h e em m/s, o nimero na
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segunda unidade é menor. Por exemplo, 36km/h = (36/3,6)m/s = 10m/s.
A velocidade média de um MRU pode ser calculada a partir da funcao
linear. A fungdo linear f(x) = ax+ [ tem taxa de variagao independente dos
extremos dos intervalos z; e xo. Analogamente o MRU s(t) = at + so tem
velocidade média (que é uma taxa de variagao) independente dos instantes
t1 e t. Usando a definicao 2.79 com a taxa de variagao da funcao linear 2.41

no MRU 2.73 chega-se a:
’U(Zf1, tg) = T(tl,tg) =

Assim a velocidade média em um MRU é uma constante, o coeficiente
angular da reta. Como a velocidade média no MRU ¢é constante, é possivel
representa-la sem o intervalo de tempo v(t;,t;) = v. Consequentemente, a
constante a do MRU pode ser reinterpretada. O coeficiente angular da reta
a = v(t1,t2) = v é a velocidade média no MRU. A expressao 2.73 do MRU

pode ser reescrita como:

s(t) = vt + 5o (2.81)

[desenhar grafico de s(t)].

A “férmula"acima implica que o MRU depende apenas da velocidade e
da posigao inicial. No grafico de s(t), o coeficiente linear da reta é a posigao
inicial sy e o coeficiente angular é a velocidade média v.

A velocidade média v tem dimensao de espaco sobre tempo. Isso confirma
a previsao de que a do MRU tem dimensao de espaco sobre tempo.

A velocidade média do MRUA também pode ser calculada em um caso
geral. Combinando a expressao da velocidade média 2.79 com a taxa de

variacao da fungao quadratica 2.42 chega-se a:



108 Mecanica

U(tl, tg) = Oé(tl + tg) + 6 (282)

Assim a velocidade média no MRUA nao é constante como no MRU. A
velocidade média aumenta com a soma dos tempos. A mesma velocidade

média também pode ser calculada pela expressao 2.44.

v(ty, At) = a(2t; + At) + 3 (2.83)

Os exemplos abaixo ilustrarao o conceito de velocidade média.

e Um inseto entrou em um cano e saiu pelo outro lado. Se o cano 2, 5m
de comprimento e o bala levou 0,5s para atravessar o cano, qual a

velocidade média do inseto durante o percurso?

O inseto é aproximado por um corpo pontual e a trajetoria por uma reta.
A origem da reta espacial ¢ um extremo do cano sy = s(0) = 0. O outro
extremo fica com posigao s(0,5s) = 2, 5m. A velocidade média pela definigao
2.78 fica:

s(0,5) —s(0)  2,5—-0
0,5—0 0,5

v(0,(0,5)) = 5

a velocidade meédia ¢ de v(0, (0,5)) = 5m/s.

e A posicao de um determinado carro freando a partir da origem pode
ser descrita a partir da fungao: s(t) = —4t? + 16¢t. Qual a velocidade
média nos dois primeiros segundos? Apenas como curiosidade, o carro

ird4 parar em 2s.

O estudante pode verificar que se trata de um MRUV. As posi¢oes extremas

sao s(2s) = 16m e s(0) = 0. A velocidade média é dada por 2.78:
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5(2) —s(0)  16—-0

v(0,2) 20 2
Resp.: velocidade média serd v = 8m/s.
O estudante pode verificar que se trata de um MRUV com o = —4m/s>

e B = 16m/s. Usando diretamente a relagdo 2.82 nos instantes t; = 0 e

t2 = 2s.
v(0,2) = (-4)(0+2) + 16 =8
0 que coincide com a resposta anterior.

e Um corpo largado em queda livre segue a funcao s(t) = —5t% + 45.

Qual a velocidade média durante a queda da altura 40m até o solo?

A queda do corpo termina no solo s(t) = 0. Apenas como curiosidade, o
corpo foi langado de uma altura de sy = s(0) = 45m. O estudante pode
conferir que os instantes em que o corpo atinge a altura de 45m e o solo sao

t =1s et =3s. Aplicando 2.78.

0(0,3) = 3(3?2:;;(1) _ 0—240 _ o

Resp.: velocidade média v(1s,3s) = —20m/s.
O movimento ¢ um MRUV com a = —5m/s? e § = 0 que comegou em
t1 = 1s e durou At = 2s. Assim o estudante pode usar diretamente a relagao

2.83:
v(l,At =2)=(=5)(2*1+2)+0=-20

o que coincide com a resposta anterior.
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e Um corpo segue a funcio polinomial s(t) = t* —#3 + 12—t + 1. Qual a

velocidade média entre o instante zero e 1s?

Aplicando diretamente 2.78:

s(1) —s(0)  1-1

—o 1 U

v(0,1) =

Resp.: a velocidade média foi v(0, 1s) = 0. Mas isso nao significa que o

corpo ficou em repouso. Por exemplo, s(0,5s) = 0, 6875m.

2.5.5 Velocidade instantanea.

A velocidade média é calculada entre dois instantes de tempo. A taxa de
variagao so existe para t; # t9, caso contrario, hd uma indeterminacdo (ver
subsegao “calculo diferencial"). No entanto, intuitivamente, uma particula
tem uma velocidade em cada instante especifico do tempo. Para solucionar
esta questao, o fisico Isaac Newton criou o conceito de velocidade instantanea.
Em termos modernos, a velocidade instantanea em um instante ¢ é definida
como como a velocidade média entre os instantes t e t,,,, onde t,,, € um instante

infinitamente préximo de t.

s(tm) — s(t)
b —t

Comparando a expressao da velocidade instantanea 2.84 e o conceito de

'U(t) = limtmg)t (284)

derivada 2.48, a velodade instantanea pode ser definida como a derivada da
fungao s(t)

s(tm) — 5(t)

v(t) = §'(t) = limy,, r—

A velocidade instantanea também pode ser definida através do limite na

taxa de variagao das expressoes 2.49 e 2.50.
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s(t + At) — s(t)
At

v(t) = §'(t) = limaso

, As
v(t) =§'(t) = lzmAt_mE

Uma forma muito comum de apresentar a velocidade instantanea é através

da notacao 2.51.

o(t) = () = d‘z(tt) (2.85)

Os fisicos usam muito mais o conceito de velocidade instantanea do que

de velocidade média. O préprio nome velocidade média se deve ao fato
desta ser a média das velocidades instantaneas. Quando o termo velocidade
é empregado sem especificacao, a velocidade é a “velocidade instantanea'.
Daqui em diante, o termo velocidade significara “velocidade instantanea',
salvo mengao emplicita da velocidade média.

Quando v(t) > 0, a funcao s(t) é crescente porque v(t) é a derivada de s(t).
Os fisicos classificam que o movimento é progressivo. Analogamente, para
v(t) < 0, s(t) é descrescente e o movimento é classificado como retrogrado.
A condi¢ao v(t) = 0 corresponde ao repouso (ainda que seja um repouso
instantaneo).

Através das regras de derivacao, é possivel calcular as velocidades em
varios tipos de movimento. Para o MRU 2.81 aplica-se a regra 2.58:

d(vt + so)

v(t) = — = (2.86)

Assim, a constante v do MRU é tanto a velocidade média entre dois

instantes como a velocidade instantanea em cada instante.
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Para o MRUV 2.74, a velocidade instantanea é dada pela regra 2.61:

v(t) = (at® + Bt + s9)' = 2at + B

Para o MRUYV, a velocidade instantanea muda a cada instante. E interes-
sante caracterizar a constante 5. A velocidade instantanea inicial ¢ v(0) = .
Assim 8 = vy é a velocidade inicial. Anteriormente a dimensao de 3 ja ficara

indicada como espago sobre tempo. O MRUYV fica redefinido como:

s(t) = at® 4+ vot + 8¢ (2.87)

e a velocidade do MRUV como:

v(t) = 2at + vy (2.88)

Enfim, para o movimento de arraste 2.76, a velocidade é dada pelas regras

2.67, 2.59, 2.329 e 2.69:

u(t) = (sf — (s — s0)e™™) = (s7) + (—(sp — so)e™"))’

v(t) = 0= (sp = s0)(e™™) = —(s57 — s0)(=B)(e™™)

o(t) = Bsy — so)e " (2.80)

Vo
sf—s0"

A velocidade inicial é dada por vy = v(0) = B(sf — s¢) , entdo f =
E interessante notar que a dimensdo de 3 deveria ser de espaco sobre tempo.
A divisao de velocidade (espago sobre tempo) por um espago tem dimensao

de 1 sobre o tempo, o que confirma a previsao. Reescrevendo a posig¢ao 2.76

_vo

e a velocidade 2.341 com a defini¢ao de § = s
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o) = 8y — (s — so)e ()" (2.90)

v(t) = voe_(sfv_oso)t (2.91)

E interessante ressaltar que no limite em que o tempo vai a infinito, a
(%)
exponencial e \*/7°°/ tende a 0. Assim, a velocidade no movimento de

arraste tende a zero.
A definigao v(t) = §'(t) pode ser substituida no teorema fundamental do
célculo 2.71:

to

/s’(t)dt — s(ts) — s(t)

t1

to

/ o(B)dt = s(ts) — s(t) (2.92)

t1
Esta relacao sera analisada em casos posteriores. A principal utilidade
desta expressao ¢ identificar a variagdo de espago s(tz) — s(t1) a partir de
graficos de v(t).

Os exemplos abaixo ilustram bem os célculos de velocidade instantanea:

e Um MRU com fungao s(t) = 4t 4+ 3 tem velocidade instantanea em

qualquer instante de tempo de v(t) = 4m/s de acordo com a relagao

2.86.

e Um corpo arremessado para cima com velocidade de 40m/s tem as
posi¢oes dadas pelo MRUV s(t) = —5t% + 40. De acordo com 2.339,

a velocidade instanténea ¢ de v(t) = —10t + 40. Acompanhando o
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movimento a cada 1s, as posicoes e as velocidades até o retorno do

corpo ao solo ficam:

(

(
s(3s) =75m | v(3s) =10m/s
s(4s) = 80m v(4ds) =
s(5s) = 75m | v(bs) = —10m/s
s(6s) = 60m | v(6s) = —20m/s
s(7s) = 35m | v(7s) = —30m/s

5(8s) = v(8s) = —40m/s

e Uma lancha que navega no mar tem MA dado por s(t) = 20—10e~". De
acordo com a relagao 2.343, a velocidade instantanea é de v(t) = 10e™".
As posicoes e velocidades nos primeiros quatro segundos e em um tempo

infinitamente longo sao de:

| s(t) | v(t) |
s(0) = 10m v(0) = 10m/s
s(1s) = 16,32m | v(1ls) = 3,68m/s
s(2s) = 18,65m | v(2s) = 1,35m/s
5(3s) =19,50m | v(3s) = 0,50m/s
s(4s) =19,82m | v(4s) = 0,18m/s
s(t —00)=20m | v(t—o00)=0

2.5.6 Aceleragao.

A variagao da velocidade apresenta propriedades fisicas muito importantes.
Estas propriedades serao vistas posteriormente. Por isso, é importante definir
a derivada da velocidade. Esta derivada é chamada de aceleracao. Usando a

notacao 2.51.

a(t) =v'(t) = %
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A dimensao da aceleracao é de velocidade sobre tempo, ou equivalente-
mente, espaco sobre tempo ao quadrado. No SI a unidade de aceleracao é
m/s®. A aceleragao m/s* corresponde a um aumento de velocidade de 1m/s
a cada 1s, ou seja, (m/s)/s = m/s?. Por exemplo, uma aceleracio 10m/s?
corresponde a um aumento de velocidade de 10m/s a cada 1s.

Outra unidade muito usada ¢ o km/hs. Esta unidade corresponde a um
aumento de 1km/h na velocidade a cada 1s, ou seja, (km/h)/s = km/hs.
Para converter esta aceleragao em m/s* o procedimento é analogo ao que foi

feito para conversao de velocidade.

km ~ 1.000m 1 m
hs — 3600s2 3,6 ) s2

O fator de conversao de km/hs para m/s* ¢ o mesmo de km/h para m/s

Usando as defini¢oes de derivada 2.48, 2.49 e 2.50, a aceleragao pode ser
definida como:

v(tm) —v(t)

a(t) =v'(t) = limy,, r—

v(t + At) —v(t)
At

a(t) =v'(t) = limag o

, Av
a(t) =1'(t) = lzmAt_mE

A aceleragao de um MRU é dada pela regra 2.59 na derivada da velocidade
2.86:

a(t) = ' (t) = (v) =0 (2.93)
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Assim o MRU é caracterizado pela aceleragao nula.
No caso do MRUV, a aceleracao ¢ dada pelas regra 2.58 na velocidade

2.340:

a(t) = W = 2

onde o coeficiente linear acima é 2a, nao a.

A aceleracdo no MRUV é constante. E por isso que ele é chamado de
MRUYV. H& uma variacao uniforme na velocidade. Por ser uma fungao cons-
tante, a(t) pode ser designada simplesmente por a(t) = a. Entdo 2a = a,
logo a = 5. A previsao inicial de que a unidade de « era espago sobre tempo

a

ao quadrado fica confirmada. Substituindo o = % nas expressoes de s(t)

2
2.339 e v(t) 2.340 chega-se a:

s(t) = (g) 2 + vot + o (2.94)
v(t) = at + vy (2.95)
a(t) =a (2.96)

Caso a aceleragao seja nula (a = 0) as equagoes do MRUV reduzem-se ao
MRU com vy = v. Assim o MRU pode ser considerado um caso particular
de MRUV.

No caso do movimento de arraste, a aceleragao ¢ dada pelas regras 2.329

e 2.69 na velocidade 2.343:

d(voe_(sfv_oso)t) d(e_(sfv_oso)t)

alt) = dx — dx
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a(t):—( % >e‘<5f’uoso>t (2.97)

Sf — S0
Quando a(t) > 0 e v(t) > 0, a velocidade estd aumentando porque a(t)

¢ a derivada de v(t). Além disso, o médulo da velocidade |v(t)| estd aumen-
tando. Ja para a(t) > 0 e v(t) < 0, a velocidade estd aumentando, mas o
modulo esté diminuindo porque o corpo esta indo de uma velocidade negativa
para o repouso. Analogamente, para a(t) < 0 e v(t) > 0, a velocidade esta
diminuindo e o modulo da velocidade também. Enfim, se a(t) < 0 e v(t) <0,
a velocidade estd diminuindo, mas o moédulo da velocidade aumenta. Movi-
mentos onde o médulo da velocidade aumenta ou diminui sao classificados

respectivamente como acelerados ou retardados. Em resumo:

e Movimento acelerado % >0

e Movimento retardado % <0

Analogamente ao que foi feito com a velocidade, a definigao a(t) = v'(t) pode

ser substituida no teorema fundamental do céalculo 2.71:
to

/v’(t)dt = v(t2) — v(ty)

to

/a(t)dt R p—— (2.98)

Esta relagao sera analisada em casos posteriores. A principal utilidade
desta expressao é identificar a variacao de espago v(ts) — v(t;) a partir de

graficos de a(t).
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E interessante ilustrar alguns exemplos de aceleragao instantanea:

e O movimento s(t) = 1184345 é um MRU, entdo de acordo com 2.345

a aceleracao é a(t) =0

e Um corpo langado em queda livre de uma altura de 20m descreve um
MRUV s(t) = —5t2 4+ 20. De acordo com 2.348 a aceleragao do corpo

é constante a(t) = —10m/s>.

e Usando o mesmo movimento de arraste da se¢ao anterior (s(t) = 20 —
10e~" e v(t) = 10e7!), a relagao 2.349, a aceleracao ¢ de a(t) = —10e™".
Comparando posicao, velocidade e aceleracao nos quatro primeiros se-

gundos e em um tempo infinitamente longo:

| s(t) | (1) | a(t) |

<

s(0) = 10m v(0) = 10m/s a(0) = —10m/s*
s(1s) =16,32m | v(1s) = 3,68m/s | a(0) = —3,68m/s*
s(2s) = 18,65m | v(2s) =1,35m/s | a(0) = —1,35m/s?
5(3s) = 19,50m | v(3s) = 0,50m/s | a(0) = —0,50m/s”

) ) (0)

s(4s) =19,82m | v(4s) =0,18m/s | a(0) = —0,18m/s*
s(t—00)=20m | v(t—00)=0 a(t — o0) =

2.5.7 Comentarios sobre o movimento retilineo uniforme.

O movimento retilineo uniforme (MRU) pode ser reconhecido tanto pelas
equacgoes da posigao, velocidade e aceleracao como pelos gréficos correspon-

dentes. Reescrevendo 2.81, 2.86 e 2.345:

s(t) = vt + s¢ (2.99)

v(t) = v (2.100)
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a(t) =0 (2.101)

Se v > 0, o movimento é progressivo. Caso v < 0, o movimento é
retrogrado. Enfim, se v = 0 o corpo estd em repouso. Nao se trata de
um repouso instantaneo, mas permanente.

O instante que o corpo em MRU cruza a origem s(t) = 0 é dado pela raiz
da fungao linear 2.33 com a« = v e § = sq.

S0

to = —— 2.102
0 » ( )

onde t» nao é o instante inicial, mas aquele em que o corpo cruza a
origem.
Como os instantes considerados na cinemaética sao sempre positivos, entao

20 deve ser negativo ou nulo. Assim hé apenas quatro possibilidades:
i?d t lo. A h t bilidad

e 5o >0 ewv < 0: neste caso o corpo tem posi¢ao positiva e o0 movimento
é retrogrado, de modo que o corpo cruzara a origem. Caso sg > 0 e

v > 0 o corpo apenas se afasta da origem rumo a +oo

e 55 < 0ewv > 0: neste caso o corpo tem posicao negativa e o movimento
é progressivo, de modo que o corpo cruzara a origem. Caso sy < 0 e

v < 0 o corpo apenas se afasta da origem rumo a —oo

e so=0ewv <0ouwv > 0: neste caso o corpo partiu da prépria origem,
cruzando-a no intante ¢ = 0. O proéprio resultado 2.354 confirma isso:

o =20

e 5o =0 e v = 0: neste caso o corpo esta em repouso na propria origem,

em todos os instantes de tempo (s(t) = 0). A expressao 2.354 nao
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pode ser aplicada porque redunda em indeterminacao. Na descricao da
funcao linear ja havia sido previsto que uma func¢ao constante nula tem

como raiz todo o eixo x.

Identificando o MRU pelos gréficos, a fungdo s(t) aparece como uma reta.
O ponto em que a reta cruza o eixo s é o coeficiente linear. Logo, o ponto
em que a reta cruza o eixo s ¢ a posicao inicial sg. O coeficiente linear ¢é a
velocidade v. Se a inclinagao da reta é positiva,0 movimento é progressivo.
Analogamente, se a inclinagao da reta é negativa,o movimento é retrogrado.
Enfim, se a reta é horizontal, h& repouso.

[desenhar 3figuras: v > 0,0 <0 e v = 0]

As possibilidades do instante em que o corpo cruza a origem podem ser

reinterpretadas geometricamente.

e 59 < 0 ewv > 0: neste caso a reta comeca na parte positiva do eixo
s, mas com a inclinacao negativa, a reta encontra o eixo ¢ no instante
dado por 2.354. Caso sy < 0 e v < 0, a reta s6 podera cruzar o eixo t

na parte negativa deste eixo, o que esté sendo excluido

e 59 > 0 e v < 0: neste caso a reta comeca na parte negativa do eixo
s, mas com a inclinacao positiva, a reta encontra o eixo t no instante
dado por 2.354. Caso sy > 0 e v > 0, a reta s6 poderd cruzar o eixo t

na parte negativa deste eixo, o que esta sendo excluido

e sg=0¢e¢ v <0ouwv >0: neste caso a reta cruza o préoprio cruzamento

dos eixos s e t. Assim o instante do cruzamento é o proprio t = 0.

e 5o =0 e v =0: neste caso a reta do movimento coincide com o eixo t.

Em todos os instantes de tempo o corpo esta na posigao sg.



2.5 Posicao como funcao do tempo. 121

A funcédo v(t) = v do MRU ¢é uma funcao constante. O grafico de v(t) ¢ uma
reta horizontal. Se o movimento é progressivo (v > 0), a reta horizontal fica
acima do eixo t. Ja se o movimento é retrogrado (v < 0), a reta horizontal
fica abaixo do eixo t. Enfim, se o corpo esta em repouso (v = 0), a reta do
movimento coincide com o eixo t.

|desenhar graficos de v(t)].

A relagao 2.344 ¢é interessante para analisar o grafico de v(t).

ta
/v(t)dt = s(ta) — s(ty)
t
Caso o movimento seja progressivo, a superficie entre a reta e o eixo t
fica inteiramente acima do eixo t. Assim a integral acima é positiva (s(tg) —
s(t;) > 0) e consequentemente s(tz) > s(¢;). Inversamente, se o movimento
¢ retrogrado, a reta fica abaixo do eixo t, a integral é negativa e s(t2) > s(t1).
Enfim, se v = 0, a reta concide com o eixo t, nao tendo area abaixo e nem
acima. Assim a integral é nula e s(t2) — s(t1) = 0, logo s(t2) = s(t1).
Também ¢ interessante calcular a integral 2.344 a partir de 2.81.

to

/v(t)dt = vty + so — (s(t1) + o)

t1

to

/v(t)dt = vty + Sg — vVt — Sg

t1

to

/v(t)dt ol — )

t1
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A formula acima confirma toda a interpretagao do grafico de v(t).

Enfim a(t) = 0 é uma fungdo constante. O grafico de a(t) = 0 é uma
reta que coincide com o eixo t. Geralmente este grafico nao costuma ser
representado.

Eis dois exemplos de aplicagao do MRU:

e Um home com paraquedas aberto cai em linha reta com velocidade
constante a partir de uma altura de 200m com velocidade constante de

aproximadamente 8m/s. Em quanto tempo o homem atinge o solo?

Existem duas formas de resolver este problema. A primeira forma consiste
em colocar a origem no solo e o sentido positivo para cima. Assim sq = 200m
e v = —8m/s porque o corpo cai de cima para baixo. A equagoa horéria pode

ser escrita como:
s(t) = =8t + 200

Como o solo é a origem da reta, o momento que o corpo atinge o solo é

a raiz da funcao 2.354:

Resp.: t = 25s
A outra forma de resolver o problema consiste em colocar o sentido posi-
tivo da reta de cima para baixo e a origem do sistema, o local onde o corpo

se encontra. Assim sp =0 e v =8m/s. A equagao horaria fica:
s(t) = 8t

A posigao do solo fica s(t) = 200m. Assim é necessario encontrar o ins-

tante em que s(t) = 200.
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2
200:8t:>t:%:25

O instante ¢ o mesmo, como era de se esperar.

e Um carro sai do km — 80 de uma estrada com uma velocidade média de

72km/h e anda estrada a frente. Onde estara o carro ap6s meia hora?

O carro nao tem velocidade constante. No entanto, com as aceleracoes e de-
saceleracoes ao longo do tempo, o modelo para descrever movimento do carro
pode ser o de uma velocidade constante. Além disso, a estrada nao é neces-
sariamente reta. Mas como o problema nao envolve os tipicos problemas de
movimento curvo (como a aceleragao centripeta), a estrada sera aproximada
por uma reta. Nao é conveniente colocar a origem da reta espacial no carro
no momento de sua partida. O sistema de localizacao da estrada ¢ feito atra-
vés de placas fixadas na estrada. Colocar a origem da reta espacial km — 80
é um desperdicio de informacao espacial. Ao deixar a origem no km — 0, o
carro podera ser localizado através das placas da estrada. Com sy = 80km e

v = T2km/h, a equagao horaria do movimento em unidades de km e h é
s(t) =72t +80 (km;h)
apo6s meia hora o carro estara em
s(0,5) = 72(0,5) + 80 = 36 + 80 = 116

o carro se encontrard em s(0,5h) = 116km, ou na linguagem rodoviaria,
no km — 116.
O problema pode ser reescrito em SI. Convertendo sy = 80km = 80.000m

e v ="T2km/h =20m/s, a equacao horaria fica:
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s(t) = 20t + 80.000

apoOs meia hora (t = 0,5h = 1.800s) o carro estara em

s(0,5) = 20(1.800) + 80.000 = 36.000 + 80.000 = 116.000

o carro estard em s(1.800s) = 116.000m, o que coincide com a resposta

em km.

2.5.8 Comentarios sobre movimento retilineo uniforme-
mente variado.

O movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) pode ser reconhecido
tanto pelas equacgoes da posicao, velocidade e aceleracao como pelos graficos

correspondentes. Reescrevendo 2.346, 2.347 e 2.348:

s(t) = th + gt + S0 (2.103)
v(t) = at + vy (2.104)
a(t) =a (2.105)

H&a uma relacao importante entre a posicao e a velocidade. Isolando o

tempo em 2.356:

Substituindo o tempo acima em 2.355:
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a

8@:%<ww—w>ﬁﬂ(ww;m»+%

s(t) = V2 (t) — 2;}6(;5)2}0 + v3 N <UOU(tC)L —v3) s

2(t) — 2v(t)vo + v + 2vev(t) — 208
o = L=t + B+ 2unlt) =248

v3(t) — v?
s(t):%—i-so

Para cada instante de tempo ¢, ha uma tnica posi¢ao s(t) para cada
v(t). Assim a posicdo no MRUV ¢é uma funcdo da velocidade: s = s(v).

Reescrevendo a relagao acima:

2 2 2

- 1
s(v) = - 2avo + 80 = <%) v’ — g—g + S0 (2.106)

A relagao acima é denominada ‘relacao de Torricceli"embora a forma

acima nao seja muito popular. Isolando v na relagao acima (omitindo que s

¢ funcao de v):

v? = v + 2a(s — so) (2.107)

esta ¢ a forma mais comum da relacdo de Torricceli. E interessante notar
que para cada s ha duas velocidades +v correspondentes, de modo que a
velocidade nao é fungao da posigao. Em suma, para cada velocidade, ha
uma Unica posi¢ao, mas para uma posicao podem haver duas velocidades. O

significado fisico desta relagao é que no MRUV, o corpo podera passar duas

vezes pelo menos ponto s com velocidades opostas /v + 2a(s — sp).
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Os gréaficos de s(t) serd uma parabola, cuja a concavidade depende de a.
Ja o grafico de v(t) é uma reta cujo coeficiente linear é a velocidade inicial
Vg € o coeficiente angular ¢ a. Enfim, o grafico de a(t) é uma reta horizontal

na altura a. O gréfico de s(v) é uma parabola cuja concavidade depende de
1

2a°

|[desenhar os graficos descritos acimal.

Um instante de muito interesse no MRUV ¢é aquele em que o corpo esta
em repouso instantaneo. Conforme a relagao 2.57 a derivada no vértice da
funcao quadratica é nula. Como a derivada da posicao é a velocidade, a
velocidade no vértice é nula. Analisando o vértice da fun¢ao quadratica,
a =3, 3 =uwvy ey =5y Assim o vértice das expressoes 2.35 e 2.36 ficam

respectivamente:

ty = —— (2.108)

Sy =8(——)=—=—+ 59 (2.109)

Como o tempo na cinemaética s6 é considerado para t > 0, o vértice s6
serd atingido se t, > 0 = (%0) < 0. Assim o corpo s6 atingird o vértice
se o movimento comeca retardado ou em repouso. O significado fisico desta
conclusao é interessante. O vértice do MRUV corresponde ao instante onde
0 corpo esta em repouso. Se o movimento é retardado o corpo entrara em
repouso. No caso do MRUYV este repouso seréd apenas no tnico instante t,,.
Se o corpo comega a partir do repouso (vg = 0),0 instante em que o corpo
estd em repouso é o proprio t = 0 (t, = —2 = 0). Mas se o corpo comega

acelerado, o médulo da velocidade s6 aumenta e o corpo nao atinge o repouso.
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O instante que o corpo em MRUV cruza a origem s(t) = 0 depende do
valor das constantes da fungoes quadratica. Neste caso a = 3, f = vg e
v = S9. De acordo com 2.4.3, 2.4.3 e 2.4.3 os instantes em que o corpo cruza

a origem sao:

—voEA /v%—?aso

e se v2 — 2asy > 0, ha duas rafzes: t = o

e se v — 2asp = 0, ha uma tnica raiz que coincide com o vértice: ¢t = 72
e se vi — 2asy < 0, ndo ha raizes reais

Como os instantes considerados na cinemética sao sempre positivos, entao
h& uma série de restrigoes em relacao a to. As possibilidades sao tantas que
uma andlise similar a que foi feita para o MRU nao podera ser feita. Assim,

para ilustrar o MRUYV serao usados alguns exemplos genéricos.

Movimento de saida de um corpo a partir do repouso.

A aceleragao de um atleta na saida da corrida ou de um veiculo automotor
pode ser descrita por um MRUYV nos primeiros instantes da arrancada. O
corpo nao podera acelerar indefinidamente, o que torna a descricao do MRUV
inadequada para longos intervalos de tempo. A posicao inicial do corpo
pontual ¢é identificada com a origem da reta espacial (so = 0). No instante
zero o corpo ainda estd em repouso, logo vy = 0. A aceleragao é positiva
a > 0. Substituindo estas relagoes em 2.355, 2.356, 2.357 e 2.358 em chega-

Se a:

s(t) = 242 (2.110)

v(t) = at (2.111)
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a(t) =a (2.112)
s(v) = g—a (2.113)

Como o movimento ¢ acelerado (“2 > 0) o corpo nao entra em repouso.
Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v3 —2aso = 0—0 =0, o
COrpo cruza a origem uma unica vez no instante to = =% = 0 . Assim o
corpo so cruza a origem no instante extato de sua saida t = 0. O movimento
pode ser visualizado através dos graficos:

|[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v)]

Por exemplo, um carro hipotético é projetado para ter aceleracao de
2m/s?. O fisico podera fazer trés tipos de testes diferentes para a acele-

ragao:

1. O primeiro teste consiste em acelerar o carro e comparar a distancia
que o carro andou com a velocidade fornecida pelo velocimetro. A
relacao entre velocidade e posicao é 2.365. Se o carro tem aceleragao
de 2m/s? a relagao sera s(v) = %. Por exemplo, quando a velocidade
atingir 30m/s, a posicao do carro devera ser s = 225m. A unica coisa
que o fisico deveré ficar atento é que o velocimetro do carro indica a
velocidade em km/h. Assim a velocidade que o fisico devera ver no

velocimetro sera 30m/s = 30 % 3,6km/h = 108km/h.

2. O segundo teste consiste em observar o velocimetro e um cronéme-
tro durante a aceleragao do carro. A relagao 2.363 indica que para
a = 2m/s* vale v(t) = 2t. Novamente o fisico devera ficar atento

a conversao de unidades entre km/h e m/s. Por exemplo, em 10s,
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o carro devera ter velocidade de v(10s) = (2m/s?)(10s) = 20m/s =
20 % 3,6km/h = 72km/h.

3. O terceiro teste é adequado para um observador exter ao carro sem
acesso ao velocimetro. Ele consiste em comparar a distancia que o
carro andou com o tempo registrado em um cronémetro. A relagao
2.362 para a = 2m/s* fica s(t) = t?. Por exemplo, apés 5s o carro

deveré estar na posigao s(bs) = 25m.

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

t2

/v(t)dt = s(ta) — s(t1)

t1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente acima do eixo t. Assim
a integral é positiva (s(t2) — s(t;) > 0) e consequentemente s(t3) > s(t;). O
movimento é progressivo. A superficie é um triangulo retangulo caso t; = 0,
caso contrario ela é um paralelograma.
Também é interessante calcular a integral 2.344 a partir de 2.362.

t2

a a
/v(t)dt = 5153 — 51&%

t1

to

/ o(t)dt =

t1

(f2 =)

N

A féormula acima confirma toda a interpretacao do grafico de v(t). Como
tos > t1, a integral é positiva. Se t; = 0 a integral é igual a area de um
triangulo retangulo com catetos a e to. Ja se t; # 0, a integral é a area de

um paralelograma de bases t; e t5 e altura a.
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Tomando agora a integral 2.350:

2}

/ a(t)dt = v(ty) — v(ty)

t
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente acima do eixo t. Assim
a integral é positiva (v(t2) — v(t1) > 0) e consequentemente v(ty) > v(t1). O
movimento é acelerado. A superficie é um retangulo.
Para calcular a integral 2.350 a partir de 2.363 basta.

to

/v(t)dt = aty — aty

t1

to

/v(t)dt (b —t)

t1
Como ty > ti, a integral é positiva. A integral é igual & area de um
retangulo com base (t; — 1) e altura a.
E importante frisar que o MRUV nao podera descrever este tipo de mo-
vimento infinitamente. Quando o tempo cresce infinitamente, as expressoes

2.362 e 2.363 indicam posicao e velocidade infinitas.

Freamento de um corpo.

Outra situacao descrita pelo MRUV ¢é o freamento de algum objeto sobre
o solo através do atrito. Apods entrar atingir o repouso, o corpo deixa de
cumprir um MRUV, assumindo um repouso permanente. E por isso que
descricao do MRUV ¢ inadequada para descrever o freamento apos a parada

do corpo. A posicao inicial do corpo pontual é identificada com a origem

da reta espacial (sp = 0). No instante zero o corpo comega a frear e tem
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velocidade positiva vy > 0. A aceleracao é negativa a < 0 porque para que

o movimento seja retardado “> < (. Substituindo estas relagoes em 2.355,

2.356, 2.357 e 2.358 em chega-se a:

s(t) = th + ot (2.114)
u(t) = at + v (2.115)

a(t) =a (2.116)
s(v) = vt v (2.117)

2a
Como o movimento ¢é retardado (%2 < 0) o corpo entra em repouso, o que
ja era esperado de antemao. O instante t; e a posi¢ao sy em que o corpo
entra em repouso sao dados pelas relagoes 2.360 e 2.361. Como sy = 0 as

relacgoes ficam:

ty = —%) (2.118)
2
s = —;—?Z (2.119)

O MRUYV nao podera descrever o freamento para ¢ > t; porque para além
dele o corpo passa a descrever uma fungao constante s(t) = sy. As proprias
relagoes 2.366, 2.367 e 2.368 s tem validade para 0 <t < t;.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v3 — 2asy = v3 > 0, o

. . —”Uo:l: '02 —vo+
corpo cruza a origem duas vezes nos instantes tp = a\/_o = ”Oalvo‘ =
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onm Assim o corpo cruza a origem nos instantes ¢ = 0 (comego do
freamento) e em t = —% > 0 (porque a < 0). Este segundo instante sera
excluido porque t = —% > —%% = ty. O movimento pode ser visualizado

através dos graficos. E importante ressaltar que a parabola descrita por s(t)
¢ incompleta, comecando na origem do plano e acabando no vértice. Isso se
deve ao fato de que nao se usa o MRUV para t > ¢;. As curvas dos graficos
de v(t) e a(t) também sdo interrompidos.

|[desenhar os gréficos: s(t), v(t), a(t) e s(v)]

Por exemplo, dois freios hipotéticos devem frear um carro com um desli-
samento maximo de 5m a uma velocidade de 54km/h. Em outras palavras,
ap6s o motorista pisar no pedal o carro s6 poderé andar por 30m. Um freio
tem de modo que apds pisar no pedal é projetado para ter aceleracao de
—3m/s?. Um segundo freio deixa o carro em repouso em 3s. Algum dos dois

freios atendera a exigéncia? Qual o freio mais eficiente?

1. O primeiro freio tem a informacao da aceleracao. A relacao expressao
que relaciona o deslizamento do carro e a aceleragao é 2.371. O fisico
s6 deve se precaver em fazer as conversoes de unidade. Usando a =
—3m/s* e vg = bdkm/h = (54/3,6)m/s = 15m/s na relacio 2.371

v 225

chega-se a s = =3 = —Co) = 37,5. Assim o veiculo s6 entrarda em

repouso em s = 37,5m. O freio nao passou no teste.

2. O segundo freio contém informacgoes do tempo de freagem. O tempo

de freagem é t; = 3s. Substituindo os dados em 2.370: t; = —* =
a = —1’—? = —13—5 = —5. Assim a aceleracio de freamento ¢ a = —5m/s>.
Usando este dado em 2.369: s; = —% = —% = 22,5. O segundo

freio passou no teste porque o carro deslizou sy = 22, 5m < 30m para
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frear

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt — s(ty) — s(t)

t
onde ty < ty.
A superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica inteiramente acima do eixo
t. Assim a integral é positiva (s(t2) — s(t1) > 0) e consequentemente s(ty) >
s(t1). O movimento é progressivo. A superficie é um paralelogramo.

Tomando agora a integral 2.350:

t2

/a(t)dt = v(ta) —v(t1)

t
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(te) < v(t1). O movimento é retardado. A superficie é um retangulo abaixo
do eixo t.

[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|

Queda livre.

O exemplo mais comum de MRUV ¢é o movimento de um corpo apés ser lar-
gado em repouso ou ser arremessado verticalmente. Este tipo de movimento
é chamado de queda livre. As limitagoes do modelo de MRUYV para descrever

a queda livre sao trés.

1. Em primeiro lugar, o atrito com o ar complica bastante a descrigao do
movimento, alterando radicalmente s(t). Por exemplo, o atrito com o

ar faz com que uma pessoa de paraquedas caia em MRU.
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2. Apos atingir o solo, o corpo para de acelerar verticalmente para baixo

e entra em repouso ou ricochoteia o solo.

3. Em grandes altitudes a aceleragao da gravidade apresenta variagoes
significaticas, excluindo por definigao uma descrigao do movimento com
aceleracao constante. A altitude onde a aprximagao do MRUV é “boa'"é

da ordem de alguns quilémetros acima do solo.

Assim a aproximacgao de MRUV para queda livre é restrita para situagoes
onde o atrito com o ar é desprezivel, antes que o solo seja atingido e para as
proximidades da crosta terrestre. A reta espacial é vertical com o sentido para
cima como positivo. O ponto em que a reta espacial toca o solo é a origem da
reta espacial sp = 0. A posicao inicial do corpo pontual sq é identificada com
a altura a partir do qual o corpo é arremessado. O corpo pode ser arremessado
do solo ou acima dele, entao sy > 0. O corpo pode ser arremessado para
cima (vg > 0) ou para baixo (v < 0), ou ainda largado a partir do repouso
(vp = 0). A aceleragao é negativa a < 0 porque o movimento seja retardado
quando o corpo estd subindo ( £ < 0 = v > 0) e acelerado quando esté
caindo ( £ > 0 = v < 0) . Para facilitar a interpretacao da aceleracao
negativa, os fisicos definem a aceleragao de queda livre como a = —g onde
g > 0 é denominada “aceleragao da gravidade". O valor da aceleragao da
gravidade é de aproximadamente g ~ 9,8m/s?. Para facilitar calculos, os
livros didéticos geralmente usam o valor g = 10m/s* . Substituindo estes

valores em 2.355, 2.356, 2.357 e 2.358 em chega-se a:

s(t) = —th + ot + S0 (2.120)
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v(t) = —gt + vo (2.121)

a(t) = —g (2.122)

s(v) = — (“2 — “3> + 50 (2.123)

29
Se o corpo é arremessado para cima (vg > 0), o movimento é retardado
% . _—
(*2 < 0) o corpo entra em repouso. O instante #,,; € a posigao sqy; em que o

corpo entra em repouso sao dados pelas relagoes 2.360 e 2.361:

Vo
bapi = —— (2.124)
v
Sapi = —% + So (2125)

A posigao que o corpo entre em repouso s,y ¢ a maior distancia que o
corpo atinge do solo. Assim s,,; ¢ a altura méxima que um corpo arremessado
para cima atinge.

Caso o corpo seja largado em repouso (vy = 0) o instante de repouso é o
proéprio instante zero ¢,, = 0. A altura maxima serd o proprio Sgp; = So.

Se o corpo é arremessado para baixo (vy < 0) o movimento é acelerado.
O corpo nao atingird o repouso. A maior altura possivel é sy mas o corpo
nao estara em repouso nesta posicao.

Observando as condigdes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v} —2asy = v2 +2gso > 0,

Vo FA /U(Q]Jngso
g

merece ser dividida em duas situacoes especiais: sg =0 e sy > 0.

0 corpo cruza a origem duas vezes nos instantes tp = . A analise
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Caso o corpo seja arremessado a partir do solo (sg = 0) para baixo (vg <
0) ou em repouso (vg = 0) o corpo ndao podera cair livremente. Assim para
um arremesso a partir do solo, necessariamente a velocidade inicial é positiva

VoF/ US
—5 o

seja, to = 0 (momento do arremesso) e t = 2% > (. Assimo corpo sai do solo

(vo > 0). Os instantes em que o corpo tocaré o solo serdo tp =

em t = 0, atinge a altura maxima em 2, = “;0 e retorna ao solo em t = 2%.
O tempo que corpo leva para subir é igual ao de queda.
O movimento pode ser visualizado através dos graficos:
|[desenhar os gréficos: s(t), v(t), a(t) e s(v) p/ queda a partir de sy = 0].
Para sq > 0, os instantes em que o corpo tocariam o solo seriam tp =

voF/ v3+2gso
—g .

No entanto, o corpo nao tocard o solo no primeiro instante

2
vo—+/V§+2950 . .,
+ < 0. No entanto o corpo atingira o solo no segundo

_wvoHr/v3+2gs0

instante tp = — > 0. Se vg > 0, o corpo sai do solo em t = 0,

Vo4 /U(2]+2980

9

porque tp =

atinge a altura méaxima em 4, = %0 e retorna ao solo em t =

O tempo que corpo leva para subir é menor do que aquele de queda. Caso

vo+4/ U§+2g$0

vp < 0, o corpo nao subird, mas também atingira o solo em t = 7

O intervalo de tempo nao nulo que o corpo toca o solo seré designado por

tq, tempo de queda.

o vo + 1/ V8 + 2950
¢ =
g

A expressao acima vale tanto para sop > 0 como para sq = 0.

O MRUV nao podera descrever a queda para ¢t > t, porque para além
dele o corpo passa a descrever uma fungao constante s(t) = 0. As proprias
relagoes 2.372, 2.373 e 2.374 s6 tem validade para 0 <t < {,.

Caso um corpo esteja subindo, ele atingird o apice e retornard. Assim

0 corpo passarda novamente pelas posicoes que ele subiu. De acordo com a
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relacao de Torriccelli 2.375, se um corpo passou pela primeira vez no ponto
com velocidade v, ele devera passar pela segunda vez com uma velocidade de
4v. Como o corpo esta descendo, a velocidade sera —v. Esta propriedade da
queda dos corpos tem consequeéncias importantes que serao discutidas em
outros capitulos.

Serao tomados 4 exemplos de queda de corpos. Em todos os exemplos a

aceleracao da gravidade foi aproximada para g = 10m/s?.

1. O primeiro exemplo é o movimento da tabela 2.15.4. O corpo foi ar-
remessado a partir do solo com vy = 40m/s. O tempo de subida e o
tempo de queda foram iguais (4s). Para uma mesma posi¢ao, a veloci-

dade de subida e de descida tiveram sinais opostos.

2. O segundo exemplo é de um corpo arremessado para cima com velo-
cidade inicial vg = 20m/s a partir da altura sy = 60m. O movimento
serd dado pela equacao s(t) = —5t2 + 20t + 60. Fica ao estudante o
exercicio de construir uma tabela com intervalos de 1s. Compare esta
tabela com 2.15.4. Verifique a relacao entre as posicoes e as velocidades.

Verifique se ¢é valida a relagao 2.375.

3. O terceiro exemplo é de um corpo largado a partir do repouso de uma
altura sy = 80m. O movimento sera dado pela equagao s(t) = —5t* +
80. Fica ao estudante o exercicio de construir uma tabela com intervalos

de 1s. Compare esta tabela com 2.15.4.

4. O quarto exemplo é de um corpo lan¢ado para baixo com v = —10m/s a
partir do repouso de uma altura sy = 75m. O movimento sera dado pela
equagao s(t) = —5t? + 75. Fica ao estudante o exercicio de construir

uma tabela com intervalos de 1s. Compare esta tabela com 2.15.4.
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A relag@o 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

ta
/v(t}dt = s(ta) — s(t1)
t)

onde ty < t,.

Se vy > 0, parte da superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica acima do
eixo t, parte fica abaixo. Assim a integral pode ser positiva ou negativa. O
movimento pode ser progressivo ou retrogrado. A superficie pode ser um
trapézio, um tridngulo retangulo ou dois tridngulos retangulos (um abaixo e
outro acima do eixo t).

Para vy > 0 ha uma relagao interessante. Se os intervalos de tempo forem

L a integral é zero. A
9

simétricos em relacao ao tempo do apice t,, =
superficie sao dois triangulos retangulos de mesma area, um abaixo e outro
acima do eixo .
tttap;
v(t)dt =0 = s(tz) — s(t1) = s(t1) = s(t2)
t—tapi

Assim, no intervalo de tempo [t — 4y, t + 4] 0 corpo subiu e desceu para
o mesmo lugar, fazendo com que s(t;) = s(t2).

Se vy < 0, a superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica abaixo do eixo
t. Assim a integral é negativa. O movimento pode é retrogrado porque
s(te) — s(t1) < 0= s(t2) < s(t1). A superficie pode ser um trapézio ou um
triangulo retangulo, ambos abaixo do eixo t.

Tomando agora a integral 2.350:

to

/ a(t)dt = v(t) — v(ty)

t1



2.6 Comentarios sobre movimento de arraste. 139

A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo ¢ porque
a < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(te) < v(t1). O movimento é retardado. A superficie é um retangulo abaixo
do eixo t.

[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|

2.6 Comentarios sobre movimento de arraste.

O movimento de arraste (MA) é muito especifico. Ele descreve o movimento
de objetos que béiam em um liquido e tem uma velocidade vy. O atrito
do liquido com o corpo que boéia nao é descrito pelo MRUV, mas pelo MA.
Para simplificar a analise do MA, a velocidade inicial, e as posigdes inicial e
final s@o consideredas positivas (vg > 0, sp > 0 e sy > 0). Reescrevendo as
equacoes do MA 2.342, 2.343 e 2.349.

vo

s(t) =sp— (sf — so)e(sfs‘))t (2.126)

o(t) = v (75)! (2.127)

a(t) = — ( % ) () (2.128)

Sf— S50
H& uma relagao importante entre a velocidade e a aceleracao. Dividindo

a aceleracao 2.380 pela velocidade 2.379:




140 Mecanica

o(t) (85— so) (2.129)

a(t) Vo

Para cada instante de tempo ¢, ha uma tnica posigao v(t) para cada a(t) e
vice-versa. Assim a velocidade no MA é uma funcao da acelerac¢ao (v = v(a))
e vice-versa (a = a(v)). A rela¢ao pode ser expressa de duas formas:

(sy — So)a

v(a) = — ”

ou

Vo
a(v) = ——w
(sr = s0)
As fungoes v(a) e a(v) s@o extremamente simples. FElas sdo retas que
passam pela origem.

Se vg > 0 entao o movimento comegou progressivo. Desta forma a posi¢ao

final é maior do que a inicial (s; > sg, logo sy > 0). Entao:

Yo
f=—"—>0
(sf — s0)
esta conclusdao é coerente com ( > 0 imposto em se¢Oes anteriores. A

consequéncia da desigualdade acima é que na relagao 2.381:

E:_(Sf—so) <0
a Vo

Assim o movimento de arraste é sempre retardado.
O instante que o corpo intercepta a origem do sistema s(t) = 0 é dado

pela relacao 2.378:

0=sf— (55— 80)6—(5;_050)1&
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— vo
—S‘f = € (Sfl_s())t

(sy — s0)

Yo Yo

_ t - t
A exponencial e <5f750) < 1sendo o e <5f750) = 1 apenas para t = 0.

sy
F—s0)

Para que G < 1, & necessario que sy < sy — 59 = so < 0. Como foi
proposto que sy > 0, a unica possibilidade do corpo cruzar a origem no MA
é s = 0, ou seja, o corpo sai da origem. O tUnico instante em que a posicao
é nula é t = 0. Os gréficos a seguir ilustram bem esta situacao.

|[desenhar graficos do MA s(t), v(t), a(t)].

Como a exponencial envolvida nas relacoes 2.378, 2.379 e 2.380 fica no

_ Yo t
intervalo 0 < e <5f 750) < 1 (lembrando que a fungao é descrescente), as

trés funcao ficam restritas aos intervalos:

sop < s(t) < sy

0<U(t) S’UO

,UZ
—( 0 )Sa(t)<0
Sf— S0

O corpo sai de s e se aproxima infinitamente de sy. A velocidade comega

com vy e cal infinitamente, aproximando-se infinitamente do zero. A acelera-
¢ao (negativa) aproxima-se do zero. Na pratica, um velocimetro registraria
a velocidade nula apés a velocidade do corpo ficar abaixo da precisao do

aparelho.
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O tnico exemplo de MA apresentado é aquele da tabela 2.15.4.

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt — s(ty) — s(t)

t
A superficie entre a reta v(t) e o eixo ¢ fica acima do eixo t. Assim a
integral é positiva. O movimento é progressivo porque s(ty) — s(t;) > 0 =
s(te) > s(t1).
Tomando agora a integral 2.350:

to

/ a(t)dt = v(ty) — v(ty)

t1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a(t) < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(ty) < v(t1). O movimento ¢ retardado.

|[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|.

Movimento bidimensional

(colisdo, rotagao, balistica, pendulo )

Cinemética em duas dimensoes com trajetorias abertas e o calculo vetorial

Introducao.

No capitulo anterior foram analisadas as ferramentas mateméticas usadas
para descrever o movimento retilineo de um corpo pontual. No mesmo ca-
pitulo anterior, foi proposta uma alternativa para associar posigoes a linhas
nao retilineas, descrevendo o movimento nestes contextos. A descricao das

trajetorias nao retilineas apresentou alguns problemas:
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e Para linhas abertas, o procedimento adotado foi associar um dos pontos
da linha a origem 0. Um dos lados da linha foi escolhido como sentido
positivo. Adotando uma unidade de medida u, “caminhando"pela li-
nha, o ponto atingido apés um caminho de comprimento desta unidade
foi a posicao lu. Todos os outros pontos ficaram associados & posi-
¢oes especificas. Surgiu um problema geométrico: a distancia entre
dois pontos sera o comprimento da linha reta que une estes dois pontos
ou correspondera a distancia em linha reta? Embora a métrica ado-
tada dependa do problema, neste capitulo serd adotado uma métrica

espcifica.

e Além da ambiguidade de métricas, foi citado que movimentos nao-

retilineos envolve algo chamado de “aceleracao centripeta'.

e A descricao de trajetorias que cruzam a si mesmas apresentou proble-
mas para atribuir uma origem O a trajetoria, dificuldade em atribuir
valores positivos e negativos as posigoes e ainda ambiguidade de mé-

trica.

Neste capitulo sera abordado o movimento contido em um plano com uma
abordagem diferente da apresentada no capitulo anterior. A complexidade
do movimento nao retilineo sera analisada, ou seja, compreendida como a
combinagao de simplicidades. Em outras palavras, o movimento do corpo
pontual no plano sera descrito como a combinagao de dois movimentos reti-
lineos.

O caso particular dos movimentos nao retilineos com trajetoria fechada
serd abordado no proximo capitulo. A aceleracao centripeta também seréd

descrita no préximo capitulo.
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Para estudar o movimento do corpo no plano, sera necessario introduzir
uma nova ferramente matematica: o vetor.
Antes de estudar este capitulo, o estudante devera dominar os conteidos

do capitulo anterior.

2.7 Vetores

2.7.1 Retas, semirretas e segmentos de reta no plano
cartesiano.

O plano cartesiano foi definido no capitulo anterior.

Héa infinitas retas no plano cartesiano. Duas retas podem coincidir (ou
seja, ha apenas uma reta), ser concorrentes ou paralelas.

Cada reta pode ser dividida em duas semirretas através de um tnico
ponto. Por exemplo, se o ponto A pertence a reta r, ha infinitos pontos de
cada lado especifico de A. Cada conjunto destes que se estende infinitamente
é¢ denominado semirreta. Por exemplo, o eixo do tempo é uma semirreta
formada a partir da origem para o futuro.

Através da equacao da reta, é possivel descrever a semirreta matema-
ticamente. Por exemplo, o ponto A = (1,5) pertence a reta com equagao
y = 2x + 3. O ponto A divide esta reta em duas semirretas: y = 2z + 3 para
r>1ey=2r+3parax <1. Outro exemplo é a reta vertical (que nao é
fungao) x = 2. O ponto B = (2,5) divide esta reta vertical duas semirretas:
r=2paray >dex =2paray < 5.

Hé infinitas retas que passam por um tnico ponto. Por exemplo, o ponto
C' = (2,7) faz parte de infinitas retas, incluindo a reta vertical z = 2, a
reta horizontal y = 7 e a reta y = 2z + 3. Assim, um mesmo ponto divide

diferentes retas em semirretas distintas. A reta z = 2 fica dividida nas
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semirretas ¢ = 2 paray > 7 e x = 2 para y < 7. J& a reta horizontal fica
dividida nas semirretas y = 7 para x > 2 e y = 7 para x < 2. Enfim, a reta
y = 2x + 3 fica dividida em y =2x + 3 parax > 2 e y = 2z + 3 para = < 2.

Um segmento de reta é formado por todos os pontos de uma reta localiza-
dos entre dois pontos distintos da reta. Por exemplo, se dois pontos distintos
A e B pertencem a reta r, todos os pontos da reta r localizados entre A e B
(incluindo estes dois pontos) formam um segmento de reta. O segmento de
reta localizado entre A e B é representado por AB.

O segmento de reta também pode ser descrito matematicamente. Por
exemplo, os pontos A = (1,5) e B = (2,7) pertencem a reta y = 2z + 3. O
segmento AB é descrito matematicamente como y = 2z + 3 para 1 < z < 2.

Ha uma tnica reta que passa por dois pontos distintos. Assim, nao é
necessario especificar qual a reta que passa pelos dois pontos porque ela é
tnica. Por exemplo, a unica reta que liga C' = (1,2) e D = (2,3) ¢ y = v+ 1.
Assim a descricio matematica do segmento C'D s6 pode ser y = & + 1 para
1<z <2

O conjunto de pontos localizados entre A e B ou entre B e A sao os

mesmos. Assim, AB=BA.

2.7.2 Distancia entre dois pontos do plano cartesiano.

No capitulo anterior foi definida uma distancia entre niimeros e entre posi-
¢oes. A distancia entre dois pontos distintos do plano cartesiano sera definida
como o comprimento do segmento de reta que liga estes dois pontos. J& a
distancia de um ponto a ele mesmo é definida como 0. Assim a distancia
entre A e B é o comprimento do segmento de reta AB caso A # B e 0 caso

contrario.
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A distéancia entre dois pontos A e B (designada por d(A, B) ou por dap)

obedece uma métrica, ou seja, segue as 3 propriedades & seguir:

1. A distancia entre um ponto e ele mesmo é zero pela propria definicao
acima (d(A,A) = 0) e a distancia entre dois pontos distintos ¢ um
namero positivo (d(A, B) > 0 se A # B) porque o comprimento do

segmento AB é um numero positivo.

2. A distancia entre dois pontos nao depende da ordem entre eles, ou seja,
a distancia de A até B é a mesma distancia de B até A (d(A, B) =
d(B, A)). No caso de pontos distintos d(A, B) = d(B, A) porque AB=BA.
Ja para pontos iguais, d(A, A) = d(A, A) = 0.

3. A soma das distancias entre dois pontos e um terceiro é maior ou igual
a distancia entre os dois elementos (d(A4, B) < d(A,C)+d(B,(C)). Esta
relacao é denominada “desigualdade triangular". Ha razoes geométricas

para esta denominacao que serao discutidas a seguir.

Se os trés pontos sao iguais (A = B = C), entao d(A,B) = d(A,C) =
d(B,C) = 0. Logo d(A,B) = d(A,C) +d(B,C) porque 0 = 0. Se A= B
mas A # C, entdo d(A,B) =0, d(A,C) =d(B,C) =d > 0. Logo d(A, B) <
d(A,C) + d(B,C) porque 0 < d+d. Jase A # B mas A = C entdo
d(A,B) = d(B,C) > 0ed(A,C) =0. Logo d(A,B) = d(A,C) + d(B,C)
porque d = 0+ d. Se A # B mas B = C entao d(A,B) = d(A,C) =d >0
e d(B,C)=0. Logo d(A, B) = d(A,C) 4+ d(B,C) porque d = d + 0. Enfim,
resta a situagdo mais geral: os trés pontos sao distintos (A # Be A # C e
B #C).

Para trés pontos distintos, ha ainda duas situacoes: os pontos podem ser

parte da mesma reta ou nao. Se o ponto C' faz parte da mesma reta entre A e
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B, e ainda, C esta entre A e B, entdo geometricamente d(A, B) = d(A,C) +
d(C,B) = d(A,B) = d(A,C)+d(B,C). Jase o ponto C faz parte da mesma
reta que A e B, mas nao esta entre eles, entao d(A, B) = d(A,C)—d(B,C) <
d(A,C)+d(B,C)oud(A,B)=d(B,C)—d(A,C) <d(B,C)+d(A,C). Em
suma, se os trés pontos estao alinhados vale d(A, B) < d(B,C) + d(A, C).
Para os trés pontos distintos e nao alinhados forma-se um triangulo ABC.
Na linguagem popular, “o caminho mais curto entre dois pontos é a reta".
Assim, o comprimento de A até B é menor do que a soma dos comprimentos
de A até C' mais o de C' até A. Enfim, neste tridngulo vale d(A, B) <
d(B,C)+d(A,C). E desta figura que vem o nome “desigualdade triangular".

Com todas as possibilidades exploradas, conclui-se que no plano cartesi-

ano:

d(A,B) < d(B,C) +d(A,C) (2.130)

Como cada ponto do plano cartesiano é associado a um par de ntimeros
reais, é possivel expressar a distancia através destes ntmeros reais. Se o
segmento é horizontal, entao o segmento pode ser projetado no eixo x. Neste
caso, o problema é equivalente & distancia entre dois niimeros reais. Assim
os pontos A = (z1,¢) e B = (x3,¢) ambos pertencentes a reta y = ¢ tem

distancia igual a dos ntimeros reais x; e 9. Consultando o capitulo anterior.

d(A, B) = |z — a2 (2.131)

Analogamente, dois pontos A = (¢,y1) e B = (¢,y2) que pertencam a

mesma reta vertical x = ¢ tem distancia dada por :

d(A, B) = |y1 — 2| (2.132)
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Enfim, se os pontos A = (xa,y4) € B = (zp,yp) nao estao alinhados
nem vertical e nem horizontalmente, entao as relagoes acima nao se aplicam.
O ponto C' = (za,yp) faz parte da mesma reta vertical de A e da mesma
reta vertical de B. Assim o triangulo ABC é um triangulo retangulo cujo o
angulo reto estd em C. A hipotenusa é o segmento AB, o cateto horizontal

¢ BC e o cateto vertical, AC. Usando o teorema de Pitagoras:
d(A,B)? = d(A,C)* +d(B,C)?

Como o segmento BC ¢ horizontal, entdo por 2.257 d(B,C) = |vp —
z4]. J& o segmento AC ¢ vertical, entdo por 2.258 d(A,C) = |y — yal.

Substituindo acima:
d(A,B)2 = |zp — ZUA|2 + |lyp — ?/A|2

Aplicando acima a identidade |z|? = z? entéo:

d(A,B)* = (zp —x4)* + (yp — ya)®

d(A,B) = /(x5 — 2a)* + (yp — ya)? (2.133)
A formula acima implica que com as coordenadas dos dois pontos, é
possivel calcular a distancia entrer eles ao invés de medi-la em uma figura.
A férmula dispensa o uso das relagoes 2.257 e 2.258. Se os pontos A e
B estao alinhados horizontalmente, entao y4 = yg. Substituindo em 2.259
chega-se a d(A, B) = \/(vp — x4)? = |z — 24|. J& o alinhamento vertical
(x4 = xp) em 2.259 implica em d(A, B) = \/(ys —vya)? = lys — yal.
Por exemplo, os pontos A = (1,2) e B = (4,6) tem distancia d(A, B) =
VI =42+ (2-6)2=+9+16 = v/25 = 5. Ja o ponto (1,2) e a origem
(0,0) tem distancia d(A, B) = /(1 —0)2+ (2 - 0)2 = V1 +4 = /5.
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2.7.3 Definicao de vetor.

Em Matematica Pura, vetor é definido como um objeto matemético de um
conjunto dotado de uma algebra vetorial. O conjunto é denominado “espaco
vetorial". Tal nogao é muito abstrata e vai além dos objetivos deste capitulo.
Assim, neste capitulo sera definido apenas vetor no plano cartesiano.

A definicao de vetor no plano cartesiano é um pouco abstrata, embora
nao seja um conceito dificil. Vetor pode ser definido provisoriamente como
um par ordenado de pontos onde um é classificado como origem e outro
como extremo. Por exemplo, no par de pontos distintos A e B, A pode ser
escolhido como origem e B como extremo. Neste caso fica definido o vetor
reprsentado como AB. No plano cartesiano o vetor AB pode ser representado
como o segmento AB onde no extremo é colocado o simbolo de uma flecha.
Esta representagao pictérica nao significa que o vetor seja o conjunto de
todos os pontos entre A e B, mas sim que existe uma ordenacao de A para
B. Inversamente, o ponto B poderia ser escolhido como origem e A, como
extremo. Neste caso o vetor seria diferente de 1@ e sua representacao seria
BA.

O vetor cuja origem coincide com o extremo ¢ denominado “vetor nulo".
Por exemplo, se o ponto A é origem e extremo do vetor, o simbolo fica AA A
representacao pictorica do vetor nulo nao é uma flecha, mas apenas o ponto
onde esta o origem e o extremo.

O modulo de um nimero real é um nimero positivo associado a este ni-
mero. Analogamente, o médulo de um vetor é um ntmero positivo associado
a este deslocamento. O moédulo do vetor é definido como a distancia entre a
origem e o extremo. O simbolo de médulo do vetor usado neste livro seré o

mesmo do médulo de um numero.
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|AB| = d(A, B) (2.134)

E interessante notar que se A # B, entdo AB # Ei, mas |1@>| = |Ei|
porque d(A, B) = d(B,A). Também é interessante notar que o vetor nulo
tem moédulo zero: pﬁ\ =d(A,A)=0.

Por exemplo, o vetor AL onde A = (1,2) e B = (2,3) tem modulo
AB| = /A 27+ (232 =2

O vetor tem uma dire¢ao. Diregao é um conjunto de retas paralelas. Para

ilustrar o conceito de dire¢do, definem-se os pontos A = (1,3), B = (2,5),
C=(-1,-2)e D = (2,4). O vetor AB esté sobre a reta y = 2x+1 enquanto
CD esté sobre a reta y = 2x. Ambos estao sobre retas com coeficiente angular
2. Retas com o mesmo coeficiente angular sao paralelas. Entao os vetores
AB e @ tém a mesma diregao. O vetor B? esté sobre a reta y = §x+ % O
coeficiente angular desta reta é g, logo o vetor BC ndo tem a mesma diregao
de AB e nem de @ O vetor AD esta sobre a reta y = x + 2. Como o
coeficiente angular da reta é 1, o vetor AD néio tem a mesma direcao de AB ,
nem @ e nem de @

|[desenhar figura com os pontos A, B, C e D e seus respectivos vetores|.

Se A e B sao quaisquer dois pontos distintos, entao os vetores distintos
ﬁ e Ei estao sobre a mesma reta. Logo, os vetores /@ e Ei tém a mesma
direcao.

O vetor nulo ﬂ é¢ um ponto. Por um ponto, passam infinitas retas, com
infinitos coeficientes angulares, além da reta vertical. Assim, o vetor nulo
tem infinitas dire¢oes. Consequentemente, o vetor nulo tem a mesma diregao
de qualquer vetor. Usando os mesmos quatro pontos A = (1,3), B = (2,5),
C = (-1,-2)e D = (2,4), o vetor AA estd sobre as retas y = 2z + 1,
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Yy = gx + % e y = x + 2. Estas retas passam respectivamente pelos vetores
1@, AC ¢ AD. Como toda reta ¢ paralela a si mesma, o vetor nulo tem a
mesma direcao de ﬁ, 1@ e AD. O vetor BD esta sobre a reta y = 2x.
Como a reta com mesmo coeficiente angular y = 2x + 1 passa sobre o vetor
ﬂ, entao este vetor e Eﬁ tém a mesma direcao.

Uma forma mais pratica de verificar se dois vetores tem a mesma direcao
é verificar diretamente o coeficiente angular da reta que passa pelos dois
pontos. Um vetor com a origem em A = (z4,y4) € extremo B = (zp,yp)
estd sobre uma reta com um certo coeficiente angular « e coeficiente linear
B. Escrevendo a equacgao da reta com os pontos dados: y4 = axrq + 5 e

yp = axpg + [. Substraindo as equagoes:

Ya —Yp = Oé(l’A - $B)

Ya — Yn
o= —
Ta— B
Se um vetor é representado pela origem C = (z¢,yc) e extremo em

D = (zp,yp), o coeficiente angular devera ser:

Yo —9Yp
o —Tp

(07

Assim, o teste para verificar se dois vetores nao nulos AB e C’ﬁ tém a

mesma direcao é validade da relagao

Ya—YsB Yo — YD
A — TB Tc —Tp

(2.135)

Por exemplo, os vetores AB e CD (novamente com os pontos A = (1, 3),
B =(2,5),C =(—1,-2) e D = (2,4)) sao paralelos porque seguem o critério
2.261.
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Além de modulo e sentido, o vetor possui um sentido. Sentidos sao as duas
possibilidades de “movimento"que existe em um conjunto de retas paralelas.
Na reta dos reais, os nimeros positivos e negativos expressam esta dualidade.
Em uma reta genérica, nem sempre existe uma convencao de qual dos dois
sentidos serda chamado de positivo. Uma vez que um sentido é positivo, o
sentido oposto é negativo e vice-versa. Em um conjunto de retas paralelas,
a mesma convencao de sentido devera ser repetida para as demais retas.
Por exemplo, em um conjunto de retas horizontais, se o sentido positivo é da
esquerda para a direita em uma das retas, em todas as demais esta convencao
serd adotada. Ja4 em um conjunto infinito de retas verticais, se o sentido de
baixo para cima foi adotado em uma delas, todas elas deverao seguir a mesma

convengao.

Dois vetores que nao tém a mesma dire¢cao, nao podem ter o mesmo sen-
tido. Dois vetores nao nulos que tem a mesma direcao podem ter o mesmo
sentido ou sentido oposto. Vetores com o mesmo sentido sao denominados
“vetores paralelos". Ja dois vetores com sentidos opostos sao denominados
“vetores antiparalelos". Por defini¢ao, todo vetor é paralelo a si mesmo por-

que todo o vetor tem a mesma direcao de si mesmo e estd no mesmo sentido.

O vetor nulo nao representa nem um movimento para um sentido e nem
para o oposto. Assim o vetor nulo é classificado como “vetor sem sentido".
Apesar disso, o vetor nulo é classificado como “paralelo"a todos os demais

vetores.
Para ilustrar o conceito de sentido, serao usados os mesmos pontos A =
(1,3), B=(2,5), C = (—1,-2) e D = (2,4). Dentre todos os vetores nao

nulos que se pode construir com estes pontos, apenas quatro tém a mesma

direcao: 1@, Ei, @ e Zﬁ Os vetor AB é paralelo ao proprio AB ea @,
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mas é antiparalelo a BAea DC. Analogamente, o vetor CD é paralelo ao
proprio CDea AB , mas ¢ antiparalelo a BA ¢ a DC. Todos estes vetores
sao paralelos aos vetores nulos aA , BB , @ e DD.

A defini¢ao acima foi provisoria porque um vetor nao é apenas um par
ordenado de pontos. Um vetor pode ser definido todos os pares ordenados de
pontos que possuem o mesmo modulo, diregao e sentido. Em outras palavras,

dois vetores sao iguais quando sao paralelos e tém o mesmo modulo.

Um vetor é igual a si mesmo por defini¢cao porque ele possui o mesmo

modulo, direcao e sentido de si mesmo.

Para ilustrar o conceito de vetores iguais, serao escolhidos cinco pontos:
os quatro primeiros ja escolhidos (A = (1,3), B = (2,5), C = (—1,—-2) e
D = (2,4)) e um quinto ponto, a origem O = (0,0). O vetor AB ¢ paralelo
A CD mas nao tem o mesmo modulo. Basta usar a defini¢ao 2.260: |zﬁ | =
V(1 =2)2+ (3-5)2 = /5 enquanto |@| = /(-1-22+(-2-4) =
V45 = /9 %5 = 3v/5. O vetor ADB também ¢ paralelo a co porque eles per-

tencem as retas respectivas y = 2x+1 e y = 2x e tém o mesmo sentido. Estes

dois vetores também tém o mesmo modulo: ]@] =/(-1-02+(-2-0)2=
V5. Como ﬁ e 675 tém o mesmo modulo e sao paralelos, eles sao iguais:
zﬁ = @ Os vetores 1@ e O? tém o mesmo modulo e sao antiparalelos,
logo eles sao diferentes: AD #+ OC.0 leitor pode resolver como exercicios a

verificagao de que AB # OD e AB # BA.

Ha uma forma préatica de verificar se dois vetores sao iguais. Dois vetores

néo nulos AB e OD sdo iguais se e somente se:

Ta— TR =2Tc— XD (2.136)
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Ya —YB =Yc — YD (2.137)

Fica para o estudante o exercicio de provar que a relagao acima inclui o

paralelismo 2.261 e a igualdade de moédulos em 2.260.

Por exemplo, os vetores AB e CO (com os mesmos pontos A = (1,3),
B = (2,5), C = (—-1,-2) e O = (0,0)) sdo iguais, confirmando a relacao
acima.

Quando dois vetores “localizados"em locais distintos do plano cartesiano
sao iguais, fica claro que o vetor nao estd em um lugar especifico. Antes, o
vetor expressa uma relagao entre pontos. Para distinguir o vetor dos pon-
tos onde ele esta representado, os matematicos e os fisicos usam uma letra
miniscula acrescida do simbolo — acima da letra. Por exemplo, as repre-
sentagoes AB e TO do mesmo vetor podem deixar a falsa impressao de que
este vetor esteja localizado nos segmentos AB e CO. Representando o vetor

como @ = AB = 3, a nao localizacao fica mais clara.

Todos os vetores nulos sao iguais entre si porque possuem o mesmo mo-
dulo (zero), a mesma direcoes (as infinitas diregdes) e o mesmo sentido (néo
hé sentido). Assim AA = BB = ... Em outras palavras, todos os vetores

nulos sao um tnico vetor nulo. O simbolo adotado para o vetor nulo é 6

No lugar de verificar se dois vetores sao iguais, o estudante pode fazer o
processo inverso. Dado um vetor Ag, ele procura o mesmo vetor em outra
localizagao CD. O processo é conhecido como “transporte do vetor". Basta

que os novos pontos sigam as relagoes 2.262 e 2.263.

Para transportar um vetor, é necessario manter o paralelismo e o médulo

do vetor.
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2.7.4 Transporte do vetor e representacao do vetor em
coordenadas cartesianas.

No lugar de verificar se dois vetores sao iguais, o estudante pode fazer o
processo inverso. Dado um vetor 1@, ele procura o mesmo vetor em outra
localizacao @ O processo é conhecido como “transporte do vetor". Basta
que os novos pontos sigam as relagoes 2.262 e 2.263.

Por exemplo, dados os pontos A = (z4,y4) € B = (xp,yp), 0 vetor AB
seré transportado para a origem C' = (z¢,yc). Em outras palavras, a nova
representacao do vetor sera CD. Qual a coordenada de D? Seguindo a as

relagoes 2.262 e 2.263:

D= (zc+xp—xa,Yc +Yp — Ya) (2.138)

Por exemplo, o vetor AB com A = (2,4) e B = (3,2) pode ser trans-
portado de modo que a origem fique em C' = (4,5). Entao 1@ = @ se
D = (5,3).

Para nao precisar indicar a coordenadas dos dois pontos, ha uma con-
vengao. Caso as coordenadas da origem sejam omitidas, a origem do vetor
é transportada para a origem do plano cartesiano O = (0,0). Nesta con-
vengao, as coordenadas do extremo do vetor identificam o préprio vetor. O
vetor é representado apenas pela letra mintscula e pelas coordenadas do ex-
tremos. Usando a relagao 2.264, o vetor AB com coordenadas A = (a,ya)

e B = (xp,yp) fica representado como:

7:E=(IB—IA,yB—yA) (2139)

Geralmente os vetores sao representados simplesmente como:
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@ = (a,a,) (2.140)

onde o vetor @ tem origem em (0,0) e extremo em (a,, a,).
Nesta notacao o vetor nulo pode ser obtido pela relacao 2.265. Para um
ponto A qualquer, o vetor nulo pode ser expresso por zﬁ Usando a relagao

2.265 para x4 = xrp € ya = yp, o vetor nulo fica:
3 = (0,0)

O modulo do vetor @ pela expressao 2.260 é a distancia entre a origem

O e o ponto (a,,a,) fica:

@] = y/(az — 0)2 + (a, — 0)?

(2.141)

Da relagao acima, o estudante pode concluir novamente que o médulo do
vetor nulo é zero: |6| =024 02 =0.
Os fisicos costumam representar o moédulo do vetor @ pela mesma letra

sem o simbolo de vetor encima;

@ =a (2.142)

O vetor representado na forma 2.266 pode ser transportado para qualquer
origem. Combinando as expressoes 2.266 e 2.264, colocando a origem do
@

vetor @ = (ay,a,) no ponto A = (z4,ya), o vetor AB ter como ponto B

as coordenadas:

B = (a; +xa,a,+ya)
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Por exemplo, o vetor @ = (1,2) com a origem em A = (3,5) ficara
representado como vetor AB com B = (4,7).

E interessante notar que na nova representacao, fica mais facil verificar se
dois vetores estao na mesma direcao. Lembrando que as origens dos vetores
@

~ . . - .
estao na origem (0,0) e aplicando 2.261, os vetores @ e b nao nulos tém a

mesma diregao se e somente se:

ay by

- 2.143
. " (2.143)

- ~
Por exemplo, os vetores @ = (1,3) e b = (2,6) obedecem a relacio
acima, logo eles tem a mesma direcio. Ja os vetores @ = (1,3) e T = (2,7)
nao tém a mesma direcao.

2.7.5 Soma vetorial.

A soma entre dois vetores é uma operacao analoga & soma entre nimeros
reais. Assim como a soma de dois niimeros reais associa um par de nimeros

a um terceiro, a soma entre dois vetores associa dois vetores a um terceiro.

. -
Dois vetores @ = (a,, a,) e b = (b,,b,) somados resultam em:

@+ b = (ag + by, ay +b,) (2.144)

A soma de dois nmeros reais possui quatro propriedades. Dados a, b, ¢ €

R:
1. Propriedade comutativa: a +b=b+ a
2. Propriedade associativa: (a +b)+c=a+ (b+c¢)

3. Existe um elemento neutro0 e R : a+0=0+a=2a
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4. Para todo a existe um elemento inverso (—a) € R tal que a 4+ (—a) =

(—a)+a=0

A soma vetorial também segue estas quatro propriedades. Usando a definicao

2.270, a propriedade comutativa esta provada abaixo:

7+3>:(a$+bz,ay+by):(bz+ax,by+ay)

T+ =047 (2.145)

Por exemplo, (1,2) + (3,-1) = (3,-1) + (1,2) = (4,1) .
A soma vetorial também segue a propriedade associativa. Partindo de

2.270:

(7"‘?)4‘?: (az+bxvay+by)+(0m7cy> =
= ((az +bg) + co, (ay + by) + Cy) =

= (ay + (by +¢z),ay + (by +¢,)) =

(@+0)+2=2+ (0 +7) (2.146)

Por exemplo, ((1,2) + (3,—1)) + (4,0) = (4,1) + (4,0) = (8,1) e (1,2) +
O elemento neutro no plano cartesiano nao é o namero 0, mas o vetor

nulo @. Usando a defini¢ao 2.270:

7+6:(ax+0,ay+0):(az,ay):6>
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+0=0+7="17 (2.147)

O elemento inverso de @ é definido de acordo com a interpretacdo do
sinal “—"dado na capitulo anterior. Em outras palavras, (— @) ¢ o vetor que
somado com @ resulta no elemento neutro @. O vetor (—@) ¢ dado pelas

coordenadas:

(—@) = (—az, —ay) (2.148)

de modo que o sinal “-"inverte o sinal das coordenadas:

—(ay, ay) = (—az, —ay) (2.149)

Por exemplo, —(3,2) = (=3, —2).
Neste caso também vale a relagao de que o inverso do inverso de algo é

ele mesmo. Partindo da defini¢ao acima:

—(=@) = —(=02,—0,) = (= (~0s), = (—ay)) = (a5, )

(—@)=7 (2.150)

Usando a definicao de soma 2.270 e a defini¢cao 2.274:

@4 () = (00,0,) + (~a,,—a,) =

= (az + (—az), ay + (—ay)) = (0,0) =

T+ (-@)=(-T)+T =0 (2.151)
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Uma relacao interessante surge das relagoes 2.265 e 2.275:

ﬁ = (a:B —ZA,YB — yA) = (—(SUA - SCB)a _<Z/A - ZJB))

@ = —(37,4 — ITB, YA — yB)

AB = —-BA (2.152)

Assim a inversao da ordem dos pontos implica que o vetor muda para seu
elemento inverso.
Outra relacio interessante é a comparacio dos modulos do vetor @ com

o elemento inverso (—@). Usando as relagdes 2.267 e 2.274:

—al = /(-0 + (-0, = Va7 +a,?

| —al = la]

A soma entre vetores pode ser expressa geometricamente de duas formas.
Em primeiro lugar, a origem de um dos vetores pode ser transportada para
o extremo do outro. Por exemplo, o extremo do vetor AB é o ponto B. Se
um segundo vetor for transportado para ter sua origem em B, o vetor serd
escrito na forma BC. Usando a relagdo 2.265 e a defini¢cao de soma 2.270
chega-se a soma de AB com B? .

f@—k@:(xB—IBA,yB—yA)+($c—ZEB,yC—yB) =

(SBC — TA,Yc —yA) = @
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AL + BC = AC (2.153)

Caso os vetores nao sejam paralelos, a relagao acima pode ser representada
por um triangulo de lados ABC. Ja se os vetores sdo paralelos, a soma dos
vetores também serad paralela, nao havendo um triangulo.

Fazendo uma analogia do vetor com um deslocamento, o vetor AB é como
um deslocamento do ponto A para o ponto B, @ é como o deslocamento
de B para C'. A soma dos vetores é como se fosse o deslocamento final. Algo
que se deslocou de A para B e de B para C, deslocou-se de A para C. Esta
analogia sera importante para descrever deslocamentos espaciais.

A figura acima pode ser relacionada com a desigualdade triangular. Par-

tindo da desigualdade 2.256, usando a defini¢ao de modulo 2.260 e 2.270:

d(A,C) < d(A, B) +d(B,C)

AC| < |AB| + |BC|

|AB + BC| < |AB| + |BC (2.154)

Assim como para numeros reais, o modulo da soma é menor do que a soma
dos moédulos. A igualdade so se verifica para se os vetores forem paralelos.

Reescrevendo a relacdo acima com @ = ABe b = B? chega-se a

- -
@+ 0| <|a@|+|0]

A relagao do modulo da soma com os moédulos dos vetores sera retomada

no proximo capitulo.
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Por exemplo (1, —1) + (2,3) = (3,2) e os modulos ficam [(3,2)] = V13 e
(L= +12.3) = V3 + VI3 > VI3 = |(3.2)], logo, |(1, ~1)| + (2.3)] >
(3,2)]

Ha outra forma geométrica de somar vetores. No lugar de colocar a
origem de um vetor no extremo de outro, colocam-se as origens dos dois
vetores no mesmo ponto. Por exemplo, a origem do vetor AB é o ponto B.
Se um segundo vetor for transportado para ter sua origem em A, o vetor
serd escrito na forma 1@ . Deixando-se a origem do vetor soma no ponto A

chega-se ao vetor AD. Assim:

AB + AC = AD

Da relacao 2.279 chega-se a AB +@ — AD. Comparando com a relagao
acima, AC = BD. Ainda usando 2.279, AC + CD = AD . Entdo AB =
CD. Como vetores iguais sao paralelos e tém o mesmo modulo, a figura
ABCD ¢é um paralelograma. Assim, o vetor soma AD esta na diagonal de
um paralelograma desenhado a partir dos vetores AC e /TC . Este método de
soma vetorial é denominado método do paralelograma. A desvantagem deste
método é para vetores paralelos, o paralelograma fica degenerado.

Na representacao dos vetores com a origem em (O, a soma vetorial acaba

sendo representada pela regra do paralelograma.

2.7.6 Substragao vetorial.

A operagao de subtrag@o vetorial é analoga & subtracdo entre niimeros reais.

Para ntmeros reais vale a definigao:

a—b=a+ (-b)
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Analogamente, a subtracao vetorial é definida como:

T-b=a+(-b) (2.155)

Usando as defini¢goes 2.274 e 2.270 na defini¢ao acima:

T -5 =@+ (=0) = (as a,) + (=by, —b,) =

@ — 0 = (ag — by, a, — by) (2.156)

Geometricamente, a subtracao vetorial pode ser representada transpor-
tando as origens dos dois vetores para o mesmo ponto. Os vetores podem ser
escritos como AB e AC. A primeira forma consiste em usar a relagao 2.278

e 2.281:

ﬁ—mZE—i—(—@):zﬁﬁ-m

_ A+ AB =B

AB - AC =CB (2.157)

Assim, o vetor subtragao C@ tem origem no extremo do vetor subtraido
AC (ponto C') e o extremo no extremo do vetor AB (ponto B). Caso os
vetores AB e m nao tenham a mesma dire¢ao, forma-se um triangulo ABC.

[desenhar figura.|.
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E interessante notar que a soma e a subtragao dos vetores 1@ e 1@
podem ser representadas em um paralelogramo ABCD. As diagonais do
paralelogramo siao AD e BC. A soma dos vetores AB +1@ fica representada
na diagonal AD. J4 a subtracao vetorial AB-AC = OB ficasobre a diagonal
BC. E interessante notar que a subtracao invertida zﬁ _AB = B? também

fica representada na diagonal BC.

2.7.7 Produto por escalar.

O conceito de escalar ¢ um pouco complicado e vai além dos objetivos deste
curso introdutoério de Fisica. Neste contexto bem especifico, o escalar sera
tomado como sinénimo de nimero real.

O termo “escalar"vem da palavra escala. Um nimero real pode ser colo-
cado em uma escala, a reta dos reais.

As coordenadas do vetor sao dois nimeros reais. Logo, as coordenadas
sao dois escalares.

O produto por escalar é uma operacao analoga ao produto entre dois
numeros reais. Mas ha diferengas profundas entre estes dois produtos. O
produto entre dois ntimeros reais é a associacao de dois ntimeros com um
terceiro. Ja o produto por escalar é a associacao de um escalar e um vetor
com um vetor. Neste segundo produto, os termos envolvidos na operagao sao
dois objetos matemaéticos diferentes: um escalar e um vetor.

A definicdo do produto do escalar A € R pelo vetor @ = (a,, a,) é dada

por:

AT = (g, \a,) (2.158)

O produto de dois ntimeros reais possui quatro propriedades. Dados
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a,b,c e R:
1. Propriedade comutativa: ab = ba
2. Propriedade associativa: (ab)c = a(bc)
3. Existe um elemento neutro 0 € R : al =la=a

4. Para todo a # 0 existe um elemento inverso (1) € R tal que a(2) =
(FJa=1

a

Além disso, ha uma propriedade distributiva que relaciona soma e produto:
cla+b) =(a+b)c=ac+bc

A propriedade comutativa nao faz sentido para o produto por escalar.
Mesmo trocando a ordem entre o escalar e o vetor, a distin¢ao entre os objetos
multiplicados permanece. Para deixar clara esta diferenca, se o produto entre
naturais é definido como uma sucessao de somas, 2x3 = 2+2+2 e 3%x2 = 3+3.
Embora 2%3 = 32, as operacoes sao distintas. Caso se escreva @ A no lugar
de \@, a operacdo nao mudou.

O produto por escalar segue uma propriedade analoga a associativa. Se

A, i € R, pela definigao:

Ap@) = Mpay, pay) = (Apag, \ua,) =

= Mi(az, a,) = ()@

ANpa@)=\p)a (2.159)
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H4a uma diferenca profunda entre a propriedade acima e a associativa
entre numeros. No primeiro caso, o produto entre o primeiro e o segundo
fator ou entre o segundo e o terceiro resultam em ntmeros. Ja no caso acima,
o produto entre o segundo e o terceiro fator é um vetor, enquanto entre o
primeiro e o segundo ¢ um namero. Por exemplo, 2(3(4,5)) = 2(12,15) =
(24,30) = 6(4,5) = (2% 3)(4,5).

O escalar “1"atua como um analogo do elemento neutro. Partindo de

2.284:
17 = (lag, lay) = (ay,ay)
1d="a (2.160)

E importante frisar que o escalar 1 nao esta sendo operado em outro
escalar, mas em um vetor.

Nao faz sentido falar de um elemento inverso no produto por escalar. Nao
existe um analogo do numero 1 para vetores.

Como escalares sao diferentes de vetores, ha duas propriedades distribu-

tivas: uma para soma dos escalares e outra para soma de vetores.

A+ @ = A+ p)(as,a,) =

= (A +p)az, (A + :u)ay) = (Aag + pag, Aay + :uay) =

= (A + p)az, A+ pay) = (Mg, Aay) + (paq, pay) =

= A(am ay) + M(aﬂcv ay)
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A+ @ =\ +ua (2.161)
Por exemplo, (2 + 3)(4,5) = 5(4,5) = (20,25) = (8,10) + (12,15) =
2(4,5) + 3(4,5).

M@ + B) = Mag + by, ay + b,) =
= (Mag + by), May +by)) = (Aag + Aby, Aay, + \b,) =

= (Aag, Aay) + (Aby, Aby) = A(ag, ay) + A(bs, by)

M@+ D) =\T+AD (2.162)

Por exemplo, 2((4,5) 4+ (3,—1)) = 2(7,4) = (14,8) = (8,10) + (6, —2) =
2(4,5) +2(3,—1).

Se A = 0, ha uma relacao analoga ao produto do ntimero 0 com outros

nimeros. Partindo de 2.284:

0@ = 0(ay, a,) = (0a,,0a,) = (0,0)

07 =0 (2.163)

Enquanto o ntamero 0 multiplicado por outro ntmero resulta em 0, o
nimero 0 multiplicado por um vetor resulta no vetor nulo 6 Por outro

lado, um escalar qualquer multiplicado pelo vetor nulo resulta em vetor nulo.

Partindo de 2.284:
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AG = X(0,0) = (A0, A %0) = (0,0)

\O =0

Assim como qualquer nimero multiplicado por 0 resulta em 0, qualquer
ntimero multiplicado pelo vetor nulo resulta no vetor nulo.
O produto do numero (—1) com um numero a resulta em (—a). Para

vetores ha uma relagao analoga. Partindo da definicao 2.284 e 2.274:

<_1)7 = (—=1)(az, ay) = ((=1)az, (=1)a,) = (—az, —a,)

(-)a =-7 (2.164)

Novamente é necessério frisar que o produto acima é entre um nimero e
um vetor.

A semelhanga do comportamento do vetor nulo com o niimero 0 no pro-
duto por escalar nao deve levar o estudante a achar que o nimero zero é
igual ao vetor nulo. Muitos livros didaticos apresentam a identidade 0 = 0.
Neste livro esta identidade nao serd usada. Ao contrario, a distingao entre 0
e 6 seré enfatizada.

E interessante averiguar as relacoes entre os vetores @ e A@. Se A = 0
entdo o vetor \@ = 6 . Neste caso, o vetor \@ ¢é parelelo a @ porque o
vetor nulo é paralelo a qualquer outro. Se @ = 67 o vetor \@ = 6 =7
coincide com @. Para @ # T e # 0, a relagao 2.269 junto com 2.284

indica que os vetores @ e A@ tém a mesma direcdo.
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ay Ay

Qy Aay

Se A > 0, 0 vetor @ é paralelo a A@. Jase A < 0, o vetor @ ¢é antiparalelo
a\w.
Resta a relacio entre os modulos de @ e A@. Usando as relacoes 2.267

e 2.284:

N@| = \JNa2 + Na2 = /N2 + a2) =

Z\/ﬁw/ai—i-az

AT | = |\|| @] (2.165)

Com as relacdes acima ¢é possivel construir geometricamente o vetor \@
a partir de @. O modulo de A'@ ¢ |\ vezes o médulo de @. Se A > 0, os
vetores sao paralelos. Caso A < 0, os vetores sao antiparalelos. Para A = 0

oud@ = 8, o vetor \@ ¢é apenas um ponto, o vetor nulo.

2.7.8 Divisao por escalar

O termo divisao por escalar geralmente nao aparece nos livros de matematica.
Mas a operacao é feita em livros de Fisica, mesmo sem uma definicao formal.

A divisao de um vetor por um escalar é dada por:

? = (%) @ (2.166)

onde A # 0.
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Usando a definicao 2.284 chega-se a outra definigao:
@ 1 ( ) 1 1 )
— = =) (azay) = —laz, | <~ )a
A A oy AN Y

Qe em

Por exemplo, (3—54) = (%, 2)

Da propriedade 2.291 aplicada em 2.292 chega-se a:
_>
a 1
$1=1(5) 1t

| = Jaf (2.168)

_>
O vetor % tem a mesma direcdo de @. Se A > 0, os vetores sdo paralelos,

mas se A < 0, os vetores sao antiparalelos.

2.7.9 Versores

Versor e um vetor de modulo 1. Os versores sao representados com um
w~n

acima da letra mintscula no lugar do simbolo —. Assim o versor pode

ser definido em funcao de seu modulo como:
jaf =1

Alguns versores sao tao usuais que ha simbolos especiais para eles. Os

versores definidos abaixo sao os mais usados.

~

i =(1,0) (2.169)
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7=1(0,1) (2.170)

Fica como exercicio para o estudante usar a definicao 2.267.

A partir de qualquer vetor nao nulo é possivel “construir'"um versor. Basta

dividir um vetor pelo seu proprio moédulo.

@

Para verificar que o versor acima tem realmente modulo 1, basta usar a

propriedade 2.294:

Por exemplo, o versor construido a partir de (1, 1) é dado por:

1,1 (11 1 1

TN v VB ve

)

Qualque vetor pode ser reescrito na forma de um versor multiplicado pelo

modulo do vetor:

_>
@ = |7 (i) = @l

@]

Por exemplo, o vetor (1,2) pode ser reescrito como:

02 =102/ (f57) =57 =5 (35 75)

12 .
onde <\/5, \/5> é um versor.
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2.7.10 Decomposicao de vetores

Os vetores podem ser escritos como somas de outros vetores. Este processo
¢ conhecido como decomposicgao.

A decomposi¢cao mais comum é aquela dada em termos de vetores nos

eixos z e y. Um vetor qualquer @ = (ay, a,) fica decomposto como:

@ = (az,ay) = (az,0)+ (0, ay)

[fazer figura.|.
O vetor (a,,0) esta no eixo x e (0, a,), no eixo y.

Através da defini¢ao 2.284, os vetores acima podem ser reescritos como:
T = a,(1,0) +a,(0,1)

Com as defini¢oes dos versores i e j a expressao acima fica:

@ = ayi+ay) (2.172)

Por exemplo, (1,3) = 17 4 3]

A soma vetorial 2.270 reescrita em termos destes versores fica:
- 4 o
@+ b = (a,+b.)i+ (a, +by)J

E como se a componente de cada vetor fosse somada independetemente da
outra. Analogamente, o produto por escalar 2.284 atua em cada componente

independentemente.
AT = Aagi + \ayj

Uma decomposicao geral do vetor @ ¢é dada pela definicao de subtracao

de vetores 2.281:
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T=(@-0)+ b (2.173)

Por exemplo, o vetor (3,7) pode ser decomposto como (3,7) = ((3,7) —
(1,1)) +(1,1) = (2,6) + (1, 1).
Embora seja possivel escrever o vetor nulo & como soma de dois vetores

opostos (ver 2.277) nao é usual decompor este vetor.

2.8 Posicao de um corpo pontual em um plano
espacial.

O problema tratado nesta secao é a localizagao de um corpo pontual em um
plano espacial.

O corpo pontual localizado em um plano espacial ocupara um tinico ponto
em cada instante de tempo. Cada ponto do plano pode ser localizado através
de um par de ntimeros reais. Mas no lugar de apenas pontos, os corpos

pontuais serao localizados com vetores.

2.8.1 Plano Espacial.

Os eixos do plano cartesiano sao duas retas reais perpendiculares. As locali-
zagoes sao adimensionais. J4 em um plano espacial ha a dimensao “espago".
No lugar das retas reais, os eixos x e y sao retas espaciais. Caso o leitor
nao se lembre das diferencas entre a reta real e a reta espacial, é necssério

consultar o capitulo anterior.
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Os fisicos nao representam uma posi¢ao como um simples ponto P =
(z,y). Eles representam a posigdo como um vetor que tem origem na origem
do plano espacial O = (0,0) e tem extremo na propria posicao P = (z,y).
Em outras palavras, a posicao que corresponde ao corpo no ponto P é § =
(z,y) E importante enfatizar que este vetor ndo é adimensional, mas suas
coordenadas tem dimensao de espaco.

[ver figura.|.

Ha intimeras vantagens de se atribuir um vetor a localizacao no lugar de
apenas um ponto. A velocidade é definida como uma divisao de uma variagao
de posicao por variagao de tempo. Pontos no plano nao podem ser somados
ou subtraidos, mas os vetores § podem. Entdo, os conceitos de velocidade
e aceleracao poderao ser definidos para o plano.

Para nao se confundir o vetor nulo do plano cartesiano 6 com o vetor
nulo do plano espacial, usa-se o termo 54 = (0, 0) onde as componentes nio
sao os nameros 0 , mas as posigoes 0.

O modulo do vetor posicao é definido de acordo com 2.267:

|9 = /52 + 52 (2.174)

onde este modulo tem dimensao espacial.
Por exemplo, |(1m,2m)| = v/5m , |(1em, 2em)| = v/5em, |(1m, 50cm)| =
|(1m, 0,5m)| = v/1,25m , etc.

2.8.2 Grandezas escalares e vetoriais.

O conceito detalhado de grandeza escalar esta além dos objetivos deste curso.
No contexto da Mecanica Classica, uma grandeza escalar pode ser definida

como aquela que pode ser representada por um escalar (nimero real) seguido
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de alguma unidade.

Por exemplo, a posi¢ao de um corpo em uma reta espacial é uma grandeza
escalar. Cada posicao é representada por um ntmero real seguido de uma
unidade espacial (por exemplo, s = 2m). O tempo também é uma grandeza
escalar porque pode ser representado por um nimero real seguido de uma
unidade temporal (como em ¢ = 3s). Massa ¢ uma grandeza escalar (como em
m = 4kg). Na reta, velocidade e aceleragao também sao grandezas escalares.

Grandeza vetorial é aquela que pode ser representada como uma sequén-
cia de escalares em uma certa ordem. No caso particular do plano, uma
grandeza vetorial é aquela que precisa de um par de niimeros reais para ser
representada. O nome grandeza vetorial se deve ao fato de que qualquer par
de niimeros reais pode ser associado a um vetor com a origem em Q.

No plano, a posicao nao pode ser considerada uma grandeza escalar. Sao
necessarios dois numeros reais para localizar um ponto no plano. Assim, a
posicao de um corpo no plano é uma grandeza vetorial. Este par de nimeros
reais ¢ associado a um vetor com estas mesmas coordenadas. Velocidade e

aceleragao no plano também sao grandezas vetoriais.

2.8.3 Distancia entre duas posicoes no plano espacial

A distancia entre duas posicoes 54 e 54 no plano espacial é a associacdo deste

par de pontos com um nimero positivo. Inspirado na definicao da distancia

entre nimeros no capitulo anterior:

d(5%,55) = |54 — 58] (2.175)

O modulo da posicao coincide com a distancia da posi¢io 54 até a origem

(0,0).



176 Mecanica

d(53,58) = |54 — 56| = |54l
Substituindo a relagao de subtracao entre vetores em 2.282 acima:

d(ﬁ,?) = ’(SA:(; — SBxy SAy — SBy)’

S

d(53, )Z\K&M—Smﬁ+4aw—s@ﬁ (2.176)

Esta defini¢ao coincide com a distancia entre pontos 2.259. Assim a
distancia entre pontos no plano espacial segue a métrica usual.
Por exemplo, a distancia entre um ponto 54 = (1m, 2m) e 53 = (2m, 1m)

é de:
d(5%,58) = |54 — 58| = |(=1m, 1m)| = V2m

2.8.4 Deslocamentos entre duas posicoes.

Quando um corpo pontual desloca-se posicdo 54 para a posicio 54, o deslo-

camento é definido como.

A5y 4 =54 — 54 (2.177)

Por exemplo, o deslocamento da posicdo 54 = (5cm,2cm) para 53 =

(Tem, 9em) ¢ Asap = (Tem, 9em) — (5em, 2cm) = (2cm, Tem). Ja o desloca-
mento de 53 = (7em, 9cm) para 5. = (2cm,2cm) é Aspé = (—5em, —Tem).

Se 54 = 5%, o deslocamento é nulo.

ASA

|
2l

— 54 = 35

=
I
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Assim como o deslocamento na reta, o deslocamento entre duas posi¢oes
no plano é anticomutativo.

ASAp =55 —54=—(54 —54) = —Asp4

Usando ainda o exemplo das posicoes 54 = (5cm, 2em) e 53 = (Tem, 9em)

entdo Asa3 = (Tem, 9em)—(5em, 2em) = (2cm, Tem) e Asg4 = (5em, 2cm) —
(Tem, 9em) = (—2em, —Tem) = —(2e¢m, Tem).

Caso sejam feitos dois deslocamentos sucessivos, o deslocamento final sera
a soma dos dois deslocamentos. Em outras palavras, um deslocamento de
A para B seguido de outro deslocamento de B para C' equivale a um tnico

deslocamento de A para C.

ASAE + ASpd = (55 — 54) + (5¢ — 53)

ASIE + ASEE =

mi
|
S

+ 56 — 58 =56 — 54
ASAB + ASpé = A5l (2.178)

Fica confirmada a analogia do vetor e do deslocamento comentada na

segao anterior (ver 2.279). A soma vetorial representa o deslocamento total.

[ver figura|
Por exemplo, para as mesmas posicoes 54 = (5em, 2em), 55 = (Tem, 9em)
e 5. = (2em,2cm) os deslocamentos entre os 3 pontos ficam: A5p =

(2cm, Tem),Aspé = (—5em, —Tem) e Asaé = (—3em,0) . A soma dos des-
locamentos sucessivos de A para B e de B para C é igual ao deslocamento

de A para C: A5x4+ Aspd = (—3cm, 0) = Asé.
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2.9 Funcoes Vetoriais
2.9.1 Conceito de funcao aplicado ao vetor.

Neste capitulo, é necessario dominar apenas um tipo de funcao: fungoes
que associam um nimero real a um vetor. Estas fungoes sao chamadas de
“funcoes vetoriais".

“Uma funcgao vetorial é uma relagdo de um nimero real t € R com um
tinico vetor com coordenadas 7(t) = (g(t),h(t)) € R* onde g(t) e h(t) sdo
fungoes de uma variavel real". Geralmente ela é representada como ? R —
R2.

A fungao abaixo ilustra bem o conceito.

T ) = (2t +3,82)

A fungao que associa t & coordenada = é g(t) = 2t + 3. Ja a fungao
que associa t & coordenada y ¢ h(t) = t*. O ntmero 0 é real. Assim,
?(O) = (g(0),h(0)) = (3,0), é um vetor. O tnico vetor relacionado ao 0
pela funcao 7(t) = (2t + 3,t?) ¢ (3,0). Da mesma forma ?(%) = (4, i), ou
seja, o tnico vetor relacionado a 3 pela funcao 7(t) = (2t +3,t%) ¢ (4, 7).

O ntmero t que sera associado a outro também é denominado “argumento
da funcao". O argumento da fun¢ao nao seré designado por x ou por y porque
esta letra designa o eixo das abcissas. Outras letras podem ser usadas para
representar o argumento da fungao, desde que a transformacao seja mantida,
mas é importante reservar as letras x e y para os eixos. Por exemplo, a

funcao acima poderia ser representada por:

7 () = (2u+3,12)
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Para ilustrar que a funcao serd a mesma, basta usar os dois exemplos
S _ = _ _ 1 ? 1\ _ (g 1
anteriores: se u = 0 entdo 7(0) =(3,0)eseu=75, f(5)=(4,7).
Também neste caso, cada nimero real estd associado a um tnico vetor,
mas dois niimeros reais podem ser associados ao mesmo vetor. Por exemplo,
f = (&%, ¢4 —1#1 1
para a fungao , segue que # 1 mas .
Analogamente ao que ocorre para funcoes de uma Variéwel, é possivel

definir uma “funcao constante".
fey="2

onde @ & um vetor qualquer. Por exemplo, a funcdo constante poderia
ser f(t) = (2,3).

Uma fungao constante que tem importéancia particular é f(z — 0. Ela
também é conhecida como funcao nula.

Nao existe para fungoes vetoriais um analogo da fungao identidade f(x) =
x. Um escalar jamais ¢ igual um vetor.

As analogias entre fungoes vetoriais segue adiante. Quando héa mais de
uma func¢ao em uma determinada oragao, a notacao 7(95) pode apresentar
ambiguidade. Por exemplo, se ? (2t+1,t%) e ?(m) = (¢*,2") ha duas
funcoes distintas sendo representadas pela mesma letra ? Nestes casos,
é importante usar outras letras mintdsculas para representar as outras fun-
coes. N&o é conveniente usar as letras ¢ ou ﬁ) porque elas sao usadas para
representar as fungoes espcificas em x e y. No exemplo citado, as fungoes
poderiam ser representadas por ¥ (t) = (2t + 1,1?) e 7' (x) = (¢2,2%).

As fungoes vetoriais nao sao representadas através de graficos. Para cada
valor de ¢ ndo ha um ntimero, mas um vetor (r = ¢(t),y = h(t)). Apesar

disso, os pontos formados pelo rastro do extremo do vetor (z = g(t),y =
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h(t)) formam curvas no plano zy. Estas curvas sdo chamadas de “curvas
parametrizadas". No lugar de escrever uma relacao valores de x e y, escolhe-
se um terceiro valor ¢ para fornecer x = x(t) e y = y(t).

A seguir serao colocados alguns exemplos de fungoes. Foram escolhidas

as funcoes mais usadas ao longo deste livro.

2.9.2 Exemplos de fungoes vetoriais.

Os exemplos de fungoes vetoriais sao restritos, mas ilustrativos.

Cada componente da fungao vetorial é uma funcao linear.

A fungao vetorial linear é caracterizada como:

T (1) = (aut + B, ayt + By) (2.179)

onde ay, oy, B¢ B, sao nimeros reais.

Um exemplo da fungao vetorial linear é ?(t) = (2t + 3,4t — 1). Alguns
valores para esta funcao sao exibidos a seguir: 7(0) = (3,-1), ?(1) = (5,3),
@ =17, T(=1) = 1,-5). T(}) = 42

[ver figura.

A funcao linear vetorial pode ser reescrita a partir de 2.305 e das defini¢ao

de soma vetorial 2.270:

T (1) = (aut + Bay gt + B,) = (aut, ayt) + (Bs )

Com a defini¢ao de produto escalar 2.284, o argumento t pode ser tratado

como um escalar:

T (1) = taw, ay) + (B, B,)
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Definido os vetores @ = (v, a,) e ? = (B4, By) e substituindo acima:

T =ta+ 7 (2.180)

Os fisicos costumam escrever o produto escalar t@ como @t.

T =at+7 (2.181)

Por exemplo, a funcao ?(t) = (2t 43,4t —1) = (2,4)t + (3,—1).

A equagao acima apresenta uma clara analogia com a fungao linear f(z) =
ax+ . Mas é necessario frisar que os termos e F sdo vetores. Portanto &
indica a taxa de crescimento da funcao, mas nao ha um grafico que exprima
a inclinacao em relacao ao eixo t. O coeficiente F exprime o vator da fungao
em t = 0. Lembrando que o produto escalar de 0 com qualquer vetor é o
vetor nulo 2.289 entao 7(0) =00 + ﬁ ~- 0+ ﬁ = ﬁ No entanto nao faz
sentido falar do significado grafico de F

A analogia com a reta prossegue. A funcao vetorial linear 2.305 faz com
que o extremo do vetor percorra uma reta no plano xy. O vetor @t varia
com o argumento ¢, mas o vetor @t mantem-se paralelo & @. Se t varia de
—00 até +00 o conjunto de todos os extremos do vetor @t forma uma reta
que contem o vetor @ e passa pela origem em t = 0. Ao somar o vetor F
em cada vetor @t cria-se uma reta paralela @t + F

Outra forma de verificar que a fungao linear vetorial corresponde a uma

reta no plano zy ¢é verificando diretamente as coordemadas do vetor. Partindo

de 2.305:

z(t) = a,t + By (2.182)
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y(t) = oyt + B, (2.183)
Isolando ¢ em 2.308:
o) B
Ay Oy

Substiutindo em 2.309:

= (&) (5 - ) (2.184)

A equagao acima é de uma reta com coeficiente angular (Z—Z) e coeficeinte
linear <ﬁy — Bz—jy> E interessante notar que as componentes do vetor &
determinam o coeficiente angular da reta mas o coeficiente linear da reta é
determinado por @ e F

As funcoes 2.308 e 2.309 sao denominadas “equacOes paramétricas da
reta'.

A reta que aparece no plano zy nao deve ser confundida com a propria
fungao linear. Por exemplo, as fungoes ?(t) = (1,2)t + (0,1) e F(t) =
(2,4)t + (2, 3) sdo fungoes distintas. Basta ver que ?(0) =(0,1) # %(0) =
(2,1) e ?(1) = (1,3) # F(1) = (4,9). No entanto as retas descritas por
estas duas fungoes sao iguais. Fica para o leitor a verificacao disso através

da equacao 2.310.



2.9 Funcoes Vetoriais 183

Funcgao quadratica.

A fungao vetorial quadratica é caracterizada como:

T (1) = (0t + But + Yer a2 + Byt + ) (2.185)

onde ay, ay, B, By € 7y sao nimeros reais. Pelo menos um dos termos o
precisam ser diferentes de zero.

Um exemplo da func¢ao vetorial linear é 7(75) = (2t+3,4t>—t+1). Alguns
valores para esta fungao sao exibidos a seguir: ?(0) =(3,1), 7(1) = (5,4),
T@)=(7.15), T(=1) = (1.6). T(}) = (&9

[ver figura.

Analogamente ao que foi feito para a fungao quadratica vetorial pode ser

reescrita a partir de 2.311 e das defini¢ao de soma vetorial 2.270:

7(75) = (OéxtQ + Bt + Vas ath + Byt + ) = (O‘th2> O‘ytz) + (Bat, Byt) + (Vas W)

Com a definicao de produto escalar 2.284, o argumento ¢ pode ser tratado

como um escalar:

T (1) = (aw ay) + H(Bas By) + (as 1)

Definido os vetores @ = (ag, ) , ﬁ = (B, By) € ¥ = (Y,7y) substi-

tuindo acima:

T =t2a+tF+7 (2.186)

Os fisicos costumam escrever o produto escalar 2@ como At e t? €como

Bt

T =at+Ft+7 (2.187)
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Como o, # 0 ou oy, # 0, entdo & # 0.

Por exemplo, a funcao ?(t) = (2t +3,4t2 —t+1) = (0,4)t> + (2, - 1)t +
(3,1).

A equacgdo acima apresenta analogia com a funcdo quadratica f(x) =
ax? 4+ Br + v. Novamente é necessario frisar que os termos @ , F e
sao vetores. Fica a cargo do estudante examinar as analogias entre a fungao
quadratica e a fungao vetorial quadratica.

A funcao vetorial quadratica 2.311 faz com que o extremo do vetor per-
corra uma parabola ou uma reta no plano zy. Caso os vetores o e F
tenham a mesma direcao, a figura do plano xy serd uma reta. Caso con-
trario, serd uma parabola. A prova de que a funcao vetorial quadrética
descreve uma parabola ou uma reta é pouco complicada e sera omitida. Nem
sempre y é uma funcdo de x. As unicas possibilidades de y ser uma fun-
¢ao de x é quando a reta nao é vertical ou quando ha uma parédbola com
@ = (0,a,) = a,(0,1) = a,.

E interessante analisar alguns casos particulares da funcdo quadratica.
Em primeiro lugar sera analisada a condigio @ = (0, ) = a,(0,1) = ayj
com S, # 0

Verificando diretamente as coordemadas do vetor a partir de 2.311 com

a, =0:

2(t) = But + 72 (2.188)

y(t) = a,t® + Byt + 7, (2.189)

Isolando ¢ em 2.314:
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z(t)
Be  Bu

t=

Substiutindo em 2.315:
_ x(t) E)Q (-’B(t) B ﬁ)
y(t)_%(ﬁx 5.,) T\ Th) T

CEUIC s B IRLIC

()0 (E) () e

A equagdo acima corresponde ao grafico de uma parabola y = f(z). Se

(ﬂ> > 0 a concavidade da parabola ¢ para cima. Se (%) < 0 a concavidade

Qg

da parabola é para baixo.

As fungoes 2.314 e 2.315 s@o denominadas “equagOes paramétricas da

parabola".
Outro caso interessante ¢ @ = F (os vetores sao iguais, portanto tém a

mesma dire¢ao). Substituindo o, = 5, € o, = (, em 2.311 chega-se a:

o(t) = apt® + Bot + Ya (2.191)

y(t) = aut + Bot + 1, (2.192)

Substriando Isolando ¢ em 2.317 de 2.318:
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2(t) —y(t) =1 —

y(t) =z(t) + v — Ve

y=z+ (1 — V) (2.193)

A equacao acima é um tipo particular de equacao paramétrica da reta.
Neste caso o coefiente angular da reta é 1 e o coeficiente linear, (v, — 7).

Em analogia com a funcao linear, a figura que aparece no plano xy nao
deve ser confundida com a propria funcao. Por exemplo, as funcoes ?(t) =
(0, 1)t2 + (1,0)t e 5 (t) = (0,4)t> + (2,0)t sdao fungdes distintas. Apesar de
?(O) = (0,0) = (0), ?(1) =(1,1) # 5 (1) = (2,4). No entanto a mesma
parabola é descrita por estas duas funcoes distintas. Fica para o leitor a
verificacao disso através da equacao 2.316.

O estudante pode estudar em livros de Calculo Diferencial e Integral e de
Geometria Analitica outras fungoes vetoriais. Outras fungoes vetoriais serao

analisada em capitulos posteriores.

2.9.3 CaAlculo Diferencial Vetorial.

A taxa de variacao de uma funcao vetorial geralmente nao é usada pelos
fisicos. Assim este conceito sera omitido.

O calculo diferencial pode ser extendido para funcoes vetoriais. No capi-
tulo anterior, a derivada de uma funcao foi definida de varias formas. Uma

das formas definidas foi:
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[z + Az) — f(z)
Az

A defini¢ao de derivada vetorial é andloga. No lugar da funcao de uma

(2.194)

f/(x) = limag—o

variavel se coloca uma fungao vetorial. O argumento sera designado por t.

Tt+A0) =T ()
At

Ha uma diferenca radical com a derivada acima. O numerador desta

T (1) = limaiso (2.195)

expressao € uma subtracao entre vetores. Como o vetor foi dividido por um
/
escalar (ver 2.292), oresultado ¢ outro vetor. Para cada ¢ ha um tnico ? (t).
!/
Assim ? (t) também é uma funcdo vetorial.

Outra notagao comum para derivada vetorial é dada em analogia com
_dy _ df
J'(o) = 3 =4

F(t) = % _ dzt(t) (2.196)

onde ¥ = ?(t)
Uma relacao muito importante das derivadas vetoriais que nao encontra

anélogo nas derivadas de fungoes de uma variavel. Da defini¢ao 2.321 para
a fungao f(t) = (g(t), h(t)):

(gt + AL), h(t + At)) = (g(t), h(t))

/
7 (t> = lima¢—o At

Usando as defini¢oes 2.282 e 2.292:

(g(t + At) — g(t), h(t + At) — h(1))
At

? (t) = limai—o

70t (220700 M+ )00
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Como o argumento tende a zero, o limite pode ser aplicado em cada

componente em particular:

, G4 A)—g(t) . R+ AD — R
7 (t) = (llmAHo A7 limago Az )

?’ dg(t) dh(?) / ’
Para ilustrar o conceito de derivada vetorial serd dado o exemplo da

funcao vetorial linear 2.305 7(15) = (aut + Lo, oyt + By).

T'(6) = (aut + B.), (gt + B,))

No capitulo anterior foi deduzido que (ax + ) = « . Aplicando esta

relacao na expressao acima:

T7'(6) = (au,0) = @

Reescrevendo a funcao linear na forma 2.307 ?(t) =at+ ? a relacao

acima fica bastante interessante:

(ﬁt_Fﬁ)’:%:F):

A expressao acima reforca a analogia com a derivada da funcao linear

o (2.198)

(ax + B) =«
A funcao vetorial quadrética 2.311 ?(t) = (g t?+ But+7u, ayt* + Byt +7,)

também pode ser sua derivada calculada através da propriedade 2.313:

T'(6) = (aut + Bt +72), (f + Byt + 7))

No capitulo anterior foi deduzido que (az?+pr+7v) = 2azx+S. Aplicando

esta relacao acima:
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T (6) = 2aut + Ba, 20t + B,)

ou desenvolvendo a expressao acima:

T'(t) = aut, 2a,t) + (Bas B,)
7'(t) = 260, @) + (Ber By)

T =2at+ 8

Reescrevendo a relagao acima pela relagao 2.313:

(@2 + Bt+7) = d(@'t? Z?t ) _omis 7 (2.199)

Isso refor¢a a analogia entre a funcao vetorial quadratica e a funcao qua-

dratica ((ax? + Bz +7) = 2ax + ).

2.9.4 Regras de derivagao vetorial.

Nesta subsecao serao mostradas algumas regras de derivagao de fungoes ve-
toriais sem recorrer a provas matemaéticas formais. O calculo da derivada
de uma func¢ao vetorial 7(@ apresenta analogias com a derivada da fungao
f(z). Isso ja foi visto nos exemplos da fungdo linear e quadratica. Essas
analogias serao extendidas para outras funcgoes.

Em primeiro lugar, comeca-se com as fungoes conhecidas. Partindo-se

das relagoes 2.324 repete-se a regra a fungao vetoriais linear:

d(@t+ 7) _

(@t+ B) = o

o (2.200)



190 Mecanica

Por exemplo, ((1,2)t + (3,4)) = (1,2).

A regra 2.326 permite calcular a derivada de uma fungao vetorial cons-
tante. A funcao constante ?(:v) = @ pode ser reescrita como 7(t) = 8t+c.
Assim ?(x) ¢ uma funcao linear com & = e F = . Substituindo estes

valores em 2.326:

de
2c_ -3 2.201
- (2.201)
Por exemplo (1,2) = (0,0)

As regras que permite escrever a derivada da fungao vetorial quadratica

2.325 seré repetida abaixo:

(G2 + Bt+7) = d(@'t? Z?t +7) _ 2Tt + § (2.202)

Por exemplo, ((1,2)t? + (5,4)t + (7,0))" = (2,4)t + (5,4).
As regras acima referem-se a fungoes particulares. No capitulo anterior
foi dada uma relagdo particular usada para fungdo de uma variavel f(x)
multiplicada por uma constante ¢ que esté reproduzida abaixo:
d(cf(x)) df (z)

S (efayy =L (2203

Para extender esta regra para vetores é necessario incluir dois anélogos.

Ou a constante ¢ é substituida por um vetor constante @ ou a funcio f(z),

por F (z).

WO oy (D)
2 (wey =Ll (2:204)

Por exemplo, ((3,6)t + (1,2)) = ((1,2)(3t + 1)) = (1,2)(3t + 1) =

(1,2)3 = (3,6). O leitor pode conferir o resultado aplicando diretamente
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2.326.
No caso acima ha um produto escalar. A fungao f(t) é o escalar. O caso

particular f(t) = t" ilustra bem esta propriedade.

d(atm)y  _dt
dt _ﬁﬁ

No capitulo anterior foi visto que (%) = 1. Assim:

d(atm)
dt
Por exemplo, ((2,5)t?) = 2t(2,5) = (4,10)t. O leitor pode conferir o

=nt" ' (2.205)

resultado acima usando a regra 2.328.

O outro anélogo da relagao 2.329 é dado por:

@ — (cF(2)) = C% (2.206)

Por exemplo, ((2,4) + (8,—2)t) = (2((1,2) + (4,—1)t)) = 2((1,2) +
(4,—-1)t) = 2(4,—1) . O estudante pode conferir o resultado acima pela

regra 2.326.

Enfim a regra conhecida como regra da soma:

A7 () | dg() _d(F @)+ 7 ()
dx

- 2.207
dz dz ( )
Neste exemplo sera usada a regra 2.333 com 2.331:
d((1,3)t° + (4,0)t%)  d((1,3)t°) d((4,0)¢

dt dt dt

Tomando os vetores constantes & |, ? e 7, é possivel deduzir a partir
de 2.333 , 2.331 e 2.327 as regras 2.326 e 2.328. Para ilustrar isso sera feita
apenas a deducao de 2.328.
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(@ + Bt+7) = (@) + (Ft) + (7
(@2 + Bt+7) =2at+ B+ 0

(@2 + Bt+7) =2at+ B

Ha intmeras outras fungoes e regras de derivacao vetoriais que nao serao
apresentadas neste capitulo. A medida que estas regras e funcoes se tornarem

necessarias, elas serao apresentadas nos proximos capitulos.

2.9.5 Interpretacao geométrica da derivada vetorial.

Para fungoes vetoriais nao ha um grafico exibindo ?(t) e nem ?/(t) . Mas o
extremo do vetor ?(t) deixa um “caminho"no plano zy. H4 uma importante
relacao entre o vetor ?/(t) e esse caminho.

Partindo da definicao da derivada vetorial, o vetor ?(t—i— At)— ?(t) pode
ser representado com a origem em 7(1%) e 0 extremo em ?(H—At). A medida
que At — 0, o vetor 7(15 + At) — ?(t) se aproxima da reta tangente a curva
descrita por ?(t) no plano zy. No entanto, quando At — 0 o modulo de
?(t + At) — ?(t) tende & 0. Mas como ?(t + At) — ?(t) esta dividido
por At, o modulo da derivada ?/(t) nao vai a zero. Como resultado, o vetor

?/(t) ¢ tangente a curva descrita em zy.

2.10 Vetor posicao como funcao do tempo.

Nesta se¢ao a cinematica no plano serd desenvolvida em analogia com a
cinematica na reta. Os aspectos da cinemética vetorial explorados neste

capitulo sao fundamentais para a compreensao da Mecénica Cléssica.
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2.10.1 Tempo como parametro, posicao como funcao.

No capitulo anterior foi explorado o movimento de um corpo pontual em
uma reta espacial. Neste capitulo seré explorado o movimento de um corpo
pontual em um plano espacial.

Na cinematica da reta, a posi¢cao do corpo pontual é uma funcao do tempo
s = f(t). No plano a posicdo ¢ um vetor 5. No plano espacial, a posicdo &

uma funcgao vetorial do tempo ¢.

=7

A letra t é tanto usada para tempo como para o argumento de uma funcao
vetorial qualquer.

A notacao mais usada é:
T =7

Analogamente ao movimento em uma dimensdo, a funcdo vetorial & (t)
também é chamada de movimento.

Para ilustrar que a posigao vetorial é fungao do tempo, mas o tempo nao
sempre ¢ funcao da posicao serd usado um exemplo analogo ao movimento
retilineo. Assim como na reta, no plano espacial um corpo pode sair do
ponto A para o ponto B e retornar para A. Observando apenas para o
espaco, o corpo deslocou-se ASaz e depois Asg4. O deslocamento total foi
de Asap + ASgi = Asah = @. Observando o tempo, o corpo saiu do
instante t4 para tg em At p. No entanto, mesmo que o corpo volte ao ponto
A, o tempo nao retornou para t4. Assim o instante que o corpo voltou a A
nao pode ser indexado como t4. Representando o instante de retorno a A

como tc > ty, chega-se aos intervalos de tempo At p + Atgc = Atac > 0
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porque Aty p > 0 e Atge > 0. Em suma, 54 esté associado a dois instantes
dois instantes distintos t4 e t¢. Um corpo nao pode ocupar dois lugares ao
mesmo tempo, mas pode ocupar dois tempos em um mesmo lugar.

Os pares (t, ¥ (t)) que representam as trajetorias dos corpos ao longo do
tempo nao podem ser representadas em graficos. Nao ha um plano cartesiano
espago-temporal. No entanto, a relacao entre as coordenadas z e y da fungao
5 (t) fica representada no plano espacial 2. Assim, ha um plano cartesiano
espacial, mas nao um grafico da funcao.

O caminho percorrido por () no plano xy é a propria trajetoria do
corpo pontual no plano espacial. E importante enfatizar que o plano espacial
nao é adimensional. Também é importante ressaltar que o argumento ¢ nao
serd adimensional, mas tem dimensao temporal. Além disso, asssim como
no movimento retilineo, o tempo passa a ser considerado somente apés um
tempo inicial (¢ > 0).

O ponto material com coordenadas (z(t),y(t)) tem suas projegoes nos
eixos = e y. A medida que o corpo se move, suas projegoes x(t) e y(t) se mo-
vem também. Os movimentos z(t) e y(t) sdo ambos movimentos retilineos.
Assim o movimento no plano pode ser entendido através de dois movimentos
retilineos. Esta “analise"do movimento no plano foi discutida no capitulo an-
terior. Agora fica claro ao estudante as vantagens de estudar em pormenores
o movimento na reta. Por mais complicado que seja o movimento no plano,
sua anélise o reduz a dois movimentos retilineos.

Abaixo hé& apenas dois exemplos de movimentos. Os nomes dos movi-

mentos farao sentido ao longo do capitulo, mas o estudante ja pode esperar

as analogias com o movimento em uma dimensao:

e Movimento retilineo uniforme (MRU) no plano ¢ uma fungao vetorial
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linear do tempo % (t) = @t + F

e Movimento uniformemente variado (MUV) é uma fungao quadratica do
tempo ?(t) = ﬁt2+?t+7. E interessante notar que este movimento

nao é necessariamente retilineo.

Assim como no movimento retilineo, h4 um significado fisico para as cons-
tantes acima. Estes significados serao explorados ao longo deste capitulo. As

coordenadas das constantes vetoriais deverao ter unidades também.

2.10.2 Analise dimensional da funcao = (t)

A analise dimensional do movimento no plano é analogo aquela da reta.

No MRU 7 (t) = @t + ?, as constantes @ e F nao sao adimensionais.
A constante ﬁ tem a mesma dimensao de espaco. Ja @ deve ter dimensio
de espaco sobre tempo.

No MUV & (t) = ﬁt2+?t+7. A constante 7 tem dimensdo de espaco,
? tem dimenséao de espaco sobre tempo e @ tem dimensdo de espaco sobre
tempo ao quadrado.

Assim como nos movimentos retilineos, é comum que os livros didaticos
omitam as unidades das constantes. Novamente, h& algum sistema de uni-
dades implicito. Se o sistema adotado é o SI, @ tem dimensdo de m/s?, F

fica em m/s e 7 esta em m.

2.10.3 Posicao inicial

O vetor posi¢ao de um corpo comeca a ser medido no instante em que o
crondmetro ¢ ligado t = 0. Através das fungoes 5 (t) é possivel saber qual
a relacdo entre a posicdo inicial ¥ (0) = 5§ e as constantes que definem o

movimento.
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No caso do MRU (2.15.1), % (0) = 5§ = F Isso confirma que F tem
dimensao de espaco e reforca a analogia com o MRU na reta. O MRU pode

ser reescrito como:

T(t)="1at+ 3 (2.208)

Ja para o MUV, %(0) = 5§ = 7. Também havia sido previsto que 7

tem dimensao de espago. O MRV 2.15.1 pode ser reescrito como:

F) =+ B+ (2.209)

No sistema internacional de unidades, 5§ ¢ medido em metros (m).

2.10.4 Velocidade vetorial.

A velocidade média geralmente nao é definida no estudo do movimento em
uma dimensao. Os problemas que envolvem a velocidade média geralmente
estao relacionados ao intervalo de tempo e ao consumo de energia. Ou seja, os
problemas estao associados a trajetoria do corpo e nao apenas a suas posigoes
inicial e final. Por exemplo, se um carro sai do ponto A e chega ao ponto B
em linha reta, ele gasta menos combustivel do que se o trajeto é circular. O
vetor deslocamento constitui uma perda significativa de informacao. Assim
0 que interessa na cinematica do plano é a velocidade vetorial instantanea.
Esta velocidade sera chamada simplesmente de “velocidade".

A velocidade vetorial é definida como a derivada da funcao posicao veto-

rial. Partindo da defini¢ao 2.321:

F(t+ At) — F(t)

T(t) = F'(t) = limaio N

(2.210)
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Usando a notagao 2.322.

Tt =7F'(t) = (2.211)

E usando a notagao 2.323:

/)= (50 20 = (0.0 (2212)

onde v,(t) = dz(tt) e vy(t) = dz’é—g).

A notagao acima é extremamente interessante. Cada uma das projegoes
x(t) e y(t) tém suas proprias velocidades v, () e vy, ().
Através das regras de derivacao, é possivel calcular as velocidades em

varios tipos de movimento. Para o MRU 2.15.1 aplica-se a regra 2.324:

7(t)zwzﬁ

Assim, a constante @ do MRU ¢ a velocidade vetorial constante. Rees-

crevendo o MRU para 7' (t) = @ = 7 acima:
T(t)=Tt+ 35

]

Para o MRUV 2.335, a velocidade instantanea é dada pela regra 2.61:
v(t) = (at® + Bt + s9) = 2at + B

Para o MRUYV, a velocidade instantanea muda a cada instante. E interes-
sante caracterizar a constante 5. A velocidade instantanea inicial é v(0) = f.
Assim 8 = vy é a velocidade inicial. Anteriormente a dimensao de (3 ja ficara

indicada como espago sobre tempo. O MRUYV fica redefinido como:
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s(t) = at® 4+ vot + 8¢ (2.213)

e a velocidade do MRUV como:

v(t) = 2at + vy (2.214)

Enfim, para o movimento de arraste 2.76, a velocidade é dada pelas regras

2.67, 77, 2.329 e 2.69:

v(t) = (sy— (sp — so)e™™) = (sp) + (—(sy — s0)e™™))

v(t) = 0= (sp = so)(e™™) = —(s7 — s0)(=B)(e™™)

v(t) = B(sy — so)e " (2.215)

A velocidade inicial é dada por vy = v(0) = (s — s¢) , entdo § = sf”TOSO
E interessante notar que a dimensao de 8 deveria ser de espaco sobre tempo.
A divisao de velocidade (espago sobre tempo) por um espago tem dimensao

de 1 sobre o tempo, o que confirma a previsao. Reescrevendo a posicao 2.76

Vo

e a velocidade 2.341 com a defini¢ao de = s

s(t) = sy — (57 — e (75) (2.216)
v(t) = voe_(sfﬂ_oso)t (2.217)

E interessante ressaltar que no limite em que o tempo vai a infinito, a
7( Yo )t
exponencial e \*/7°°/ tende a 0. Assim, a velocidade no movimento de

arraste tende a zero.
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A defini¢ao v(t) = s'(t) pode ser substituida no teorema fundamental do

calculo 2.71:

to

/s’(t)dt — s(ts) — s(t)

to

/v(t)dt = s(ta) — s(t1) (2.218)

Esta relagao sera analisada em casos posteriores. A principal utilidade
desta expressao ¢ identificar a variagdo de espago s(tz) — s(¢;) a partir de
graficos de v(t).

Os exemplos abaixo ilustram bem os célculos de velocidade instantanea:

e Um MRU com fungao s(t) = 4t + 3 tem velocidade instantanea em

qualquer instante de tempo de v(t) = 4m/s de acordo com a relagao

2.86.

e Um corpo arremessado para cima com velocidade de 40m/s tem as
posicoes dadas pelo MRUV s(t) = —5t% + 40. De acordo com 2.339,
a velocidade instantanea ¢ de v(t) = —10t + 40. Acompanhando o
movimento a cada 1s, as posicoes e as velocidades até o retorno do

corpo ao solo ficam:

s(0) = v(0) = 40m/s
s(1s) =3bm | v(ls) =30m/s
s(2s) =60m | v(2s) =20m/s
s(3s) =7bm | v(3s) =10m/s
s(4s) = 80m v(4s) =0
s(5s) = 75m | v(bs) = —10m/s
s(6s) = 60m | v(6s) = —20m/s

(7s)
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e Uma lancha que navega no mar tem MA dado por s(t) = 20—10e~". De
acordo com a relagao 2.343, a velocidade instantanea é de v(t) = 10e".
As posicoes e velocidades nos primeiros quatro segundos e em um tempo

infinitamente longo sao de:

| s(t) | v(t) |

2.10.5 Aceleragao.

A variagao da velocidade apresenta propriedades fisicas muito importantes.
Estas propriedades serao vistas posteriormente. Por isso, é importante definir
a derivada da velocidade. Esta derivada é chamada de aceleragao. Usando a

notagao 2.322.

dv
at) = v'(1) = %

A dimensao da aceleracao é de velocidade sobre tempo, ou equivalente-
mente, espaco sobre tempo ao quadrado. No SI a unidade de aceleragao é
m/s®. A aceleragao m/s* corresponde a um aumento de velocidade de 1m/s
a cada 1s, ou seja, (m/s)/s = m/s®. Por exemplo, uma aceleragao 10m/s?
corresponde a um aumento de velocidade de 10m/s a cada 1s.

Outra unidade muito usada é o km/hs. Esta unidade corresponde a um
aumento de 1km/h na velocidade a cada 1s, ou seja, (km/h)/s = km/hs.
Para converter esta aceleragao em m/s? o procedimento é analogo ao que foi

feito para conversao de velocidade.
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km 1.000m B 1 m
hs  3600s2

3,6) s

O fator de conversao de km/hs para m/s* é o mesmo de km/h para m/s

Usando as defini¢oes de derivada 2.48, 2.49 e 2.50, a aceleracao pode ser
definida como:

: : v(tm) — v(t)
a(t) ='(t) = llmtm_}ttm——t

v(t + At) —v(t)

a(t) =v'(t) = limaso A

, , Av
a(t) =v'(t) = lzmAHOKt

A aceleragao de um MRU ¢é dada pela regra 7?7 na derivada da velocidade
2.86:

a(t)=2"(t)=(v)' =0 (2.219)
Assim o MRU ¢ caracterizado pela aceleragao nula.
No caso do MRUYV, a aceleracao é dada pelas regra 2.58 na velocidade
2.340:

a(t) = M%:UQ) = 2w

onde o coeficiente linear acima é 2o, nao «.
A aceleracao no MRUV é constante. E por isso que ele é chamado de
MRUV. H4 uma variagao uniforme na velocidade. Por ser uma fungao cons-

tante, a(t) pode ser designada simplesmente por a(t) = a. Entao 2a = a,
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logo o = §. A previsao inicial de que a unidade de « era espago sobre tempo

a

ao quadrado fica confirmada. Substituindo @ = £

2.339 e v(t) 2.340 chega-se a:

nas expressoes de s(t)

s(t) = (g) 12 4 vt + 5o (2.220)
v(t) = at + vy (2.221)
a(t) =a (2.222)

Caso a aceleragao seja nula (a = 0) as equagdes do MRUV reduzem-se ao
MRU com vy = v. Assim o MRU pode ser considerado um caso particular
de MRUV.

No caso do movimento de arraste, a aceleracao é dada pelas regras 2.329

e 2.69 na velocidade 2.343:

() ~(72):
alt) = i dx ) B Uod( dx )

a(t) = — ( % > () (2.223)

Sf — S50
Quando a(t) > 0 e v(t) > 0, a velocidade estd aumentando porque a(t)
é a derivada de v(t). Além disso, o modulo da velocidade |v(t)| esta aumen-
tando. Ja para a(t) > 0 e v(t) < 0, a velocidade estd aumentando, mas o

modulo estéd diminuindo porque o corpo esta indo de uma velocidade negativa
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para o repouso. Analogamente, para a(t) < 0 e v(t) > 0, a velocidade esta
diminuindo e o médulo da velocidade também. Enfim, se a(t) < 0ev(t) <0,
a velocidade estéd diminuindo, mas o moédulo da velocidade aumenta. Movi-
mentos onde o modulo da velocidade aumenta ou diminui sao classificados

respectivamente como acelerados ou retardados. Em resumo:

e Movimento acelerado % >0

e Movimento retardado % <0

Analogamente ao que foi feito com a velocidade, a defini¢ao a(t) = v/(t) pode
ser substituida no teorema fundamental do célculo 2.71:

to

/v’(t)dt — o(ty) — v(ty)

t1

to

/ a(t)dt = v(ty) — v(ty) (2.924)

t1
Esta relagao sera analisada em casos posteriores. A principal utilidade
desta expressao ¢é identificar a variacao de espago v(ts) — v(t;) a partir de
graficos de a(t).

E interessante ilustrar alguns exemplos de aceleragao instantanea:

e O movimento s(t) = 118¢ 4345 é um MRU, entdo de acordo com 2.345

a aceleragao ¢ a(t) =0

e Um corpo lancado em queda livre de uma altura de 20m descreve um
MRUV s(t) = —5t? + 20. De acordo com 2.348 a aceleragao do corpo

¢ constante a(t) = —10m/s>.
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e Usando o mesmo movimento de arraste da se¢ao anterior (s(t) = 20 —
10e~" e v(t) = 10e7), a relagao 2.349, a aceleracao ¢ de a(t) = —10e™*.
Comparando posicao, velocidade e aceleracao nos quatro primeiros se-

gundos e em um tempo infinitamente longo:

| s(t) ‘ v(t) ‘ a(t) |

s(0) = 10m v(0) = 10m/s a(0) = —10m/s*
s(1s) =16,32m | v(1s) = 3,68m/s | a(0) = —3,68m/s*
s(2s) = 18,65m | v(2s) =1,35m/s | a(0) = —1,35m/s*
s(3s) =19,50m | v(3s) = O 50m/s | a(0) = —0,50m /s
s(4s) =19,82m | v(4s) =0,18m/s | a(0) = —0,18m/s*

s(t—00)=20m | v({t—00)=0 a(t — o0) =

2.10.6 Comentarios sobre o movimento retilineo uni-
forme.

O movimento retilineo uniforme (MRU) pode ser reconhecido tanto pelas
equagoes da posicao, velocidade e aceleracao como pelos graficos correspon-

dentes. Reescrevendo 2.81, 2.86 e 2.345:

s(t) = vt + s¢ (2.225)
v(t) = v (2.226)
a(t) =0 (2.227)

Se v > 0, o movimento é progressivo. Caso v < 0, o movimento é
retrogrado. Enfim, se v = 0 o corpo esta em repouso. Nao se trata de

um repouso instantaneo, mas permanente.
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O instante que o corpo em MRU cruza a origem s(¢) = 0 é dado pela raiz
da funcao linear 2.33 com o =v e = 5.
S0

to = —— 2.22
0 » (2.228)

onde tp nao é o instante inicial, mas aquele em que o corpo cruza a
origem.
Como os instantes considerados na cinemaética sao sempre positivos, entao

20 deve ser negativo ou nulo. Assim héa apenas quatro possibilidades:

e 5o >0 e v <0: neste caso o corpo tem posi¢ao positiva e 0 movimento
é retrogrado, de modo que o corpo cruzara a origem. Caso sg > 0 e

v > 0 o corpo apenas se afasta da origem rumo a +oo

e 5o < (0ewv > 0: neste caso o corpo tem posi¢ao negativa e o movimento
é progressivo, de modo que o corpo cruzara a origem. Caso sy < 0 e

v < 0 o corpo apenas se afasta da origem rumo a —oo

e so=0ewv <0ouwv > 0: neste caso o corpo partiu da prépria origem,
cruzando-a no intante ¢ = 0. O proéprio resultado 2.354 confirma isso:

to=20

e 5o =0 e v =0: neste caso o corpo esta em repouso na propria origem,
em todos os instantes de tempo (s(t) = 0). A expressao 2.354 nao
pode ser aplicada porque redunda em indeterminacao. Na descricao da
funcao linear ja havia sido previsto que uma funcao constante nula tem

como raiz todo o eixo z.

Identificando o MRU pelos graficos, a fun¢ao s(t) aparece como uma reta.

O ponto em que a reta cruza o eixo s é o coeficiente linear. Logo, o ponto
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em que a reta cruza o eixo s é a posicao inicial sg. O coeficiente linear é a
velocidade v. Se a inclinagao da reta é positiva,0 movimento é progressivo.
Analogamente, se a inclinagao da reta é negativa,o movimento é retrogrado.
Enfim, se a reta é horizontal, h& repouso.

|[desenhar 3figuras: v > 0,0 <0 e v = 0]

As possibilidades do instante em que o corpo cruza a origem podem ser

reinterpretadas geometricamente.

e sp < 0ewv > 0: neste caso a reta comeca na parte positiva do eixo
s, mas com a inclinacao negativa, a reta encontra o eixo ¢ no instante
dado por 2.354. Caso sy < 0 e v < 0, a reta s6 poderé cruzar o eixo t

na parte negativa deste eixo, o que esta sendo excluido

e 59 > 0 e v < 0: neste caso a reta comeca na parte negativa do eixo
s, mas com a inclinacao positiva, a reta encontra o eixo t no instante
dado por 2.354. Caso sy > 0 e v > 0, a reta s6 poderd cruzar o eixo t

na parte negativa deste eixo, o que esta sendo excluido

e sg=0¢e v <0ouwv >0: neste caso a reta cruza o préoprio cruzamento

dos eixos s e t. Assim o instante do cruzamento é o proprio t = 0.

e 5o =0 e v =0: neste caso a reta do movimento coincide com o eixo t.

Em todos os instantes de tempo o corpo esta na posigao sg.

A fungao v(t) = v do MRU é uma funcéo constante. O grafico de v(t) é uma
reta horizontal. Se o movimento é progressivo (v > 0), a reta horizontal fica
acima do eixo t. Ja se o movimento é retrogrado (v < 0), a reta horizontal
fica abaixo do eixo t. Enfim, se o corpo esta em repouso (v = 0), a reta do

movimento coincide com o eixo t.
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[desenhar graficos de v(t)].
A relagao 2.344 é interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt = s(ta) — s(t1)

ty

Caso o movimento seja progressivo, a superficie entre a reta e o eixo t
fica inteiramente acima do eixo t. Assim a integral acima é positiva (s(ty) —
s(t1) > 0) e consequentemente s(ty) > s(t;). Inversamente, se o movimento
é retrogrado, a reta fica abaixo do eixo t, a integral é negativa e s(t2) > s(ty).
Enfim, se v = 0, a reta concide com o eixo t, nao tendo area abaixo e nem
acima. Assim a integral ¢ nula e s(ty) — s(t;) = 0, logo s(t2) = s(t1).

Também ¢ interessante calcular a integral 2.344 a partir de 2.81.

t2

/v(t)dt = vty + so — (s(t1) + so)

t1

to

/v(t)dt = vty + Sg — vt — Sg

t1

t2

/v(t)dt =ov(ty —t1)
1
A formula acima confirma toda a interpretagao do grafico de v(t).
Enfim a(t) = 0 é uma fungao constante. O grafico de a(t) = 0 é uma
reta que coincide com o eixo t. Geralmente este grafico nao costuma ser
representado.

Eis dois exemplos de aplicacao do MRU:
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e Um home com paraquedas aberto cai em linha reta com velocidade
constante a partir de uma altura de 200m com velocidade constante de

aproximadamente 8m/s. Em quanto tempo o homem atinge o solo?

Existem duas formas de resolver este problema. A primeira forma consiste
em colocar a origem no solo e o sentido positivo para cima. Assim sq = 200m
e v = —8m/s porque o corpo cai de cima para baixo. A equagoa horéria pode

ser escrita como:
s(t) = =8t + 200

Como o solo é a origem da reta, o momento que o corpo atinge o solo é

a raiz da funcao 2.354:

200
=0 2 oy
Vo (—8)

Resp.: t = 25s
A outra forma de resolver o problema consiste em colocar o sentido posi-
tivo da reta de cima para baixo e a origem do sistema, o local onde o corpo

se encontra. Assim so =0 e v =8m/s. A equagao horéria fica:
s(t) = 8t

A posigao do solo fica s(t) = 200m. Assim é necessario encontrar o ins-

tante em que s(t) = 200.

2
200:8t$t:%:25

O instante é o mesmo, como era de se esperar.

e Um carro sai do km — 80 de uma estrada com uma velocidade média de

72km/h e anda estrada a frente. Onde estara o carro apés meia hora?
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O carro nao tem velocidade constante. No entanto, com as aceleracoes e de-
saceleracoes ao longo do tempo, o modelo para descrever movimento do carro
pode ser o de uma velocidade constante. Além disso, a estrada nao é neces-
sariamente reta. Mas como o problema nao envolve os tipicos problemas de
movimento curvo (como a aceleragao centripeta), a estrada sera aproximada
por uma reta. Nao é conveniente colocar a origem da reta espacial no carro
no momento de sua partida. O sistema de localizacao da estrada é feito atra-
vés de placas fixadas na estrada. Colocar a origem da reta espacial km — 80
é um desperdicio de informagao espacial. Ao deixar a origem no km — 0, o
carro podera ser localizado através das placas da estrada. Com sy = 80km e

v =T2km/h, a equagao horaria do movimento em unidades de km e h é
s(t) =72t +80 (km;h)
ap6s meia hora o carro estara em
s(0,5) = 72(0,5) + 80 = 36 + 80 = 116

o carro se encontrard em s(0,5h) = 116km, ou na linguagem rodoviaria,
no km — 116.
O problema pode ser reescrito em SI. Convertendo sy = 80km = 80.000m

e v ="T2km/h =20m/s, a equagao horaria fica:
s(t) = 20t + 80.000
apos meia hora (t = 0,5h = 1.800s) o carro estarda em

5(0,5) = 20(1.800) + 80.000 = 36.000 + 80.000 = 116.000

o carro estard em s(1.800s) = 116.000m, o que coincide com a resposta

em km.
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2.10.7 Comentarios sobre movimento retilineo unifor-

memente variado.

O movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) pode ser reconhecido

tanto pelas equacgoes da posicao, velocidade e aceleracao como pelos graficos

correspondentes. Reescrevendo 2.346, 2.347 e 2.348:

s(t) = gtz + vot + So

v(t) = at + vy

a(t) =a

Ha uma relagao importante entre a posicao e a velocidade.

tempo em 2.356:

v(t) — v

t=

Substituindo o tempo acima em 2.355:

s(t) = = (M)Q + g (M) + 50

a

S(t) = v3(t) — 2;)6(;5)1)0 + v N (vov(ti —v3) .

v2(t) — 2u(t)vg + v2 + 2upu(t) — 202
sy = PO 200 o 2ty 2

(2.229)

(2.230)

(2.231)

Isolando o
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Para cada instante de tempo ¢, hd4 uma tnica posi¢ao s(t) para cada
v(t). Assim a posicdo no MRUV ¢é uma funcdo da velocidade: s = s(v).
Reescrevendo a relagao acima:

s(v) : 2+S— 1 2_v_§+
= 0 — S0 (2232)

2a 2a 2a

A relagao acima é denominada ‘relacao de Torricceli"embora a forma
acima nao seja muito popular. Isolando v na relagdo acima (omitindo que s

¢ fungao de v):

v® = v + 2a(s — s9) (2.233)

esta ¢ a forma mais comum da relacio de Torricceli. E interessante notar
que para cada s ha duas velocidades +v correspondentes, de modo que a
velocidade nao ¢ funcao da posicao. Em suma, para cada velocidade, hé
uma Unica posi¢ao, mas para uma posi¢ao podem haver duas velocidades. O

significado fisico desta relacao é que no MRUV, o corpo podera passar duas

vezes pelo menos ponto s com velocidades opostas i\/ vE + 2a(s — so).

Os graficos de s(t) serda uma parabola, cuja a concavidade depende de a.
Ja o grafico de v(t) ¢ uma reta cujo coeficiente linear ¢ a velocidade inicial
vo e o coeficiente angular é a. Enfim, o grafico de a(t) é uma reta horizontal

na altura a. O grafico de s(v) é uma parabola cuja concavidade depende de
1

%.

[desenhar os graficos descritos acimal.

Um instante de muito interesse no MRUV ¢é aquele em que o corpo esta
em repouso instantaneo. Conforme a relagao 2.57 a derivada no vértice da

funcao quadratica é nula. Como a derivada da posicao é a velocidade, a

velocidade no vértice é nula. Analisando o vértice da funcao quadrética,
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a =3, 3=uw ey =5y Assim o vértice das expressoes 2.35 e 2.36 ficam

respectivamente:

ty = ——2 (2.234)

Sy =8(——)=—=—+s0 (2.235)

Como o tempo na cinemaética s6 é considerado para t > 0, o vértice s6
sera atingido se t, > 0 = (%0) < 0. Assim o corpo s6 atingird o vértice
se o movimento comeca retardado ou em repouso. O significado fisico desta
conclusao é interessante. O vértice do MRUV corresponde ao instante onde
o corpo esta em repouso. Se o movimento é retardado o corpo entrard em
repouso. No caso do MRUV este repouso seré apenas no tnico instante t,,.
Se o corpo comega a partir do repouso (vy = 0),0 instante em que o corpo
estd em repouso é o proprio t = 0 (t, = —g = 0). Mas se o corpo comega
acelerado, o modulo da velocidade s6 aumenta e o corpo nao atinge o repouso.

O instante que o corpo em MRUV cruza a origem s(t) = 0 depende do
valor das constantes da fungoes quadratica. Neste caso a = 5, 8 = vg e
v = S9. De acordo com 2.4.3, 2.4.3 e 2.4.3 os instantes em que o corpo cruza

a origem sao:

—voE/ U(2] —2aso

e se v — 2asy > 0, ha duas raizes: t = 5o

e se v§ — 2aso = 0, ha uma unica raiz que coincide com o vértice: t = 22
e se v} — 2asy < 0, ndo ha raizes reais

Como os instantes considerados na cinemética sao sempre positivos, entao

hé& uma série de restricoes em relagao a to. As possibilidades sdo tantas que
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uma andlise similar a que foi feita para o MRU nao podera ser feita. Assim,

para ilustrar o MRUV serao usados alguns exemplos genéricos.

Movimento de saida de um corpo a partir do repouso.

A aceleracao de um atleta na saida da corrida ou de um veiculo automotor
pode ser descrita por um MRUV nos primeiros instantes da arrancada. O
corpo nao poderé acelerar indefinidamente, o que torna a descricao do MRUV
inadequada para longos intervalos de tempo. A posicao inicial do corpo
pontual ¢ identificada com a origem da reta espacial (so = 0). No instante
zero o corpo ainda estd em repouso, logo vy = 0. A aceleragao é positiva
a > 0. Substituindo estas relagdes em 2.355, 2.356, 2.357 e 2.358 em chega-

Se a:

s(t) = th (2.236)
v(t) = at (2.237)
a(t) =a (2.238)

s(v)

Como o movimento é acelerado (“> > 0) o corpo nao entra em repouso.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v — 2aso = 0 — 0 = 0, o

(2.239)

" 2a

COrpo cruza a origem uma tnica vez no instante tp = =% = 0 . Assim o
corpo so cruza a origem no instante extato de sua saida t = 0. O movimento

pode ser visualizado através dos gréficos:
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[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v)]
Por exemplo, um carro hipotético é projetado para ter aceleracao de
2m/s?. O fisico poderé fazer trés tipos de testes diferentes para a acele-

racao:

1. O primeiro teste consiste em acelerar o carro e comparar a distancia
que o carro andou com a velocidade fornecida pelo velocimetro. A
relacao entre velocidade e posicao é 2.365. Se o carro tem aceleracgao
de 2m/s? a relagao serd s(v) = %2. Por exemplo, quando a velocidade
atingir 30m/s, a posi¢ao do carro devera ser s = 225m. A tnica coisa
que o fisico devera ficar atento é que o velocimetro do carro indica a
velocidade em km/h. Assim a velocidade que o fisico devera ver no

velocimetro serd 30m/s = 30 % 3,6km/h = 108km/h.

2. O segundo teste consiste em observar o velocimetro e um cronéme-
tro durante a aceleragao do carro. A relagao 2.363 indica que para
a = 2m/s* vale v(t) = 2t. Novamente o fisico deverd ficar atento
a conversao de unidades entre km/h e m/s. Por exemplo, em 10s,
o carro devera ter velocidade de v(10s) = (2m/s?)(10s) = 20m/s =

20 % 3,6km/h = 72km/h.

3. O terceiro teste é adequado para um observador exter ao carro sem
acesso ao velocimetro. Ele consiste em comparar a distancia que o
carro andou com o tempo registrado em um cronometro. A relacgao
2.362 para a = 2m/s® fica s(t) = t*. Por exemplo, apés 5s o carro

deveré estar na posigao s(bs) = 25m.

A relag@o 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).
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2]
/v(t)dt = s(ta) — s(t1)
t1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente acima do eixo t. Assim
a integral é positiva (s(t2) — s(t;) > 0) e consequentemente s(ta) > s(t1). O
movimento é progressivo. A superficie é um triangulo retangulo caso t; = 0,

caso contrario ela é um paralelograma.

Também é interessante calcular a integral 2.344 a partir de 2.362.
to
/v(t)dt - %tg - gtf

t1

t2

/ o(t)dt =

t1

(£ = 1)

N

A formula acima confirma toda a interpretagao do grafico de v(t). Como
ty > t1, a integral é positiva. Se t; = 0 a integral é igual a area de um
triangulo retangulo com catetos a e to. Ja se t; # 0, a integral é a area de
um paralelograma de bases t; e t5 e altura a.

Tomando agora a integral 2.350:
t
/a(t)dt = v(t2) — v(tq)
i1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente acima do eixo t. Assim
a integral é positiva (v(t2) — v(t1) > 0) e consequentemente v(ty) > v(t1). O
movimento é acelerado. A superficie é um retangulo.

Para calcular a integral 2.350 a partir de 2.363 basta.
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t2

/v(t)dt = aty — aty

t1

to

/v(t)dt (b —t)

t1
Como ty > t1, a integral é positiva. A integral é igual & area de um
retangulo com base (ty — 1) e altura a.
E importante frisar que o MRUV nao podera descrever este tipo de mo-
vimento infinitamente. Quando o tempo cresce infinitamente, as expressoes

2.362 e 2.363 indicam posicao e velocidade infinitas.

Freamento de um corpo.

Outra situagao descrita pelo MRUV é o freamento de algum objeto sobre
o solo através do atrito. Apoés entrar atingir o repouso, o corpo deixa de
cumprir um MRUV, assumindo um repouso permanente. E por isso que
descricao do MRUV é inadequada para descrever o freamento apos a parada
do corpo. A posicao inicial do corpo pontual é identificada com a origem
da reta espacial (sp = 0). No instante zero o corpo comega a frear e tem
velocidade positiva vy > 0. A aceleracao é negativa a < 0 porque para que
vo

o movimento seja retardado 2 < 0. Substituindo estas relagoes em 2.355,

2.356, 2.357 e 2.358 em chega-se a:

s(t) = 2t2 + ot (2.240)

v(t) = at + vy (2.241)
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at) = a (2.242)

2 .2
s(v) = 2 2aU0 (2.243)

Como o movimento ¢ retardado (> < 0) o corpo entra em repouso, o que
ja era esperado de antemao. O instante t; e a posi¢ao sy em que o corpo
entra em repouso sao dados pelas relagoes 2.360 e 2.361. Como sy = 0 as

relacgoes ficam:

Vo
tr=—— 2.244
f . ( )

2

Vo
= —— 2.245
Sy 5, ( )

O MRUYV nao podera descrever o freamento para t > t; porque para além
dele o corpo passa a descrever uma fungao constante s(t) = sy. As proprias
relagoes 2.366, 2.367 e 2.368 s tem validade para 0 <t < t;.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v3 — 2asy = v > 0, o

*Uoi\/”—t% _ —voElvo| __
a

a

corpo cruza a origem duas vezes nos instantes tp =

*UOTﬂO Assim o corpo cruza a origem nos instantes ¢ = 0 (comego do
freamento) e em ¢ = —% > 0 (porque a < 0). Este segundo instante sera
excluido porque t = —% > —2w — ¢ ¢ O movimento pode ser visualizado

através dos graficos. E importante ressaltar que a parabola descrita por s(t)
¢ incompleta, comecando na origem do plano e acabando no vértice. Isso se
deve ao fato de que nao se usa o MRUV para t > ¢;. As curvas dos graficos
de v(t) e a(t) também sao interrompidos.

[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v)]
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Por exemplo, dois freios hipotéticos devem frear um carro com um desli-
samento maximo de 5m a uma velocidade de 54km/h. Em outras palavras,
ap6s o motorista pisar no pedal o carro s6 poderé andar por 30m. Um freio
tem de modo que apés pisar no pedal é projetado para ter aceleragao de
—3m/s?. Um segundo freio deixa o carro em repouso em 3s. Algum dos dois

freios atendera a exigéncia? Qual o freio mais eficiente?

1. O primeiro freio tem a informagao da aceleragao. A relagdo expressao
que relaciona o deslizamento do carro e a aceleracao ¢ 2.371. O fisico
s6 deve se precaver em fazer as conversoes de unidade. Usando a =
—3m/s? e vy = bdkm/h = (54/3,6)m/s = 15m/s na relacio 2.371

v o 225

—=2- = 37,5. Assim o veiculo s6 entrard em

chega-se a s = —3L = o)

repouso em s = 37,5m. O freio ndo passou no teste.

2. O segundo freio contém informacgoes do tempo de freagem. O tempo

de freagem é t; = 3s. Substituindo os dados em 2.370: t; = - =
a = —:j—? = —13—5 = —b5. Assim a aceleragao de freamento ¢ a = —5m/s>.
Usando este dado em 2.369: s; = —% = —% = 22,5. O segundo

freio passou no teste porque o carro deslizou sy = 22,5m < 30m para

frear

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt = s(ty) — s(t1)

t
onde ty < ty.
A superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica inteiramente acima do eixo
t. Assim a integral é positiva (s(t2) — s(t1) > 0) e consequentemente s(ts) >

s(t1). O movimento é progressivo. A superficie é um paralelogramo.
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Tomando agora a integral 2.350:

t2

/a(t)dt = v(ty) — v(ty)
t
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(ty) < v(t1). O movimento é retardado. A superficie ¢ um retangulo abaixo
do eixo .

[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|

Queda livre.

O exemplo mais comum de MRUV é o movimento de um corpo apos ser lar-
gado em repouso ou ser arremessado verticalmente. Este tipo de movimento
é chamado de queda livre. As limitacoes do modelo de MRUYV para descrever

a queda livre sao trés.

1. Em primeiro lugar, o atrito com o ar complica bastante a descri¢ao do
movimento, alterando radicalmente s(t). Por exemplo, o atrito com o

ar faz com que uma pessoa de paraquedas caia em MRU.

2. Apos atingir o solo, o corpo para de acelerar verticalmente para baixo

e entra em repouso ou ricochoteia o solo.

3. Em grandes altitudes a aceleracao da gravidade apresenta variagoes
significaticas, excluindo por definicao uma descrigao do movimento com
aceleracao constante. A altitude onde a aprximagao do MRUV é “boa"é

da ordem de alguns quilometros acima do solo.
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Assim a aproximagao de MRUV para queda livre é restrita para situagoes
onde o atrito com o ar é desprezivel, antes que o solo seja atingido e para as
proximidades da crosta terrestre. A reta espacial é vertical com o sentido para
cima como positivo. O ponto em que a reta espacial toca o solo é a origem da
reta espacial sp = 0. A posicao inicial do corpo pontual sq é identificada com
a altura a partir do qual o corpo é arremessado. O corpo pode ser arremessado
do solo ou acima dele, entao sy > 0. O corpo pode ser arremessado para
cima (vg > 0) ou para baixo (v < 0), ou ainda largado a partir do repouso
(vo = 0). A acelerac@o é negativa a < 0 porque o movimento seja retardado

quando o corpo estd subindo ( £ < 0 = v > 0) e acelerado quando esté

caindo ( £ > 0 = v < 0) . Para facilitar a interpretacao da aceleracao
negativa, os fisicos definem a aceleracao de queda livre como a = —g onde
g > 0 é denominada “aceleracao da gravidade". O valor da aceleracao da
gravidade ¢ de aproximadamente g &~ 9,8m/s? Para facilitar célculos, os

livros didaticos geralmente usam o valor g = 10m/s* . Substituindo estes

valores em 2.355, 2.356, 2.357 e 2.358 em chega-se a:

s(t) = —%t2 + vot + S0 (2.246)
v(t) = —gt + vy (2.247)
a(t) = —g (2.248)

s(v) = — <”2 — ”g) + 50 (2.249)
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Se o corpo é arremessado para cima (vg > 0), o movimento ¢é retardado
(%0 < 0) o corpo entra em repouso. O instante t,,; € a posicao Su, em que o
corpo entra em repouso sao dados pelas relagoes 2.360 e 2.361:

Vo

tapi = —— (2.250)

a

2

Sapi = —% + So (2251)

A posigao que o corpo entre em repouso s,y ¢ a maior distancia que o
corpo atinge do solo. Assim sg; ¢ a altura méxima que um corpo arremessado
para cima atinge.

Caso o corpo seja largado em repouso (vy = 0) o instante de repouso é o
proéprio instante zero t,, = 0. A altura maxima serd o proprio Sgp; = So.

Se o corpo ¢ arremessado para baixo (vy < 0) o movimento ¢ acelerado.
O corpo nao atingira o repouso. A maior altura possivel é sy mas o corpo
nao estara em repouso nesta posicao.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 ¢ 2.15.7, v2 —2asy = v3 +2gso > 0,

Vo FA /vS—i—Qgso
g

merece ser dividida em duas situagoes especiais: sg = 0 e sy > 0.

0 corpo cruza a origem duas vezes nos instantes tp = . A analise

Caso o corpo seja arremessado a partir do solo (sg = 0) para baixo (vy <
0) ou em repouso (vg = 0) o corpo ndao podera cair livremente. Assim para
um arremesso a partir do solo, necessariamente a velocidade inicial é positiva
(vo > 0). Os instantes em que o corpo tocaré o solo serdo tp = %, ou
seja, to = 0 (momento do arremesso) e t = 2% > (. Assimo corpo sai do solo
em t = 0, atinge a altura maxima em ., = %0 e retorna ao solo em ¢t = 2%.
O tempo que corpo leva para subir é igual ao de queda.

O movimento pode ser visualizado através dos graficos:
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|[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v) p/ queda a partir de sy = 0].
Para sy > 0, os instantes em que o corpo tocariam o solo seriam tp =

VoF/ v%-{—?gso
— 5

No entanto, o corpo nao tocard o solo no primeiro instante

2
vo—1/v5+2g9s0 . .,
+ < 0. No entanto o corpo atingira o solo no segundo

vo+1+/ v%—&-ngo
g

porque tp =

> 0. Se vg > 0, o corpo sai do solo em t = 0,

v+ /1)3—1—2950

g

instante tp =

atinge a altura maxima em {%,, = %0 e retorna ao solo em ¢t =

O tempo que corpo leva para subir é menor do que aquele de queda. Caso

Vo4 /U(Q)+2930

vy < 0, o corpo nao subiré, mas também atingira o solo em t = .

O intervalo de tempo nao nulo que o corpo toca o solo seré designado por

tq, tempo de queda.

ly =

vo + \/V3 + 2950
[Y

A expressao acima vale tanto para so > 0 como para sq = 0.

O MRUV nao poderé descrever a queda para t > t, porque para além
dele o corpo passa a descrever uma fungao constante s(t) = 0. As proprias
relagoes 2.372, 2.373 e 2.374 s6 tem validade para 0 <t < t,.

Caso um corpo esteja subindo, ele atingird o apice e retornara. Assim
0 corpo passara novamente pelas posi¢oes que ele subiu. De acordo com a
relacao de Torriccelli 2.375, se um corpo passou pela primeira vez no ponto
com velocidade v, ele devera passar pela segunda vez com uma velocidade de
+v. Como o corpo esta descendo, a velocidade sera —v. Esta propriedade da
queda dos corpos tem consequeéncias importantes que serao discutidas em
outros capitulos.

Serao tomados 4 exemplos de queda de corpos. Em todos os exemplos a

aceleracio da gravidade foi aproximada para g = 10m/s>.

1. O primeiro exemplo é o movimento da tabela 2.15.4. O corpo foi ar-
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remessado a partir do solo com vy = 40m/s. O tempo de subida e o
tempo de queda foram iguais (4s). Para uma mesma posigao, a veloci-

dade de subida e de descida tiveram sinais opostos.

2. O segundo exemplo é de um corpo arremessado para cima com velo-
cidade inicial vg = 20m/s a partir da altura s = 60m. O movimento
sera dado pela equagao s(t) = —5t? + 20t + 60. Fica ao estudante o
exercicio de construir uma tabela com intervalos de 1s. Compare esta
tabela com 2.15.4. Verifique a relacao entre as posicoes e as velocidades.

Verifique se ¢é valida a relagao 2.375.

3. O terceiro exemplo ¢ de um corpo largado a partir do repouso de uma
altura so = 80m. O movimento sera dado pela equacio s(t) = —5t? +
80. Fica ao estudante o exercicio de construir uma tabela com intervalos

de 1s. Compare esta tabela com 2.15.4.

4. O quarto exemplo é de um corpo lan¢ado para baixo com v = —10m/s a
partir do repouso de uma altura sy = 75m. O movimento sera dado pela
equagao s(t) = —5t? + 75. Fica ao estudante o exercicio de construir

uma tabela com intervalos de 1s. Compare esta tabela com 2.15.4.

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt = s(ta) — s(t1)

t
onde ty < .
Se vy > 0, parte da superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica acima do
eixo t, parte fica abaixo. Assim a integral pode ser positiva ou negativa. O

movimento pode ser progressivo ou retrogrado. A superficie pode ser um
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trapézio, um tridngulo retangulo ou dois tridngulos retangulos (um abaixo e
outro acima do eixo t).

Para vy > 0 ha uma relacao interessante. Se os intervalos de tempo forem
simétricos em relagao ao tempo do apice t,, = %0, a integral é zero. A
superficie sao dois triangulos retangulos de mesma area, um abaixo e outro

acima do eixo t.

U(t)dt =0= S(tg) — S(tl) = 8(t1> = S(tg)

t—tapi

Assim, no intervalo de tempo [t — 4y, t + 4] 0 corpo subiu e desceu para
o mesmo lugar, fazendo com que s(t1) = s(t2).

Se vg < 0, a superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica abaixo do eixo
t. Assim a integral é negativa. O movimento pode é retrogrado porque
s(ta) — s(t1) < 0 = s(ta) < s(t1). A superficie pode ser um trapézio ou um
triangulo retangulo, ambos abaixo do eixo t.

Tomando agora a integral 2.350:

to

/a(t)dt — o(ty) — o(ty)

t1

A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a < 0. Assim a integral é negativa (v(t2) — v(t;) < 0) e consequentemente
v(ty) < v(t1). O movimento ¢é retardado. A superficie ¢ um retangulo abaixo

do eixo t.

|[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|
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2.11 Comentarios sobre movimento de arraste.

O movimento de arraste (MA) é muito especifico. Ele descreve o movimento
de objetos que béiam em um liquido e tem uma velocidade vy. O atrito
do liquido com o corpo que béia nao é descrito pelo MRUV, mas pelo MA.
Para simplificar a anéalise do MA, a velocidade inicial, e as posicoes inicial e
final s@o consideredas positivas (vg > 0, sp > 0 e sy > 0). Reescrevendo as

equacoes do MA 2.342, 2.343 e 2.349.

s(t) =sp— (sf — so)e(sfvos‘))t (2.252)

u(t) = voe*(vafso)t (2.253)

alt) = — (va_g SO) ~(725) (2.254)

Ha uma relacao importante entre a velocidade e a aceleragao. Dividindo

a aceleracao 2.380 pela velocidade 2.379:

IR
a(t) (va_§80> 6_(va‘oso)t (%)
ZEI;; _ (va—o 50) (2.255)

Para cada instante de tempo ¢, ha uma tnica posigao v(t) para cada a(t) e
vice-versa. Assim a velocidade no MA é uma fungao da aceleracao (v = v(a))
e vice-versa (a = a(v)). A rela¢ao pode ser expressa de duas formas:

v(a) = _—(va_o So)a
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ou

AL

As fungoes v(a) e a(v) s@o extremamente simples. Elas s@o retas que
passam pela origem.
Se vy > 0 entao o movimento comegou progressivo. Desta forma a posicao

final é maior do que a inicial (sy > sg, logo sy > 0). Entao:

Vo
f=——>0
(sy — s0)
esta conclusao é coerente com [ > 0 imposto em secoes anteriores. A

consequéncia da desigualdade acima ¢é que na relacao 2.381:

v_ _(sr=s0)
a Vo

Assim o movimento de arraste é sempre retardado.
O instante que o corpo intercepta a origem do sistema s(t) = 0 é dado

pela relacao 2.378:

0=s7— (55— 30)6_<5fv030)t

7( Yo )t
sy =(sf—so)e \I

S S ei(sfv*oso)t
(s — so)

() (525 )e
A exponencial e <Sf SO) < 1lsendooe \/7°°/ =1 apenas para t = 0.

Para que (stfs()) < 1, é necessario que sy < sy — 59 = 59 < 0. Como foi

proposto que sy > 0, a tnica possibilidade do corpo cruzar a origem no MA
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é sop = 0, ou seja, o corpo sai da origem. O tnico instante em que a posigao
é nula é t = 0. Os gréficos a seguir ilustram bem esta situacao.

|[desenhar graficos do MA s(t), v(t), a(t)].

Como a exponencial envolvida nas relagoes 2.378, 2.379 e 2.380 fica no

_ .UO t 5
intervalo 0 < e <5f 750) < 1 (lembrando que a fungao é descrescente), as

trés funcao ficam restritas aos intervalos:

so < s(t) < sy

0 <o(t) <wg

U2
—( 0 )Sa(t)<0
Sf— S0

O corpo sai de s e se aproxima infinitamente de sy. A velocidade comega

com vy e cal infinitamente, aproximando-se infinitamente do zero. A acelera-
gao (negativa) aproxima-se do zero. Na pratica, um velocimetro registraria
a velocidade nula apés a velocidade do corpo ficar abaixo da precisao do
aparelho.

O tnico exemplo de MA apresentado é aquele da tabela 2.15.4.

A relagao 2.344 é interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/U(t)dt = s(ts) — s(t1)

t
A superficie entre a reta v(t) e o eixo ¢ fica acima do eixo ¢t. Assim a
integral ¢ positiva. O movimento é progressivo porque s(t2) — s(t;) > 0 =
s(ta) > s(ty).

Tomando agora a integral 2.350:
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to

/ a(t)dt = v(t) — v(ty)

t
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a(t) < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(ty) < v(t1). O movimento é retardado.
[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|.

Cinemética em duas dimensoes com trajetorias abertas e o calculo vetorial

Introducao.

No capitulo anterior foram analisadas as ferramentas mateméticas usadas
para descrever o movimento retilineo de um corpo pontual. No mesmo ca-
pitulo anterior, foi proposta uma alternativa para associar posi¢oes a linhas
nao retilineas, descrevendo o movimento nestes contextos. A descricao das

trajetorias nao retilineas apresentou alguns problemas:

e Para linhas abertas, o procedimento adotado foi associar um dos pon-
tos da linha a origem O. Um dos lados da linha foi escolhido como
sentido positivo. Adotando uma unidade de medida u, "caminhando"
pela linha, o ponto atingido ap6s um caminho de comprimento desta
unidade foi a posi¢ao 1u. Todos os outros pontos ficaram associados a
posigoes especificas. Surgiu um problema geométrico: a distancia entre
dois pontos sera o comprimento da linha reta que une estes dois pontos
ou corresponderd a distancia em linha reta? Embora a métrica ado-
tada dependa do problema, neste capitulo sera adotado uma métrica

espcifica.
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e Além da ambiguidade de métricas, foi citado que movimentos nao-

retilineos envolve algo chamado de "aceleragao centripeta'.

e A descricao de trajetorias que cruzam a si mesmas apresentou proble-
mas para atribuir uma origem O a trajetoria, dificuldade em atribuir
valores positivos e negativos as posigoes e ainda ambiguidade de mé-

trica.

Neste capitulo serd abordado o movimento contido em um plano com uma
abordagem diferente da apresentada no capitulo anterior. A complexidade
do movimento nao retilineo sera analisada, ou seja, compreendida como a
combinacao de simplicidades. Em outras palavras, o movimento do corpo
pontual no plano sera descrito como a combinagao de dois movimentos reti-
lineos.

O caso particular dos movimentos nao retilineos com trajetoria fechada
serd abordado no proximo capitulo. A aceleracao centripeta também seré
descrita no préoximo capitulo.

Para estudar o movimento do corpo no plano, sera necessério introduzir
uma nova ferramente matematica: o vetor.

Antes de estudar este capitulo, o estudante devera dominar os contetdos

do capitulo anterior.

2.12 Vetores

2.12.1 Retas, semirretas e segmentos de reta no plano
cartesiano.

O plano cartesiano foi definido no capitulo anterior.
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Hé4 infinitas retas no plano cartesiano. Duas retas podem coincidir (ou

seja, ha apenas uma reta), ser concorrentes ou paralelas.

Cada reta pode ser dividida em duas semirretas através de um tnico
ponto. Por exemplo, se o ponto A pertence a reta r, ha infinitos pontos de
cada lado especifico de A. Cada conjunto destes que se estende infinitamente
é denominado semirreta. Por exemplo, o eixo do tempo é uma semirreta

formada a partir da origem para o futuro.

Através da equacao da reta, é possivel descrever a semirreta matema-
ticamente. Por exemplo, o ponto A = (1,5) pertence a reta com equagao
y = 2x+ 3. O ponto A divide esta reta em duas semirretas: y = 2z + 3 para
r>1ey=2x+ 3 parax < 1. Outro exemplo é a reta vertical (que nao é
fungdo) x = 2. O ponto B = (2,5) divide esta reta vertical duas semirretas:
r=2paray >dex=2paray <.

Ha infinitas retas que passam por um tnico ponto. Por exemplo, o ponto
C = (2,7) faz parte de infinitas retas, incluindo a reta vertical x = 2, a
reta horizontal y = 7 e a reta y = 2z + 3. Assim, um mesmo ponto divide
diferentes retas em semirretas distintas. A reta x = 2 fica dividida nas
semirretas * = 2 paray > 7 e x = 2 para y < 7. Ja a reta horizontal fica
dividida nas semirretas y = 7 para x > 2 e y = 7 para x < 2. Enfim, a reta
y = 2x + 3 fica dividida em y =2x + 3 parax > 2 e y = 2z + 3 para x < 2.

Um segmento de reta é formado por todos os pontos de uma reta localiza-
dos entre dois pontos distintos da reta. Por exemplo, se dois pontos distintos
A e B pertencem & reta r, todos os pontos da reta r localizados entre A e B
(incluindo estes dois pontos) formam um segmento de reta. O segmento de

reta localizado entre A e B é representado por AB.

O segmento de reta também pode ser descrito matematicamente. Por
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exemplo, os pontos A = (1,5) e B = (2,7) pertencem a reta y = 2z + 3. O
segmento AB é descrito matematicamente como y = 2z + 3 para 1 < z < 2.

H4 uma tnica reta que passa por dois pontos distintos. Assim, nao é
necesséario especificar qual a reta que passa pelos dois pontos porque ela é
tnica. Por exemplo, a tnica reta que liga C' = (1,2) e D = (2,3) é y = x+ 1.
Assim a descriciio mateméatica do segmento C'D s6 pode ser y = = + 1 para
1< <2,

O conjunto de pontos localizados entre A e B ou entre B e A sao os

mesmos. Assim, AB=BA.

2.12.2 Distancia entre dois pontos do plano cartesiano.

No capitulo anterior foi definida uma distancia entre niimeros e entre posi-
¢oes. A distancia entre dois pontos distintos do plano cartesiano seré definida
como o comprimento do segmento de reta que liga estes dois pontos. J& a
distancia de um ponto a ele mesmo é definida como 0. Assim a distancia
entre A e B é o comprimento do segmento de reta AB caso A # B e 0 caso
contrario.

A distancia entre dois pontos A e B (designada por d(A, B) ou por dap)

obedece uma métrica, ou seja, segue as 3 propriedades a seguir:

1. A distancia entre um ponto e ele mesmo é zero pela propria defini¢ao
acima (d(A4,A) = 0) e a distancia entre dois pontos distintos é um
namero positivo (d(A,B) > 0 se A # B) porque o comprimento do

segmento AB é um ntmero positivo.

2. A distancia entre dois pontos nao depende da ordem entre eles, ou seja,

a distancia de A até B ¢ a mesma distancia de B até A (d(A, B) =
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d(B, A)). No caso de pontos distintos d(A, B) = d(B, A) porque AB—BA.
Ja para pontos iguais, d(A, A) = d(A, A) = 0.

3. A soma das distancias entre dois pontos e um terceiro ¢ maior ou igual
a distancia entre os dois elementos (d(A, B) < d(A,C)+d(B,C)). Esta
relacao é denominada "desigualdade triangular". Ha razoes geométri-

cas para esta denominagao que serao discutidas a seguir.

Se os trés pontos sao iguais (A = B = (), entao d(A,B) = d(A,C) =
d(B,C) = 0. Logo d(A,B) = d(A,C) +d(B,C) porque 0 = 0. Se A =B
mas A # C, entdo d(A,B) =0, d(A,C) =d(B,C) =d > 0. Logo d(A, B) <
d(A,C) + d(B,C) porque 0 < d+d. Jase A # B mas A = C entdo
d(A,B) = d(B,C) > 0ed(A,C) =0. Logo d(A,B) = d(A,C) + d(B,C)
porque d = 0+ d. Se A # B mas B = C entao d(A,B) = d(A,C) =d >0
e d(B,C)=0. Logo d(A, B) = d(A,C) 4+ d(B,C) porque d = d + 0. Enfim,
resta a situagdo mais geral: os trés pontos sao distintos (A # Be A # C e
B #C).

Para trés pontos distintos, ha ainda duas situacoes: os pontos podem
ser parte da mesma reta ou nao. Se o ponto C' faz parte da mesma reta
entre A e B, e ainda, C' esta entre A e B, entdo geometricamente d(A, B) =
d(A,C) +d(C,B) = d(A,B) = d(A,C) 4+ d(B,C). Ja se o ponto C faz
parte da mesma reta que A e B, mas nao esté entre eles, entdo d(A, B) =
d(A,C) —d(B,C) < d(A,C) +d(B,C) ou d(A,B) = d(B,C) — d(A,C) <
d(B,C)+d(A,C). Em suma, se os trés pontos estao alinhados vale d(A, B) <
d(B,C)+d(A,C). Para os trés pontos distintos e nao alinhados forma-se um
triangulo ABC. Na linguagem popular, "o caminho mais curto entre dois

pontos é a reta". Assim, o comprimento de A até B é menor do que a soma
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dos comprimentos de A até C' mais o de C' até A. Enfim, neste triangulo vale
d(A,B) < d(B,C) +d(A,C). E desta figura que vem o nome "desigualdade
triangular".

Com todas as possibilidades exploradas, conclui-se que no plano cartesi-

alno:

d(A, B) < d(B,C) + d(A,C) (2.256)

Como cada ponto do plano cartesiano é associado a um par de ntimeros
reais, é possivel expressar a distancia através destes ntmeros reais. Se o
segmento é horizontal, entao o segmento pode ser projetado no eixo x. Neste
caso, o problema é equivalente & distancia entre dois niimeros reais. Assim
os pontos A = (z1,¢) e B = (x3,¢) ambos pertencentes a reta y = ¢ tem

distancia igual a dos ntimeros reais x; e 9. Consultando o capitulo anterior.

Analogamente, dois pontos A = (¢,y1) e B = (¢,y2) que pertengam a

mesma reta vertical x = ¢ tem distancia dada por :

d(A, B) = |y — y2| (2.258)

Enfim, se os pontos A = (x4,y4) ¢ B = (vp,yp) nao estao alinhados
nem vertical e nem horizontalmente, entao as relagoes acima nao se aplicam.
O ponto C' = (z,yp) faz parte da mesma reta vertical de A e da mesma
reta vertical de B. Assim o triangulo ABC éum triangulo retangulo cujo o
angulo reto estd em C. A hipotenusa é o segmento AB, o cateto horizontal

¢ BC e o cateto vertical, AC. Usando o teorema de Pitagoras:

d(A,B)? = d(A,C)* +d(B,C)?
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Como o segmento BC' é horizontal, entdo por 2.257 d(B,C) = |zp —
z4|. Ja o segmento AC & vertical, entdo por 2.258 d(A,C) = |yp — yal.

Substituindo acima:
d(A, B)? = |zp — zal’ + lyp — yal®

Aplicando acima a identidade |z|? = z? entdo:

d(A, B)* = (zp — z4) + (Y — ya)’

d(A,B) = /(x5 — 14)* + (yp — ya)? (2.259)

A formula acima implica que com as coordenadas dos dois pontos, é
possivel calcular a distancia entrer eles ao invés de medi-la em uma figura.

A férmula dispensa o uso das relacoes 2.257 e 2.258. Se os pontos A e
B estao alinhados horizontalmente, entao y4 = yp. Substituindo em 2.259
chega-se a d(A, B) = \/(vp — x4)? = |rp — 24|. J& o alinhamento vertical
(x4 = xp) em 2.259 implica em d(A, B) = \/(ys —ya)?> = lys — yal.

Por exemplo, os pontos A = (1,2) e B = (4,6) tem distancia d(A, B) =
VI —4)2+(2-6)2=+9+16 = v/25 = 5. Ja o ponto (1,2) e a origem
(0,0) tem distancia d(A, B) = /(1 —0)2+ (2 - 0)2 = V1 +4 = /5.

2.12.3 Definicao de vetor.

Em Matematica Pura, vetor é definido como um objeto matemaético de um
conjunto dotado de uma algebra vetorial. O conjunto é denominado "espago
vetorial". Tal nocao é muito abstrata e vai além dos objetivos deste capitulo.

Assim, neste capitulo sera definido apenas vetor no plano cartesiano.
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A definicao de vetor no plano cartesiano é um pouco abstrata, embora
nao seja um conceito dificil. Vetor pode ser definido provisoriamente como
um par ordenado de pontos onde um é classificado como origem e outro
como extremo. Por exemplo, no par de pontos distintos A e B, A pode ser
escolhido como origem e B como extremo. Neste caso fica definido o vetor
reprsentado como /ﬁ No plano cartesiano o vetor 1@ pode ser representado
como o segmento AB onde no extremo é colocado o simbolo de uma flecha.
Esta representacao pictorica nao significa que o vetor seja o conjunto de
todos os pontos entre A e B, mas sim que existe uma ordenacao de A para
B. Inversamente, o ponto B poderia ser escolhido como origem e A, como
extremo. Neste caso o vetor seria diferente de AB e sua representacao seria
BA.

O vetor cuja origem coincide com o extremo é denominado "vetor nulo".
Por exemplo, se o ponto A é origem e extremo do vetor, o simbolo fica AA A
representacao pictorica do vetor nulo nao é uma flecha, mas apenas o ponto
onde esta o origem e o extremo.

O moédulo de um nimero real é um ntimero positivo associado a este nu-
mero. Analogamente, o médulo de um vetor é um nimero positivo associado
a este deslocamento. O moédulo do vetor é definido como a distancia entre a
origem e o extremo. O simbolo de médulo do vetor usado neste livro seré o

mesmo do moédulo de um namero.

|AB| = d(A, B) (2.260)

E interessante notar que se A # B, entdo AB # Ei, mas |1@>| = ]Eﬁ
porque d(A, B) = d(B,A). Também é interessante notar que o vetor nulo

tem modulo zero: |M| =d(A,A) =0.
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Por exemplo, o vetor AL onde A = (1,2) e B = (2,3) tem modulo
4B = /1 —22+ (2-3)2 =2

O vetor tem uma direcao. Dire¢ao é um conjunto de retas paralelas. Para

ilustrar o conceito de dire¢ao, definem-se os pontos A = (1,3), B = (2,5),
C=(-1,-2)eD =(2,4). O vetor AB esté sobre a reta y = 2x+1 enquanto
@ esta sobre areta y = 2x. Ambos estao sobre retas com coeficiente angular
2. Retas com o mesmo coeficiente angular sao paralelas. Entao os vetores
AB e CD tém a mesma direcao. O vetor BC esta sobre a reta Yy = ggt—i— % O
coeficiente angular desta reta é %, logo o vetor @ nao tem a mesma dire¢ao
de AB e nem de @ O vetor AD esta sobre a reta y = x + 2. Como o

coeficiente angular da reta é 1, o vetor AD néio tem a mesma direcao de AB ,

nem @ e nem de B?

[desenhar figura com os pontos A, B, C e D e seus respectivos vetores|.

Se A e B sao quaisquer dois pontos distintos, entao os vetores distintos
AB e BA estdo sobre a mesma reta. Logo, os vetores AB ¢ BA tém a mesma
direcao.

O vetor nulo zﬁ é um ponto. Por um ponto, passam infinitas retas, com
infinitos coeficientes angulares, além da reta vertical. Assim, o vetor nulo
tem infinitas dire¢oes. Consequentemente, o vetor nulo tem a mesma diregao
de qualquer vetor. Usando os mesmos quatro pontos A = (1,3), B = (2,5),
C = (-1,-2)e D = (2,4), o vetor AA estd sobre as retas y = 2z + 1,
Yy = %x + % e y = = + 2. Estas retas passam respectivamente pelos vetores
fTB> , B e @ Como toda reta é paralela a si mesma, o vetor nulo tem a
mesma direcao de 1@, ﬁ e AD. O vetor BD esta sobre a reta y = 2.
Como a reta com mesmo coeficiente angular y = 2x + 1 passa sobre o vetor

ﬂ, entao este vetor e Eﬁ tém a mesma diregao.
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Uma forma mais pratica de verificar se dois vetores tem a mesma direcao
é verificar diretamente o coeficiente angular da reta que passa pelos dois
pontos. Um vetor com a origem em A = (z4,y4) € extremo B = (xp,yp)
estd sobre uma reta com um certo coeficiente angular « e coeficiente linear
B. Escrevendo a equacgao da reta com os pontos dados: y4 = axrq + 5 e

yp = axp + (. Substraindo as equagoes:
ya —yp = a(xa — xp)
Ya — YsB
o ="—

A — TB

Se um vetor é representado pela origem C = (z¢,yc) e extremo em

D = (zp,yp), o coeficiente angular devera ser:

Yo —Yp
Tc —Ip

«

Assim, o teste para verificar se dois vetores nao nulos AB ¢ CD tém a

mesma direcao ¢é validade da relagao

Ya—Ys  Yc — YD
TA— B Tc —Tp

(2.261)

Por exemplo, os vetores AB e CD (novamente com os pontos A = (1, 3),
B =(2,5),C =(—1,-2) e D = (2,4)) sao paralelos porque seguem o critério
2.261.

Além de modulo e sentido, o vetor possui um sentido. Sentidos sao as
duas possibilidades de "movimento" que existe em um conjunto de retas
paralelas. Na reta dos reais, os nimeros positivos e negativos expressam

esta dualidade. Em uma reta genérica, nem sempre existe uma convengao de



238 Mecanica

qual dos dois sentidos sera chamado de positivo. Uma vez que um sentido
¢ positivo, o sentido oposto ¢ negativo e vice-versa. Em um conjunto de
retas paralelas, a mesma convencao de sentido devera ser repetida para as
demais retas. Por exemplo, em um conjunto de retas horizontais, se o sentido
positivo é da esquerda para a direita em uma das retas, em todas as demais
esta convencao serd adotada. J4 em um conjunto infinito de retas verticais,
se o sentido de baixo para cima foi adotado em uma delas, todas elas deverao

seguir a mesma convengao.

Dois vetores que nao tém a mesma direcao, nao podem ter o mesmo
sentido. Dois vetores nao nulos que tem a mesma direcao podem ter o mesmo
sentido ou sentido oposto. Vetores com o mesmo sentido sao denominados
"vetores paralelos". Ja dois vetores com sentidos opostos sao denominados
"vetores antiparalelos". Por definicao, todo vetor é paralelo a si mesmo
porque todo o vetor tem a mesma direcao de si mesmo e estd no mesmo

sentido.

O vetor nulo nao representa nem um movimento para um sentido e nem
para o oposto. Assim o vetor nulo é classificado como "vetor sem sentido".
Apesar disso, o vetor nulo é classificado como "paralelo" a todos os demais

vetores.

Para ilustrar o conceito de sentido, serao usados os mesmos pontos A =
(1,3), B=(2,5), C = (—1,-2) e D = (2,4). Dentre todos os vetores nao
nulos que se pode construir com estes pontos, apenas quatro tém a mesma
direcao: ﬁ, Ei, @ e W Os vetor zﬁ ¢é paralelo ao proprio fTB> ea @,
mas é antiparalelo a Ei ea m . Analogamente, o vetor @ ¢é paralelo ao
proprio @ e a AB , mas é antiparalelo a BAea W . Todos estes vetores
sao paralelos aos vetores nulos aA , BB , CC e DD.
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A defini¢ao acima foi proviséria porque um vetor nao é apenas um par
ordenado de pontos. Um vetor pode ser definido todos os pares ordenados de
pontos que possuem o mesmo modulo, direcao e sentido. Em outras palavras,
dois vetores sao iguais quando sao paralelos e tém o mesmo modulo.

Um vetor é igual a si mesmo por definicao porque ele possui o mesmo
modulo, direcao e sentido de si mesmo.

Para ilustrar o conceito de vetores iguais, serao escolhidos cinco pontos:
os quatro primeiros ja escolhidos (A = (1,3), B = (2,5), C = (—1,-2) e
D = (2,4)) e um quinto ponto, a origem O = (0,0). O vetor AB ¢ paralelo
A CD mas nao tem o mesmo modulo. Basta usar a definigao 2.260: \ﬁ | =
VA =27+(3-5)2 = /5 enquanto [CD| = /(=1 —2)2 + (—2—4)2 =
V45 = /9 %5 = 3v/5. O vetor AB também ¢ paralelo a C@ porque eles per-

tencem as retas respectivas y = 2x+1 e y = 2x e tém o mesmo sentido. Estes

dois vetores também tém o mesmo modulo: ]C@] =/(-1-02+(-2-0)2=

V5. Como AB e @ tém o mesmo modulo e sao paralelos, eles sao iguais:
1@ = @ Os vetores 1@ e @ tém o mesmo modulo e sao antiparalelos,
logo eles sao diferentes: AB #+ O? .O leitor pode resolver como exercicios a
verificagao de que AB # OD e AB # BA.

Ha uma forma préatica de verificar se dois vetores sao iguais. Dois vetores

néo nulos AB e OD sdo iguais se e somente se:

TA—Tp=2Tc—Tp (2.262)

Ya —YB = Yc — Yo (2.263)

Fica para o estudante o exercicio de provar que a relagao acima inclui o

paralelismo 2.261 e a igualdade de médulos em 2.260.
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Por exemplo, os vetores AB e CO (com os mesmos pontos A = (1,3),
B = (2,5), C = (—-1,-2) e O = (0,0)) sdo iguais, confirmando a relacao
acima.

Quando dois vetores "localizados" em locais distintos do plano cartesiano
sao iguais, fica claro que o vetor nao esta em um lugar especifico. Antes, o
vetor expressa uma relagao entre pontos. Para distinguir o vetor dos pon-
tos onde ele esta representado, os matemaéticos e os fisicos usam uma letra
mintuscula acrescida do simbolo — acima da letra. Por exemplo, as repre-
sentacgoes AB e CO do mesmo vetor podem deixar a falsa impressao de que
este vetor esteja localizado nos segmentos AB e CO. Representando o vetor
como @ = AB = @, a nao localizacao fica mais clara.

Todos os vetores nulos sao iguais entre si porque possuem o mesmo moé-
dulo (zero), a mesma dire¢oes (as infinitas dire¢oes) e o mesmo sentido (nao
héa sentido). Assim ﬂ = B—B> = .... Em outras palavras, todos os vetores
nulos sao um tnico vetor nulo. O simbolo adotado para o vetor nulo é 6

No lugar de verificar se dois vetores sao iguais, o estudante pode fazer o
processo inverso. Dado um vetor 1@, ele procura o mesmo vetor em outra
localizagao CD. O processo é conhecido como "transporte do vetor". Basta
que os novos pontos sigam as relagoes 2.262 e 2.263.

Para transportar um vetor, é necessario manter o paralelismo e o médulo

do vetor.

2.12.4 Transporte do vetor e representacao do vetor em
coordenadas cartesianas.

No lugar de verificar se dois vetores sao iguais, o estudante pode fazer o

processo inverso. Dado um vetor Ag, ele procura o mesmo vetor em outra
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localizagao CD. O processo é conhecido como "transporte do vetor". Basta
que os novos pontos sigam as relagoes 2.262 e 2.263.

Por exemplo, dados os pontos A = (z4,y4) € B = (xp,yn), 0 vetor AB
seré transportado para a origem C' = (z¢,yc). Em outras palavras, a nova
representacao do vetor sera CD. Qual a coordenada de D? Seguindo a as

relacoes 2.262 e 2.263:

D= (zc+ap—2a,yc+Yp — Ya) (2.264)

Por exemplo, o vetor AB com A = (2,4) e B = (3,2) pode ser trans-
portado de modo que a origem fique em C' = (4,5). Entao @ = 673 se
D = (5,3).

Para nao precisar indicar a coordenadas dos dois pontos, ha uma con-
vencao. Caso as coordenadas da origem sejam omitidas, a origem do vetor
é transportada para a origem do plano cartesiano O = (0,0). Nesta con-
vengao, as coordenadas do extremo do vetor identificam o préprio vetor. O
vetor é representado apenas pela letra mintscula e pelas coordenadas do ex-
tremos. Usando a relagao 2.264, o vetor AB com coordenadas A = (a,ya)

e B = (xp,yp) fica representado como:

@ = AD = (xp — A, Y — Ya) (2.265)

Geralmente os vetores sao representados simplesmente como:

@ = (az,ay) (2.266)

onde o vetor @ tem origem em (0,0) e extremo em (a,,a,).

Nesta notagao o vetor nulo pode ser obtido pela relagao 2.265. Para um
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ponto A qualquer, o vetor nulo pode ser expresso por AA. Usando a relacao

2.265 para x4 = rp € ya = yp, o vetor nulo fica:
3 =(0,0)

O modulo do vetor @ pela expressao 2.260 é a distancia entre a origem

O e o ponto (a,, a,) fica:

@) = /a2 + a2 (2.267)

Da relacao acima, o estudante pode concluir novamente que o médulo do
vetor nulo é zero: |6| =02 +02=0.

Os fisicos costumam representar o moédulo do vetor @ pela mesma letra

sem o simbolo de vetor encima:

7| =a (2.268)

O vetor representado na forma 2.266 pode ser transportado para qualquer
origem. Combinando as expressoes 2.266 e 2.264, colocando a origem do
@

vetor @ = (ay,a,) no ponto A = (z4,ya), o vetor AB terd como ponto B

as coordenadas:
B = (a; +xa,ay+ya)

Por exemplo, o vetor @ = (1,2) com a origem em A = (3,5) ficard
representado como vetor AL com B = (4,7).
E interessante notar que na nova representacao, fica mais facil verificar se

dois vetores estao na mesma direcao. Lembrando que as origens dos vetores
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~ . . -~
estdo na origem (0, 0) e aplicando 2.261, os vetores @ e b nao nulos tém a

mesma direcao se e somente se:

ay_by

a; by

(2.269)

Por exemplo, os vetores @ = (1,3) e T = (2,6) obedecem a relagao

. L. -
acima, logo eles tem a mesma direcdo. J4 os vetores @ = (1,3) e b = (2,7)

nao tém a mesma direcao.

2.12.5 Soma vetorial.

A soma entre dois vetores é uma operacao analoga a soma entre nimeros
reais. Assim como a soma de dois niimeros reais associa um par de nimeros
a um terceiro, a soma entre dois vetores associa dois vetores a um terceiro.

. -
Dois vetores @ = (a,,a,) e b = (b,,b,) somados resultam em:

@+ = (a + by, a, +by,) (2.270)

A soma de dois nimeros reais possui quatro propriedades. Dados a, b, ¢ €

R:
1. Propriedade comutativa: a +b=b+a
2. Propriedade associativa: (a +b)+c=a+ (b+c¢)
3. Existe um elemento neutro0 e R: a+0=0+a=a

4. Para todo a existe um elemento inverso (—a) € R tal que a + (—a) =

(—a)+a=0

A soma vetorial também segue estas quatro propriedades. Usando a defini¢ao

2.270, a propriedade comutativa esta provada abaixo:
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T+ = (az + by, ay +b,) = (by + az, b, + a,)
T+ D=0+ (2.271)

Por exemplo, (1,2) + (3,-1) = (3,—-1) + (1,2) = (4,1) .
A soma vetorial também segue a propriedade associativa. Partindo de

2.270:

(7+7)+7: (az + by, ay +by) + (czycy) =
= ((az + b)) + ¢z, (ay + by) +¢) =

= (ay + (by +¢z),ay + (by +¢,)) =

(@+0)+2=a+(0+7) (2.272)

Por exemplo, ((1,2) + (3,—1)) + (4,0) = (4,1) + (4,0) = (8,1) e (1,2) +
O elemento neutro no plano cartesiano nao é o ntamero 0, mas o vetor

nulo @. Usando a definicao 2.270:

7+8:(agmLO,ay—l—O):(agg,ay)zﬁ>

T+0=0+7="17 (2.273)
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O elemento inverso de @ é definido de acordo com a interpretacdo do

sinal "—" dado na capitulo anterior. Em outras palavras, (—@) ¢ o vetor

que somado com @ resulta no elemento neutro 3. O vetor (—@) é dado

pelas coordenadas:

(= @) = (—az, —ay) (2.274)
de modo que o sinal "-" inverte o sinal das coordenadas:
—(az, ay) = (—az, —ay) (2.275)

Por exemplo, —(3,2) = (-3, —2).
Neste caso também vale a relagao de que o inverso do inverso de algo é

ele mesmo. Partindo da definicao acima:

—(=@) = —(=02, —0,) = (=(~02), = (=ay)) = (a5, )

(—@) =7 (2.276)

Usando a definicao de soma 2.270 e a definicao 2.274:

@+ (_7) = (aq, ay) + (—aq, _ay) =

= (az + (—az), ay + (=ay)) = (0,0) =

T+ (-@)=(-T)+T=0 (2.277)

Uma relacao interessante surge das relacoes 2.265 e 2.275:
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ﬁ = (J:B —XA,YB — yA) = (—(SUA - SUB)a _<Z/A - Z/B))

fﬁ = —(xA —TB,YA — ?JB)

AB = —BA (2.278)

Assim a inversao da ordem dos pontos implica que o vetor muda para seu
elemento inverso.
Outra relacdo interessante é a comparacio dos modulos do vetor @ com

o elemento inverso (—@). Usando as relagdes 2.267 e 2.274:

| —al = /(a2)? + (=02 = Va, s T a2

| —al = la]

A soma entre vetores pode ser expressa geometricamente de duas formas.
Em primeiro lugar, a origem de um dos vetores pode ser transportada para
o extremo do outro. Por exemplo, o extremo do vetor AB ¢ o ponto B. Se
um segundo vetor for transportado para ter sua origem em B, o vetor sera
escrito na forma BC. Usando a relacao 2.265 e a definicao de soma 2.270
chega-se a soma de AB com BC.

1@4—3?:(xB—$A,yB_yA>+(xC_xBayC_yB) =

(SBC — TA,Yc —yA) = @
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AL + BC = AC (2.279)

Caso os vetores nao sejam paralelos, a relagao acima pode ser representada
por um triangulo de lados ABC. Ja se os vetores sdo paralelos, a soma dos
vetores também serad paralela, nao havendo um triangulo.

Fazendo uma analogia do vetor com um deslocamento, o vetor AB é como
um deslocamento do ponto A para o ponto B, @ é como o deslocamento
de B para C'. A soma dos vetores é como se fosse o deslocamento final. Algo
que se deslocou de A para B e de B para C, deslocou-se de A para C. Esta
analogia sera importante para descrever deslocamentos espaciais.

A figura acima pode ser relacionada com a desigualdade triangular. Par-

tindo da desigualdade 2.256, usando a defini¢ao de modulo 2.260 e 2.270:

d(A,C) < d(A, B) +d(B,C)

AC| < |AB| + |BC|

/A8 + BC| < |AB| + |BC| (2.280)

Assim como para numeros reais, o modulo da soma é menor do que a soma
dos moédulos. A igualdade so se verifica para se os vetores forem paralelos.

Reescrevendo a relacdo acima com @ = ABe b = B? chega-se a

- -
@+ 0| <|a@|+|0]

A relagao do modulo da soma com os moédulos dos vetores sera retomada

no proximo capitulo.
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Por exemplo (1, —1) + (2,3) = (3,2) e os modulos ficam [(3,2)] = V13 e
(L= +12.3) = V3 + VI3 > VI3 = |(3.2)], logo, |(1, ~1)| + (2.3)] >
(3,2)]

Ha outra forma geométrica de somar vetores. No lugar de colocar a
origem de um vetor no extremo de outro, colocam-se as origens dos dois
vetores no mesmo ponto. Por exemplo, a origem do vetor AB é o ponto B.
Se um segundo vetor for transportado para ter sua origem em A, o vetor
serd escrito na forma 1@ . Deixando-se a origem do vetor soma no ponto A

chega-se ao vetor AD. Assim:

AB + AC = AD

Da relacao 2.279 chega-se a AB +@ — AD. Comparando com a relagao
acima, AC = BD. Ainda usando 2.279, AC + CD = AD . Entdo AB =
CD. Como vetores iguais sao paralelos e tém o mesmo modulo, a figura
ABCD ¢é um paralelograma. Assim, o vetor soma AD esta na diagonal de
um paralelograma desenhado a partir dos vetores AC e /TC . Este método de
soma vetorial é denominado método do paralelograma. A desvantagem deste
método é para vetores paralelos, o paralelograma fica degenerado.

Na representacao dos vetores com a origem em (O, a soma vetorial acaba

sendo representada pela regra do paralelograma.

2.12.6 Substracgao vetorial.

A operagao de subtrag@o vetorial é analoga & subtracdo entre niimeros reais.

Para ntmeros reais vale a definigao:

a—b=a+ (-b)
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Analogamente, a subtracao vetorial é definida como:

T-b=a+(-b) (2.281)

Usando as defini¢goes 2.274 e 2.270 na defini¢ao acima:

T -5 =@+ (=0) = (as a,) + (=by, —b,) =

@ — 0 = (ag — by, a, — by) (2.282)

Geometricamente, a subtracao vetorial pode ser representada transpor-
tando as origens dos dois vetores para o mesmo ponto. Os vetores podem ser
escritos como AB e AC. A primeira forma consiste em usar a relagao 2.278

e 2.281:

ﬁ—mZE—i—(—@):zﬁﬁ-m

_ A+ AB =B

AB - AC =CB (2.283)

Assim, o vetor subtragao C@ tem origem no extremo do vetor subtraido
AC (ponto C') e o extremo no extremo do vetor AB (ponto B). Caso os
vetores AB e m nao tenham a mesma dire¢ao, forma-se um triangulo ABC.

[desenhar figura.|.
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E interessante notar que a soma e a subtragao dos vetores 1@ e 1@
podem ser representadas em um paralelogramo ABCD. As diagonais do
paralelogramo siao AD e BC. A soma dos vetores AB +1@ fica representada
na diagonal AD. J4 a subtracao vetorial AB-AC = OB ficasobre a diagonal
BC. E interessante notar que a subtracao invertida zﬁ _AB = B? também

fica representada na diagonal BC.

2.12.7 Produto por escalar.

O conceito de escalar ¢ um pouco complicado e vai além dos objetivos deste
curso introdutoério de Fisica. Neste contexto bem especifico, o escalar sera
tomado como sinénimo de nimero real.

O termo "escalar" vem da palavra escala. Um namero real pode ser
colocado em uma escala, a reta dos reais.

As coordenadas do vetor sao dois nimeros reais. Logo, as coordenadas
sao dois escalares.

O produto por escalar é uma operacao analoga ao produto entre dois
numeros reais. Mas ha diferengas profundas entre estes dois produtos. O
produto entre dois ntimeros reais é a associacao de dois ntimeros com um
terceiro. Ja o produto por escalar é a associacao de um escalar e um vetor
com um vetor. Neste segundo produto, os termos envolvidos na operagao sao
dois objetos matemaéticos diferentes: um escalar e um vetor.

A definigio do produto do escalar A € R pelo vetor @ = (a,,a,) é dada

por:

AT = (Aag, \a,) (2.284)

O produto de dois ntimeros reais possui quatro propriedades. Dados
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a,b,c € R:
1. Propriedade comutativa: ab = ba
2. Propriedade associativa: (ab)c = a(bc)
3. Existe um elemento neutro 0 e R : al = la=a

4. Para todo a # 0 existe um elemento inverso (1) € R tal que a(2) =
(FJa=1

a

Além disso, ha uma propriedade distributiva que relaciona soma e produto:
cla+b) =(a+b)c=ac+bc

A propriedade comutativa nao faz sentido para o produto por escalar.
Mesmo trocando a ordem entre o escalar e o vetor, a distin¢ao entre os objetos
multiplicados permanece. Para deixar clara esta diferenca, se o produto entre
naturais é definido como uma sucessao de somas, 2x3 = 2+2+2 e 3%x2 = 3+3.
Embora 2%3 = 32, as operacoes sao distintas. Caso se escreva @ A no lugar
de \@, a operacdo nao mudou.

O produto por escalar segue uma propriedade analoga a associativa. Se

A, i € R, pela definicao:

Ap@) = Mpay, pay) = (Apag, \ua,) =

= Mi(az, a,) = ()@

ANpa@)=\p)a (2.285)
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H4a uma diferenca profunda entre a propriedade acima e a associativa
entre numeros. No primeiro caso, o produto entre o primeiro e o segundo
fator ou entre o segundo e o terceiro resultam em ntmeros. Ja no caso acima,
o produto entre o segundo e o terceiro fator é um vetor, enquanto entre o
primeiro e o segundo ¢ um namero. Por exemplo, 2(3(4,5)) = 2(12,15) =
(24,30) = 6(4,5) = (2% 3)(4,5).

O escalar "1" atua como um analogo do elemento neutro. Partindo de

2.284:
17 = (lag, lay) = (ay,ay)
1d="a (2.286)

E importante frisar que o escalar 1 nao esta sendo operado em outro
escalar, mas em um vetor.

Nao faz sentido falar de um elemento inverso no produto por escalar. Nao
existe um analogo do numero 1 para vetores.

Como escalares sao diferentes de vetores, ha duas propriedades distribu-

tivas: uma para soma dos escalares e outra para soma de vetores.

A+ 0@ = A+ p)(as,a,) =

= (A +p)az, (A + :u)ay) = (Aag + pag, Aay + :uay) =

= (A w)az, A+ pay) = (Mg, Aay) + (paq, pay) =

= A(am ay) + :u(axv ay)
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A+uw)a@ =\ +ua (2.287)
Por exemplo, (2 + 3)(4,5) = 5(4,5) = (20,25) = (8,10) + (12,15) =
2(4,5) + 3(4,5).

M@ + B) = Mag + by, ay + b,) =
= (Mag + by), May +by)) = (Aag + Aby, Aay, + \b,) =

= (Aag, Aay) + (Aby, Aby) = A(ag, ay) + A(bs, by)

M@+ D) =\T+AD (2.288)

Por exemplo, 2((4,5) 4+ (3,—1)) = 2(7,4) = (14,8) = (8,10) + (6, —2) =
2(4,5) +2(3,—1).

Se A = 0, ha uma relacao analoga ao produto do ntimero 0 com outros

nimeros. Partindo de 2.284:

0@ = 0(ay, a,) = (0a,,0a,) = (0,0)

07 =0 (2.289)

Enquanto o ntamero 0 multiplicado por outro ntmero resulta em 0, o
nimero 0 multiplicado por um vetor resulta no vetor nulo 6 Por outro

lado, um escalar qualquer multiplicado pelo vetor nulo resulta em vetor nulo.

Partindo de 2.284:
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AG = X(0,0) = (A0, A %0) = (0,0)

\O =0

Assim como qualquer nimero multiplicado por 0 resulta em 0, qualquer
ntimero multiplicado pelo vetor nulo resulta no vetor nulo.
O produto do numero (—1) com um numero a resulta em (—a). Para

vetores ha uma relagao analoga. Partindo da definicao 2.284 e 2.274:

<_1)7 = (—=1)(az, ay) = ((=1)az, (=1)a,) = (—az, —a,)

(-)a =-7 (2.290)

Novamente é necessério frisar que o produto acima é entre um nimero e
um vetor.

A semelhanga do comportamento do vetor nulo com o niimero 0 no pro-
duto por escalar nao deve levar o estudante a achar que o nimero zero é
igual ao vetor nulo. Muitos livros didaticos apresentam a identidade 0 = 0.
Neste livro esta identidade nao serd usada. Ao contrario, a distingao entre 0
e 6 seré enfatizada.

E interessante averiguar as relacoes entre os vetores @ e A@. Se A = 0
entdo o vetor \@ = 6 . Neste caso, o vetor \@ ¢é parelelo a @ porque o
vetor nulo é paralelo a qualquer outro. Se @ = 67 o vetor \@ = 6 =7
coincide com @. Para @ # T e # 0, a relagao 2.269 junto com 2.284

indica que os vetores @ e A@ tém a mesma direcdo.
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ay Ay

Qy Aay

Se A > 0, 0 vetor @ é paralelo a A@. Jase A < 0, o vetor @ ¢é antiparalelo
a\w.
Resta a relacio entre os modulos de @ e A@. Usando as relacoes 2.267

e 2.284:

N@| = \JNa2 + Na2 = /N2 + a2) =

Z\/ﬁw/ai—i-az

AT | = |\|| @] (2.291)

Com as relacdes acima ¢é possivel construir geometricamente o vetor \@
a partir de @. O modulo de A'@ ¢ |\ vezes o médulo de @. Se A > 0, os
vetores sao paralelos. Caso A < 0, os vetores sao antiparalelos. Para A = 0

oud@ = 8, o vetor \@ ¢é apenas um ponto, o vetor nulo.

2.12.8 Divisao por escalar

O termo divisao por escalar geralmente nao aparece nos livros de matematica.
Mas a operacao é feita em livros de Fisica, mesmo sem uma definicao formal.

A divisao de um vetor por um escalar é dada por:

? = (%) @ (2.292)

onde A # 0.
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Usando a definicao 2.284 chega-se a outra definigao:
@ 1 ( ) 1 1 )
— = =) (azay) = —laz, | <~ )a
A A oy AN Y

? = (%) (az,ay) = (a—;, %) (2.293)

Por exemplo, (3—54) = (%, 2)

Da propriedade 2.291 aplicada em 2.292 chega-se a:
_>
a 1
$1=1(5) 1t

| = @ (2.294)

_>
O vetor % tem a mesma direcdo de @. Se A > 0, os vetores sdo paralelos,

mas se A < 0, os vetores sao antiparalelos.

2.12.9 Versores

Versor e um vetor de moédulo 1. Os versores sao representados com um """

acima da letra mindscula no lugar do simbolo —. Assim o versor pode ser

definido em func¢ao de seu médulo como:
jaf =1

Alguns versores sao tao usuais que ha simbolos especiais para eles. Os

versores definidos abaixo sao os mais usados.

~

i =(1,0) (2.295)
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7=1(0,1) (2.296)

Fica como exercicio para o estudante usar a definicao 2.267.
A partir de qualquer vetor nao nulo é possivel "construir" um versor.

Basta dividir um vetor pelo seu préprio modulo.

@

Para verificar que o versor acima tem realmente modulo 1, basta usar a

propriedade 2.294:

Por exemplo, o versor construido a partir de (1, 1) é dado por:

1,1 (11 1 1

o vi e

DR )

Qualque vetor pode ser reescrito na forma de um versor multiplicado pelo

modulo do vetor:

_>
a

Por exemplo, o vetor (1,2) pode ser reescrito como:

02 =102/ (f57) =57 =5 (35 75)

12 .
onde <\/5, \/5> é um versor.
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2.12.10 Decomposigao de vetores

Os vetores podem ser escritos como somas de outros vetores. Este processo
¢ conhecido como decomposicgao.

A decomposi¢cao mais comum é aquela dada em termos de vetores nos

eixos z e y. Um vetor qualquer @ = (ay, a,) fica decomposto como:

@ = (az,ay) = (az,0)+ (0, ay)

[fazer figura.|.
O vetor (a,,0) esta no eixo x e (0, a,), no eixo y.

Através da defini¢ao 2.284, os vetores acima podem ser reescritos como:
T = a,(1,0) +a,(0,1)

Com as defini¢oes dos versores i e j a expressao acima fica:

@ = ayi+ay) (2.298)

Por exemplo, (1,3) = 17 4 3]

A soma vetorial 2.270 reescrita em termos destes versores fica:
- 4 o
@+ b = (a,+b.)i+ (a, +by)J

E como se a componente de cada vetor fosse somada independetemente da
outra. Analogamente, o produto por escalar 2.284 atua em cada componente

independentemente.
AT = Aagi + \ayj

Uma decomposicao geral do vetor @ ¢é dada pela definicao de subtracao

de vetores 2.281:
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T=(@-0)+ b (2.299)

Por exemplo, o vetor (3,7) pode ser decomposto como (3,7) = ((3,7) —
(1,1)) +(1,1) = (2,6) + (1, 1).
Embora seja possivel escrever o vetor nulo & como soma de dois vetores

opostos (ver 2.277) nao é usual decompor este vetor.

2.13 Posicao de um corpo pontual em um plano
espacial.

O problema tratado nesta secao é a localizagao de um corpo pontual em um
plano espacial.

O corpo pontual localizado em um plano espacial ocupara um tinico ponto
em cada instante de tempo. Cada ponto do plano pode ser localizado através
de um par de ntimeros reais. Mas no lugar de apenas pontos, os corpos

pontuais serao localizados com vetores.

2.13.1 Plano Espacial.

Os eixos do plano cartesiano sao duas retas reais perpendiculares. As locali-
zagoes sao adimensionais. Ja em um plano espacial ha a dimensao "espago".
No lugar das retas reais, os eixos x e y sao retas espaciais. Caso o leitor
nao se lembre das diferencas entre a reta real e a reta espacial, é necssério

consultar o capitulo anterior.
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Os fisicos nao representam uma posi¢ao como um simples ponto P =
(z,y). Eles representam a posigdo como um vetor que tem origem na origem
do plano espacial O = (0,0) e tem extremo na propria posicao P = (z,y).
Em outras palavras, a posicao que corresponde ao corpo no ponto P é § =
(z,y) E importante enfatizar que este vetor ndo é adimensional, mas suas
coordenadas tem dimensao de espaco.

[ver figura.|.

Ha intimeras vantagens de se atribuir um vetor a localizacao no lugar de
apenas um ponto. A velocidade é definida como uma divisao de uma variagao
de posicao por variagao de tempo. Pontos no plano nao podem ser somados
ou subtraidos, mas os vetores § podem. Entdo, os conceitos de velocidade
e aceleracao poderao ser definidos para o plano.

Para nao se confundir o vetor nulo do plano cartesiano 6 com o vetor
nulo do plano espacial, usa-se o termo 54 = (0, 0) onde as componentes nio
sao os nameros 0 , mas as posigoes 0.

O modulo do vetor posicao é definido de acordo com 2.267:

|9 = /52 + 52 (2.300)

onde este modulo tem dimensao espacial.
Por exemplo, |(1m,2m)| = v/5m , |(1em, 2em)| = v/5em, |(1m, 50cm)| =
|(1m, 0,5m)| = v/1,25m , etc.

2.13.2 Grandezas escalares e vetoriais.

O conceito detalhado de grandeza escalar esta além dos objetivos deste curso.
No contexto da Mecanica Classica, uma grandeza escalar pode ser definida

como aquela que pode ser representada por um escalar (nimero real) seguido
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de alguma unidade.

Por exemplo, a posi¢ao de um corpo em uma reta espacial é uma grandeza
escalar. Cada posicao é representada por um ntmero real seguido de uma
unidade espacial (por exemplo, s = 2m). O tempo também é uma grandeza
escalar porque pode ser representado por um nimero real seguido de uma
unidade temporal (como em ¢ = 3s). Massa ¢ uma grandeza escalar (como em
m = 4kg). Na reta, velocidade e aceleragao também sao grandezas escalares.

Grandeza vetorial é aquela que pode ser representada como uma sequén-
cia de escalares em uma certa ordem. No caso particular do plano, uma
grandeza vetorial é aquela que precisa de um par de niimeros reais para ser
representada. O nome grandeza vetorial se deve ao fato de que qualquer par
de niimeros reais pode ser associado a um vetor com a origem em Q.

No plano, a posicao nao pode ser considerada uma grandeza escalar. Sao
necessarios dois numeros reais para localizar um ponto no plano. Assim, a
posicao de um corpo no plano é uma grandeza vetorial. Este par de nimeros
reais ¢ associado a um vetor com estas mesmas coordenadas. Velocidade e

aceleragao no plano também sao grandezas vetoriais.

2.13.3 Distancia entre duas posicoes no plano espacial

A distancia entre duas posicoes 54 e 54 no plano espacial é a associacdo deste

par de pontos com um nimero positivo. Inspirado na definicao da distancia

entre nimeros no capitulo anterior:

d(54,58) = |54 — 5B (2.301)

O modulo da posicao coincide com a distancia da posi¢io 54 até a origem

(0,0).
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d(53,58) = |54 — 56| = |54l
Substituindo a relagao de subtracao entre vetores em 2.282 acima:

d(ﬁ,?) = ’(SA:(; — SBxy SAy — SBy)’

S

d(5%,55) = \/(SA:B — 582)% + (5ay — 5By)° (2.302)

Esta defini¢ao coincide com a distancia entre pontos 2.259. Assim a
distancia entre pontos no plano espacial segue a métrica usual.
Por exemplo, a distancia entre um ponto 54 = (1m, 2m) e 53 = (2m, 1m)

é de:
d(5%,58) = |54 — 58| = |(=1m, 1m)| = V2m

2.13.4 Deslocamentos entre duas posigoes.

Quando um corpo pontual desloca-se posicdo 54 para a posicio 54, o deslo-

camento é definido como.

ASIE = 57 — 53 (2.303)

Por exemplo, o deslocamento da posicdo 54 = (5cm,2cm) para 53 =

(Tem, 9em) ¢ Asap = (Tem, 9em) — (5em, 2cm) = (2cm, Tem). Ja o desloca-
mento de 53 = (7em, 9cm) para 5. = (2cm,2cm) é Aspé = (—5em, —Tem).

Se 54 = 5%, o deslocamento é nulo.

ASA

|
2l

— 54 = 35

=
I
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Assim como o deslocamento na reta, o deslocamento entre duas posi¢oes
no plano é anticomutativo.

ASAp =55 —54=—(54 —54) = —Asp4

Usando ainda o exemplo das posicoes 54 = (5cm, 2em) e 53 = (Tem, 9em)

entdo Asa3 = (Tem, 9em)—(5em, 2em) = (2cm, Tem) e Asg4 = (5em, 2cm) —
(Tem, 9em) = (—2em, —Tem) = —(2e¢m, Tem).

Caso sejam feitos dois deslocamentos sucessivos, o deslocamento final sera
a soma dos dois deslocamentos. Em outras palavras, um deslocamento de
A para B seguido de outro deslocamento de B para C' equivale a um tnico

deslocamento de A para C.

ASAE + ASpd = (55 — 54) + (5¢ — 53)

ASIE + ASEE =

mi
|
S

+ 56 — 58 =56 — 54
ASAB + ASpé = A5l (2.304)

Fica confirmada a analogia do vetor e do deslocamento comentada na

segao anterior (ver 2.279). A soma vetorial representa o deslocamento total.

[ver figura|
Por exemplo, para as mesmas posicoes 54 = (5em, 2em), 55 = (Tem, 9em)
e 5. = (2em,2cm) os deslocamentos entre os 3 pontos ficam: A5p =

(2cm, Tem),Aspé = (—5em, —Tem) e Asaé = (—3em,0) . A soma dos des-
locamentos sucessivos de A para B e de B para C é igual ao deslocamento

de A para C: A5x4+ Aspd = (—3cm, 0) = Asé.
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2.14 Funcoes Vetoriais

2.14.1 Conceito de funcao aplicado ao vetor.

Neste capitulo, é necessario dominar apenas um tipo de funcao: fungoes
que associam um nimero real a um vetor. Estas fungoes sao chamadas de
"fungoes vetoriais".

"Uma funcao vetorial é uma relacao de um nimero real ¢ € R com um
tinico vetor com coordenadas ?(t) = (g(t), h(t)) € R? onde g(t) e h(t) sao
fungoes de uma variével real". Geralmente ela é representada como ? R —
R2.

A fungao abaixo ilustra bem o conceito.

T ) = (2t +3,82)

A fungao que associa t & coordenada = é g(t) = 2t + 3. Ja a fungao
que associa t & coordenada y ¢ h(t) = t*. O ntmero 0 é real. Assim,
?(O) = (g(0),h(0)) = (3,0), é um vetor. O tnico vetor relacionado ao 0
pela funcao 7(t) = (2t + 3,t?) ¢ (3,0). Da mesma forma ?(%) = (4, i), ou
seja, o tnico vetor relacionado a 3 pela funcao 7(t) = (2t +3,t%) ¢ (4, 7).

O ntmero t que sera associado a outro também é denominado "argumento
da funcao". O argumento da fun¢ao nao seré designado por x ou por y porque
esta letra designa o eixo das abcissas. Outras letras podem ser usadas para
representar o argumento da fungao, desde que a transformacao seja mantida,
mas é importante reservar as letras x e y para os eixos. Por exemplo, a

funcao acima poderia ser representada por:

7 () = (2u+3,12)
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Para ilustrar que a funcao serd a mesma, basta usar os dois exemplos
S _ = _ _ 1 ? 1\ _ (g 1
anteriores: se u = 0 entdo 7(0) =(3,0)eseu=75, f(5)=(4,7).
Também neste caso, cada nimero real estd associado a um tnico vetor,
mas dois niimeros reais podem ser associados ao mesmo vetor. Por exemplo,
f = (&%, ¢4 —1#1 1
para a fungao , segue que # 1 mas .
Analogamente ao que ocorre para funcoes de uma Variéwel, é possivel

definir uma "funcao constante".
fey="2

onde @ & um vetor qualquer. Por exemplo, a funcdo constante poderia
ser f(t) = (2,3).

Uma fungao constante que tem importéancia particular é f(z — 0. Ela
também é conhecida como funcao nula.

Nao existe para fungoes vetoriais um analogo da fungao identidade f(x) =
x. Um escalar jamais ¢ igual um vetor.

As analogias entre fungoes vetoriais segue adiante. Quando héa mais de
uma func¢ao em uma determinada oragao, a notacao 7(95) pode apresentar
ambiguidade. Por exemplo, se ? (2t+1,t%) e ?(m) = (¢*,2") ha duas
funcoes distintas sendo representadas pela mesma letra ? Nestes casos,
é importante usar outras letras mintdsculas para representar as outras fun-
coes. N&o é conveniente usar as letras ¢ ou ﬁ) porque elas sao usadas para
representar as fungoes espcificas em x e y. No exemplo citado, as fungoes
poderiam ser representadas por ¥ (t) = (2t + 1,1?) e 7' (x) = (¢2,2%).

As fungoes vetoriais nao sao representadas através de graficos. Para cada
valor de ¢ ndo ha um ntimero, mas um vetor (r = ¢(t),y = h(t)). Apesar

disso, os pontos formados pelo rastro do extremo do vetor (z = g(t),y =



266 Mecanica

h(t)) formam curvas no plano xy. Estas curvas sdo chamadas de "curvas
parametrizadas". No lugar de escrever uma relacao valores de x e y, escolhe-
se um terceiro valor ¢ para fornecer x = x(t) e y = y(t).

A seguir serao colocados alguns exemplos de fungoes. Foram escolhidas

as funcoes mais usadas ao longo deste livro.

2.14.2 Exemplos de fungoes vetoriais.

Os exemplos de fungoes vetoriais sao restritos, mas ilustrativos.

Cada componente da fungao vetorial é uma funcao linear.

A fungao vetorial linear é caracterizada como:

T (1) = (aut + B, ayt + By) (2.305)

onde ay, oy, B¢ B, sao nimeros reais.

Um exemplo da fungao vetorial linear é ?(t) = (2t + 3,4t — 1). Alguns
valores para esta funcao sao exibidos a seguir: 7(0) = (3,-1), ?(1) = (5,3),
@ =17, T(=1) = 1,-5). T(}) = 42

[ver figura.

A funcao linear vetorial pode ser reescrita a partir de 2.305 e das defini¢ao

de soma vetorial 2.270:

T (1) = (aut + Bay gt + B,) = (aut, ayt) + (Bs )

Com a defini¢ao de produto escalar 2.284, o argumento t pode ser tratado

como um escalar:

T (1) = taw, ay) + (B, B,)
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Definido os vetores @ = (v, a,) e ? = (B4, By) e substituindo acima:

T =ta+ 7 (2.306)

Os fisicos costumam escrever o produto escalar t@ como @t.

T =at+7 (2.307)

Por exemplo, a funcao ?(t) = (2t 43,4t —1) = (2,4)t + (3,—1).

A equagao acima apresenta uma clara analogia com a fungao linear f(z) =
ax+ . Mas é necessario frisar que os termos e F sdo vetores. Portanto &
indica a taxa de crescimento da funcao, mas nao ha um grafico que exprima
a inclinacao em relacao ao eixo t. O coeficiente F exprime o vator da fungao
em t = 0. Lembrando que o produto escalar de 0 com qualquer vetor é o
vetor nulo 2.289 entao 7(0) =00 + ﬁ ~- 0+ ﬁ = ﬁ No entanto nao faz
sentido falar do significado grafico de F

A analogia com a reta prossegue. A funcao vetorial linear 2.305 faz com
que o extremo do vetor percorra uma reta no plano xy. O vetor @t varia
com o argumento ¢, mas o vetor @t mantem-se paralelo & @. Se t varia de
—00 até +00 o conjunto de todos os extremos do vetor @t forma uma reta
que contem o vetor @ e passa pela origem em t = 0. Ao somar o vetor F
em cada vetor @t cria-se uma reta paralela @t + F

Outra forma de verificar que a fungao linear vetorial corresponde a uma

reta no plano zy ¢é verificando diretamente as coordemadas do vetor. Partindo

de 2.305:

x(t) = azt + Bs (2.308)
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y(t) = oyt + B, (2.309)
Isolando ¢ em 2.308:
o) B
Ay Oy

Substiutindo em 2.309:

_ (%) v+ (ﬁy = 5;%) (2.310)

A equagao acima é de uma reta com coeficiente angular (Z—Z) e coeficeinte
linear <ﬁy — Bz—jy> E interessante notar que as componentes do vetor &
determinam o coeficiente angular da reta mas o coeficiente linear da reta é
determinado por @ e F

As funcoes 2.308 e 2.309 sao denominadas "equagoes paramétricas da
reta'.

A reta que aparece no plano zy nao deve ser confundida com a propria
fungao linear. Por exemplo, as fungoes ?(t) = (1,2)t + (0,1) e F(t) =
(2,4)t + (2, 3) sdo fungoes distintas. Basta ver que ?(0) =(0,1) # %(0) =
(2,1) e ?(1) = (1,3) # F(1) = (4,9). No entanto as retas descritas por
estas duas fungoes sao iguais. Fica para o leitor a verificacao disso através

da equacao 2.310.



2.14 Funcgoes Vetoriais 269

Funcgao quadratica.

A fungao vetorial quadratica é caracterizada como:

T (1) = (aut? + Bul + Yo, 0yt + Byt +7,) (2.311)

onde ay, ay, B, By € 7y sao nimeros reais. Pelo menos um dos termos o
precisam ser diferentes de zero.

Um exemplo da func¢ao vetorial linear é 7(75) = (2t+3,4t>—t+1). Alguns
valores para esta fungao sao exibidos a seguir: ?(0) =(3,1), 7(1) = (5,4),
T@)=(7.15), T(=1) = (1.6). T(}) = (&9

[ver figura.

Analogamente ao que foi feito para a fungao quadratica vetorial pode ser

reescrita a partir de 2.311 e das defini¢ao de soma vetorial 2.270:

7(75) = (OéxtQ + Bt + Vas ath + Byt + ) = (O‘th2> O‘ytz) + (Bat, Byt) + (Vas W)

Com a definicao de produto escalar 2.284, o argumento ¢ pode ser tratado

como um escalar:

T (1) = (aw ay) + H(Bas By) + (as 1)

Definido os vetores @ = (ag, ) , ﬁ = (B, By) € ¥ = (Y,7y) substi-

tuindo acima:

T =t2a+tF+7 (2.312)

Os fisicos costumam escrever o produto escalar 2@ como At e t? €como

Bt

T =at+Ft+7 (2.313)
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Como o, # 0 ou oy, # 0, entdo & # 0.

Por exemplo, a funcao ?(t) = (2t +3,4t2 —t+1) = (0,4)t> + (2, - 1)t +
(3,1).

A equacgdo acima apresenta analogia com a funcdo quadratica f(x) =
ax? 4+ Br + v. Novamente é necessario frisar que os termos @ , F e
sao vetores. Fica a cargo do estudante examinar as analogias entre a fungao
quadratica e a fungao vetorial quadratica.

A funcao vetorial quadratica 2.311 faz com que o extremo do vetor per-
corra uma parabola ou uma reta no plano zy. Caso os vetores o e F
tenham a mesma direcao, a figura do plano xy serd uma reta. Caso con-
trario, serd uma parabola. A prova de que a funcao vetorial quadrética
descreve uma parabola ou uma reta é pouco complicada e sera omitida. Nem
sempre y é uma funcdo de x. As unicas possibilidades de y ser uma fun-
¢ao de x é quando a reta nao é vertical ou quando ha uma parédbola com
@ = (0,a,) = a,(0,1) = a,.

E interessante analisar alguns casos particulares da funcdo quadratica.
Em primeiro lugar sera analisada a condigio @ = (0, ) = a,(0,1) = ayj
com S, # 0

Verificando diretamente as coordemadas do vetor a partir de 2.311 com

a, =0:

z(t) = But + 72 (2.314)

y(t) = ayt2 + Byt + vy (2.315)

Isolando ¢ em 2.314:
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z(t)
Be  Bu

t=

Substiutindo em 2.315:
_ x(t) E)Q (-’B(t) B ﬁ)
y(t)_%(ﬁx 5.,) T\ Th) T

CEUIC s B IRLIC

- (5)7 (-3 () e

A equagdo acima corresponde ao grafico de uma parabola y = f(z). Se

(ﬂ> > 0 a concavidade da parabola ¢ para cima. Se (%) < 0 a concavidade

Qg

da parabola é para baixo.

As fungoes 2.314 e 2.315 sao denominadas "equagbes paramétricas da

parabola".
Outro caso interessante ¢ @ = F (os vetores sao iguais, portanto tém a

mesma dire¢ao). Substituindo o, = 5, € o, = (, em 2.311 chega-se a:

o(t) = apt® + Bot + Ya (2.317)

y(t) = ant® + Bat + (2.318)

Substriando Isolando ¢ em 2.317 de 2.318:



272 Mecanica

2(t) —y(t) =1 —

y(t) =z(t) + v — Ve

y=z+ (1 — V) (2.319)

A equacao acima é um tipo particular de equacao paramétrica da reta.
Neste caso o coefiente angular da reta é 1 e o coeficiente linear, (v, — 7).

Em analogia com a funcao linear, a figura que aparece no plano xy nao
deve ser confundida com a propria funcao. Por exemplo, as funcoes ?(t) =
(0, 1)t2 + (1,0)t e 5 (t) = (0,4)t> + (2,0)t sdao fungdes distintas. Apesar de
?(O) = (0,0) = (0), ?(1) =(1,1) # 5 (1) = (2,4). No entanto a mesma
parabola é descrita por estas duas funcoes distintas. Fica para o leitor a
verificacao disso através da equacao 2.316.

O estudante pode estudar em livros de Calculo Diferencial e Integral e de
Geometria Analitica outras fungoes vetoriais. Outras fungoes vetoriais serao

analisada em capitulos posteriores.

2.14.3 CaAlculo Diferencial Vetorial.

A taxa de variacao de uma funcao vetorial geralmente nao é usada pelos
fisicos. Assim este conceito sera omitido.

O calculo diferencial pode ser extendido para funcoes vetoriais. No capi-
tulo anterior, a derivada de uma funcao foi definida de varias formas. Uma

das formas definidas foi:
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[z + Az) — f(z)
Az

A defini¢ao de derivada vetorial é andloga. No lugar da funcao de uma

f(x) = limaazso (2.320)

variavel se coloca uma fungao vetorial. O argumento sera designado por t.

Tt+A0) =T ()
At

Ha uma diferenca radical com a derivada acima. O numerador desta

7,(15) = limai—o

(2.321)

expressao € uma subtracao entre vetores. Como o vetor foi dividido por um
/
escalar (ver 2.292), oresultado ¢ outro vetor. Para cada ¢ ha um tnico ? (t).
!/
Assim ? (t) também é uma funcdo vetorial.

Outra notagao comum para derivada vetorial é dada em analogia com
_dy _ df
J'(o) = 3 =4

(2.322)
onde ¥ = ?(t)

Uma relacao muito importante das derivadas vetoriais que nao encontra

anélogo nas derivadas de fungoes de uma variavel. Da defini¢ao 2.321 para
a fungao f(t) = (g(t), h(t)):

(gt + AL), h(t + At)) = (g(t), h(t))

/
7 (t> = lima¢—o At

Usando as defini¢oes 2.282 e 2.292:

(g(t + At) — g(t), h(t + At) — h(1))
At

? (t) = limai—o

70t (220700 M+ )00



274 Mecanica

Como o argumento tende a zero, o limite pode ser aplicado em cada

componente em particular:

, G4 A)—g(t) . R+ AD — R
7 (t) = (llmAHo A7 limago Az )

?’ dg(t) dh(?) / ’
Para ilustrar o conceito de derivada vetorial serd dado o exemplo da

funcao vetorial linear 2.305 ?(t) = (aut + Lo, oyt + By).

T'(6) = (aut + B.), (gt + B,))

No capitulo anterior foi deduzido que (ax + ) = « . Aplicando esta

relacao na expressao acima:

T7'(6) = (au,0) = @

Reescrevendo a funcao linear na forma 2.307 7(25) =at+ F a relacao

acima fica bastante interessante:

(ﬁt_i_ﬁ)/:%;_ﬁ):

A expressao acima reforca a analogia com a derivada da funcao linear

o (2.324)

(ax + B) =«
A funcao vetorial quadrética 2.311 ?(t) = (g t?+ But+7u, ayt* + Byt +7,)

também pode ser sua derivada calculada através da propriedade 2.313:

T'(6) = (aut + Bt +72), (f + Byt + 7))

No capitulo anterior foi deduzido que (az?+pr+7v) = 2azx+S. Aplicando

esta relacao acima:
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T (6) = 2aut + Ba, 20t + B,)

ou desenvolvendo a expressao acima:

T'(t) = aut, 2a,t) + (Bas B,)
7'(t) = 260, @) + (Ber By)

T =2at+ 8

Reescrevendo a relagao acima pela relagao 2.313:

(@2 + Bt+7) = d(@t + d?t ) _omis 7 (2.325)

Isso refor¢a a analogia entre a funcao vetorial quadratica e a funcao qua-

dratica ((ax? + Bz +7) = 2ax + ).

2.14.4 Regras de derivagao vetorial.

Nesta subsecao serao mostradas algumas regras de derivagao de fungoes ve-
toriais sem recorrer a provas matemaéticas formais. O calculo da derivada
de uma func¢ao vetorial 7(@ apresenta analogias com a derivada da fungao
f(z). Isso ja foi visto nos exemplos da fungdo linear e quadratica. Essas
analogias serao extendidas para outras funcgoes.

Em primeiro lugar, comeca-se com as fungoes conhecidas. Partindo-se

das relagoes 2.324 repete-se a regra a fungao vetoriais linear:

d(@t+ 7) _

(@t+ B) = o

o (2.326)
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Por exemplo, ((1,2)t + (3,4)) = (1,2).

A regra 2.326 permite calcular a derivada de uma fungao vetorial cons-
tante. A funcao constante ?(:v) = @ pode ser reescrita como 7(t) = 8t+c.
Assim ?(x) ¢ uma funcao linear com & = e F = . Substituindo estes

valores em 2.326:

de
e __0 2.327
- (2.327)
Por exemplo (1,2) = (0,0)

As regras que permite escrever a derivada da fungao vetorial quadratica

2.325 seré repetida abaixo:

(G2 + Bt+7) = d(@'t? Z?t +7) _ 2Tt + § (2.328)

Por exemplo, ((1,2)t? + (5,4)t + (7,0))" = (2,4)t + (5,4).
As regras acima referem-se a fungoes particulares. No capitulo anterior
foi dada uma relagdo particular usada para fungdo de uma variavel f(x)
multiplicada por uma constante ¢ que esté reproduzida abaixo:
d(cf(x)) df (z)

S (efayy =L (2:329)

Para extender esta regra para vetores é necessario incluir dois anélogos.

Ou a constante ¢ é substituida por um vetor constante @ ou a funcio f(z),

por F (z).

WO oy (D)
2 (wey =Ll (2:330)

Por exemplo, ((3,6)t + (1,2)) = ((1,2)(3t + 1)) = (1,2)(3t + 1) =

(1,2)3 = (3,6). O leitor pode conferir o resultado aplicando diretamente
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2.326.
No caso acima ha um produto escalar. A fungao f(t) é o escalar. O caso

particular f(t) = t" ilustra bem esta propriedade.

d(atm)y  _dt
dt _ﬁﬁ

No capitulo anterior foi visto que (%) = 1. Assim:

d(atm)
dt
Por exemplo, ((2,5)t?) = 2t(2,5) = (4,10)t. O leitor pode conferir o

=nt" ' (2.331)

resultado acima usando a regra 2.328.

O outro anélogo da relagao 2.329 é dado por:

@ _ (07(33))/ — C% (2.332)

Por exemplo, ((2,4) + (8,—2)t) = (2((1,2) + (4,—1)t)) = 2((1,2) +
(4,—-1)t) = 2(4,—1) . O estudante pode conferir o resultado acima pela
regra 2.326.

Enfim a regra conhecida como regra da soma:

A7 () | dg() _d(F @)+ 7 ()
dx

- 2.333
dz dz ( )
Neste exemplo sera usada a regra 2.333 com 2.331:
d((1,3)t° + (4,0)t%)  d((1,3)t°) d((4,0)¢

dt dt dt

Tomando os vetores constantes & |, ? e 7, é possivel deduzir a partir
de 2.333 , 2.331 e 2.327 as regras 2.326 e 2.328. Para ilustrar isso sera feita
apenas a deducao de 2.328.
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(@ + Bt+7) = (@) + (Ft) + (7
(@2 + Bt+7) =2at+ B+ 0

(@2 + Bt+7) =2at+ B

Ha intmeras outras fungoes e regras de derivacao vetoriais que nao serao
apresentadas neste capitulo. A medida que estas regras e funcoes se tornarem

necessarias, elas serao apresentadas nos proximos capitulos.

2.14.5 Interpretacao geométrica da derivada vetorial.

Para fungoes vetoriais nao ha um grafico exibindo ?(t) e nem ?/(t) . Mas o
extremo do vetor ?(t) deixa um "caminho" no plano xy. H4 uma importante
relacao entre o vetor ?/(t) e esse caminho.

Partindo da definicao da derivada vetorial, o vetor ?(t—i— At)— ?(t) pode
ser representado com a origem em 7(1%) e 0 extremo em ?(H—At). A medida
que At — 0, o vetor 7(15 + At) — ?(t) se aproxima da reta tangente a curva
descrita por ?(t) no plano zy. No entanto, quando At — 0 o modulo de
?(t + At) — ?(t) tende & 0. Mas como ?(t + At) — ?(t) esta dividido
por At, o modulo da derivada ?/(t) nao vai a zero. Como resultado, o vetor

?/(t) ¢ tangente a curva descrita em zy.

2.15 Vetor posicao como funcao do tempo.

Nesta se¢ao a cinematica no plano serd desenvolvida em analogia com a
cinematica na reta. Os aspectos da cinemética vetorial explorados neste

capitulo sao fundamentais para a compreensao da Mecénica Cléssica.
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2.15.1 Tempo como parametro, posicao como funcao.

No capitulo anterior foi explorado o movimento de um corpo pontual em
uma reta espacial. Neste capitulo seré explorado o movimento de um corpo
pontual em um plano espacial.

Na cinematica da reta, a posi¢cao do corpo pontual é uma funcao do tempo
s = f(t). No plano a posicdo ¢ um vetor 5. No plano espacial, a posicdo &

uma funcgao vetorial do tempo ¢.

=7

A letra t é tanto usada para tempo como para o argumento de uma funcao
vetorial qualquer.

A notacao mais usada é:
T =7

Analogamente ao movimento em uma dimensdo, a funcdo vetorial & (t)
também é chamada de movimento.

Para ilustrar que a posigao vetorial é fungao do tempo, mas o tempo nao
sempre ¢ funcao da posicao serd usado um exemplo analogo ao movimento
retilineo. Assim como na reta, no plano espacial um corpo pode sair do
ponto A para o ponto B e retornar para A. Observando apenas para o
espaco, o corpo deslocou-se ASaz e depois Asg4. O deslocamento total foi
de Asap + ASgi = Asah = @. Observando o tempo, o corpo saiu do
instante t4 para tg em At p. No entanto, mesmo que o corpo volte ao ponto
A, o tempo nao retornou para t4. Assim o instante que o corpo voltou a A
nao pode ser indexado como t4. Representando o instante de retorno a A

como tc > ty, chega-se aos intervalos de tempo At p + Atgc = Atac > 0
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porque Aty p > 0 e Atge > 0. Em suma, 54 esté associado a dois instantes
dois instantes distintos t4 e t¢. Um corpo nao pode ocupar dois lugares ao
mesmo tempo, mas pode ocupar dois tempos em um mesmo lugar.

Os pares (t, ¥ (t)) que representam as trajetorias dos corpos ao longo do
tempo nao podem ser representadas em graficos. Nao ha um plano cartesiano
espago-temporal. No entanto, a relacao entre as coordenadas z e y da fungao
5 (t) fica representada no plano espacial 2. Assim, ha um plano cartesiano
espacial, mas nao um grafico da funcao.

O caminho percorrido por () no plano xy é a propria trajetoria do
corpo pontual no plano espacial. E importante enfatizar que o plano espacial
nao é adimensional. Também é importante ressaltar que o argumento ¢ nao
serd adimensional, mas tem dimensao temporal. Além disso, asssim como
no movimento retilineo, o tempo passa a ser considerado somente apés um
tempo inicial (¢ > 0).

O ponto material com coordenadas (z(t),y(t)) tem suas projegoes nos
eixos = e y. A medida que o corpo se move, suas projegoes x(t) e y(t) se mo-
vem também. Os movimentos z(t) e y(t) sdo ambos movimentos retilineos.
Assim o movimento no plano pode ser entendido através de dois movimentos
retilineos. Esta "analise" do movimento no plano foi discutida no capitulo
anterior. Agora fica claro ao estudante as vantagens de estudar em porme-
nores o movimento na reta. Por mais complicado que seja o movimento no
plano, sua analise o reduz a dois movimentos retilineos.

Abaixo hé& apenas dois exemplos de movimentos. Os nomes dos movi-

mentos farao sentido ao longo do capitulo, mas o estudante ja pode esperar

as analogias com o movimento em uma dimensao:

e Movimento retilineo uniforme (MRU) no plano ¢ uma fungao vetorial
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linear do tempo % (t) = @t + F

e Movimento uniformemente variado (MUV) é uma fungao quadratica do
tempo ?(t) = ﬁt2+?t+7. E interessante notar que este movimento

nao é necessariamente retilineo.

Assim como no movimento retilineo, h4 um significado fisico para as cons-
tantes acima. Estes significados serao explorados ao longo deste capitulo. As

coordenadas das constantes vetoriais deverao ter unidades também.

2.15.2 Analise dimensional da funcao = (t)

A analise dimensional do movimento no plano é analogo aquela da reta.

No MRU 7 (t) = @t + ?, as constantes @ e F nao sao adimensionais.
A constante ﬁ tem a mesma dimensao de espaco. Ja @ deve ter dimensio
de espaco sobre tempo.

No MUV & (t) = ﬁt2+?t+7. A constante 7 tem dimensdo de espaco,
? tem dimenséao de espaco sobre tempo e @ tem dimensdo de espaco sobre
tempo ao quadrado.

Assim como nos movimentos retilineos, é comum que os livros didaticos
omitam as unidades das constantes. Novamente, h& algum sistema de uni-
dades implicito. Se o sistema adotado é o SI, @ tem dimensdo de m/s?, F

fica em m/s e 7 esta em m.

2.15.3 Posicao inicial

O vetor posi¢ao de um corpo comeca a ser medido no instante em que o
crondmetro ¢ ligado t = 0. Através das fungoes 5 (t) é possivel saber qual
a relacdo entre a posicdo inicial ¥ (0) = 5§ e as constantes que definem o

movimento.
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No caso do MRU (2.15.1), % (0) = 5§ = F Isso confirma que F tem
dimensao de espaco e reforca a analogia com o MRU na reta. O MRU pode

ser reescrito como:

T(t)="1at+ 3 (2.334)

Ja para o MUV, %(0) = 5§ = 7. Também havia sido previsto que 7

tem dimensao de espago. O MRV 2.15.1 pode ser reescrito como:

F) =+ B+ (2.335)

No sistema internacional de unidades, 5§ ¢ medido em metros (m).

2.15.4 Velocidade vetorial.

A velocidade média geralmente nao é definida no estudo do movimento em
uma dimensao. Os problemas que envolvem a velocidade média geralmente
estao relacionados ao intervalo de tempo e ao consumo de energia. Ou seja, os
problemas estao associados a trajetoria do corpo e nao apenas a suas posigoes
inicial e final. Por exemplo, se um carro sai do ponto A e chega ao ponto B
em linha reta, ele gasta menos combustivel do que se o trajeto é circular. O
vetor deslocamento constitui uma perda significativa de informacao. Assim
0 que interessa na cinematica do plano é a velocidade vetorial instantanea.
Esta velocidade sera chamada simplesmente de "velocidade".

A velocidade vetorial é definida como a derivada da funcao posicao veto-

rial. Partindo da defini¢ao 2.321:

F(t+ At) — F(t)

T(t) = F'(t) = limaio N

(2.336)
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Usando a notagao 2.322.

Tt =7F'(t) = (2.337)

E usando a notagao 2.323:

/)= (50 20 = (0.0 (2339)

onde v,(t) = dz(tt) e vy(t) = dz’é—g).

A notagao acima é extremamente interessante. Cada uma das projegoes
x(t) e y(t) tém suas proprias velocidades v, () e vy, ().
Através das regras de derivacao, é possivel calcular as velocidades em

varios tipos de movimento. Para o MRU 2.15.1 aplica-se a regra 2.324:

7(t)zwzﬁ

Assim, a constante @ do MRU ¢ a velocidade vetorial constante. Rees-

crevendo o MRU para 7' (t) = @ = 7 acima:
T(t)=Tt+ 35

]

Para o MRUV 2.335, a velocidade instantanea é dada pela regra 2.61:

v(t) = (at® + Bt + s9)' = 2at + B

Para o MRUYV, a velocidade instantanea muda a cada instante. E interes-
sante caracterizar a constante 5. A velocidade instantanea inicial é v(0) = f.
Assim 8 = vy é a velocidade inicial. Anteriormente a dimensao de (3 ja ficara

indicada como espago sobre tempo. O MRUYV fica redefinido como:



284 Mecanica

s(t) = at® 4+ vot + 8¢ (2.339)

e a velocidade do MRUV como:

v(t) = 2at + vy (2.340)

Enfim, para o movimento de arraste 2.76, a velocidade é dada pelas regras

2.67, 77, 2.329 e 2.69:

v(t) = (sy— (sp — so)e™™) = (sp) + (—(sy — s0)e™™))

v(t) = 0= (sp = so)(e™™) = —(s7 — s0)(=B)(e™™)

v(t) = B(sy — so)e " (2.341)

A velocidade inicial é dada por vy = v(0) = (s — s¢) , entdo § = sf”TOSO
E interessante notar que a dimensao de 8 deveria ser de espaco sobre tempo.
A divisao de velocidade (espago sobre tempo) por um espago tem dimensao

de 1 sobre o tempo, o que confirma a previsao. Reescrevendo a posicao 2.76

Vo

e a velocidade 2.341 com a defini¢ao de = s

s(t) = sy — (57 — e (75) (2.342)
v(t) = voe_(sfﬂ_oso)t (2.343)

E interessante ressaltar que no limite em que o tempo vai a infinito, a
7( Yo )t
exponencial e \*/7°°/ tende a 0. Assim, a velocidade no movimento de

arraste tende a zero.
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A defini¢ao v(t) = s'(t) pode ser substituida no teorema fundamental do

calculo 2.71:

to

/s’(t)dt — s(ts) — s(t)

to

/v(t)dt = s(ta) — s(t1) (2.344)

Esta relagao sera analisada em casos posteriores. A principal utilidade
desta expressao ¢ identificar a variagdo de espago s(tz) — s(¢;) a partir de
graficos de v(t).

Os exemplos abaixo ilustram bem os célculos de velocidade instantanea:

e Um MRU com fungao s(t) = 4t + 3 tem velocidade instantanea em

qualquer instante de tempo de v(t) = 4m/s de acordo com a relagao

2.86.

e Um corpo arremessado para cima com velocidade de 40m/s tem as
posicoes dadas pelo MRUV s(t) = —5t% + 40. De acordo com 2.339,
a velocidade instantanea ¢ de v(t) = —10t + 40. Acompanhando o
movimento a cada 1s, as posicoes e as velocidades até o retorno do

corpo ao solo ficam:

s(0) = v(0) = 40m/s
s(1s) =3bm | v(ls) =30m/s
s(2s) =60m | v(2s) =20m/s
s(3s) =7bm | v(3s) =10m/s
s(4s) = 80m v(4s) =0
s(5s) = 75m | v(bs) = —10m/s
s(6s) = 60m | v(6s) = —20m/s

(7s)
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e Uma lancha que navega no mar tem MA dado por s(t) = 20—10e~". De
acordo com a relagao 2.343, a velocidade instantanea é de v(t) = 10e".
As posicoes e velocidades nos primeiros quatro segundos e em um tempo

infinitamente longo sao de:

| s(t) | v(t) |

2.15.5 Aceleragao.

A variagao da velocidade apresenta propriedades fisicas muito importantes.
Estas propriedades serao vistas posteriormente. Por isso, é importante definir
a derivada da velocidade. Esta derivada é chamada de aceleragao. Usando a

notagao 2.322.

dv
at) = v'(1) = %

A dimensao da aceleracao é de velocidade sobre tempo, ou equivalente-
mente, espaco sobre tempo ao quadrado. No SI a unidade de aceleragao é
m/s®. A aceleragao m/s* corresponde a um aumento de velocidade de 1m/s
a cada 1s, ou seja, (m/s)/s = m/s®. Por exemplo, uma aceleragao 10m/s?
corresponde a um aumento de velocidade de 10m/s a cada 1s.

Outra unidade muito usada é o km/hs. Esta unidade corresponde a um
aumento de 1km/h na velocidade a cada 1s, ou seja, (km/h)/s = km/hs.
Para converter esta aceleragao em m/s? o procedimento é analogo ao que foi

feito para conversao de velocidade.
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km 1.000m B 1 m
hs  3600s2

3,6) s

O fator de conversao de km/hs para m/s* é o mesmo de km/h para m/s

Usando as defini¢oes de derivada 2.48, 2.49 e 2.50, a aceleracao pode ser
definida como:

: : v(tm) — v(t)
a(t) ='(t) = llmtm_}ttm——t

v(t + At) —v(t)

a(t) =v'(t) = limaso A

, , Av
a(t) =v'(t) = lzmAHOKt

A aceleragao de um MRU ¢é dada pela regra 7?7 na derivada da velocidade
2.86:

a(t)=2'(t) = (v) =0 (2.345)
Assim o MRU ¢ caracterizado pela aceleragao nula.
No caso do MRUYV, a aceleracao é dada pelas regra 2.58 na velocidade
2.340:

a(t) = M%:UQ) = 2w

onde o coeficiente linear acima é 2o, nao «.
A aceleracao no MRUV é constante. E por isso que ele é chamado de
MRUV. H4 uma variagao uniforme na velocidade. Por ser uma fungao cons-

tante, a(t) pode ser designada simplesmente por a(t) = a. Entao 2a = a,
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logo o = §. A previsao inicial de que a unidade de « era espago sobre tempo

a

ao quadrado fica confirmada. Substituindo @ = £

2.339 e v(t) 2.340 chega-se a:

nas expressoes de s(t)

s(t) = (g) 12 4 vt + 5o (2.346)
v(t) = at + vy (2.347)
a(t) =a (2.348)

Caso a aceleragao seja nula (a = 0) as equagdes do MRUV reduzem-se ao
MRU com vy = v. Assim o MRU pode ser considerado um caso particular
de MRUV.

No caso do movimento de arraste, a aceleracao é dada pelas regras 2.329

e 2.69 na velocidade 2.343:

() ~(72):
alt) = i dx ) B Uod( dx )

a(t)z—( % >e‘(5fv°50)t (2.349)

Sf — S50
Quando a(t) > 0 e v(t) > 0, a velocidade estd aumentando porque a(t)
é a derivada de v(t). Além disso, o modulo da velocidade |v(t)| esta aumen-
tando. Ja para a(t) > 0 e v(t) < 0, a velocidade estd aumentando, mas o

modulo estéd diminuindo porque o corpo esta indo de uma velocidade negativa
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para o repouso. Analogamente, para a(t) < 0 e v(t) > 0, a velocidade esta
diminuindo e o médulo da velocidade também. Enfim, se a(t) < 0ev(t) <0,
a velocidade estéd diminuindo, mas o moédulo da velocidade aumenta. Movi-
mentos onde o modulo da velocidade aumenta ou diminui sao classificados

respectivamente como acelerados ou retardados. Em resumo:

e Movimento acelerado % >0

e Movimento retardado % <0

Analogamente ao que foi feito com a velocidade, a defini¢ao a(t) = v/(t) pode
ser substituida no teorema fundamental do célculo 2.71:

to

/v’(t)dt — o(ty) — v(ty)

t1

to

/ a(t)dt = v(t) — v(t) (2.350)

t1
Esta relagao sera analisada em casos posteriores. A principal utilidade
desta expressao ¢é identificar a variacao de espago v(ts) — v(t;) a partir de
graficos de a(t).

E interessante ilustrar alguns exemplos de aceleragao instantanea:

e O movimento s(t) = 118¢ 4345 é um MRU, entdo de acordo com 2.345

a aceleragao ¢ a(t) =0

e Um corpo lancado em queda livre de uma altura de 20m descreve um
MRUV s(t) = —5t? + 20. De acordo com 2.348 a aceleragao do corpo

¢ constante a(t) = —10m/s>.
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e Usando o mesmo movimento de arraste da se¢ao anterior (s(t) = 20 —
10e~" e v(t) = 10e7), a relagao 2.349, a aceleracao ¢ de a(t) = —10e™*.
Comparando posicao, velocidade e aceleracao nos quatro primeiros se-

gundos e em um tempo infinitamente longo:

| s(t) ‘ v(t) ‘ a(t) |

s(0) = 10m v(0) = 10m/s a(0) = —10m/s*
s(1s) =16,32m | v(1s) = 3,68m/s | a(0) = —3,68m/s*
s(2s) = 18,65m | v(2s) =1,35m/s | a(0) = —1,35m/s*
s(3s) =19,50m | v(3s) = O 50m/s | a(0) = —0,50m /s
s(4s) =19,82m | v(4s) =0,18m/s | a(0) = —0,18m/s*

s(t—00)=20m | v({t—00)=0 a(t — o0) =

2.15.6 Comentarios sobre o movimento retilineo uni-
forme.

O movimento retilineo uniforme (MRU) pode ser reconhecido tanto pelas
equagoes da posicao, velocidade e aceleracao como pelos graficos correspon-

dentes. Reescrevendo 2.81, 2.86 e 2.345:

s(t) = vt + s¢ (2.351)
v(t) =wv (2.352)
at) =0 (2.353)

Se v > 0, o movimento é progressivo. Caso v < 0, o movimento é
retrogrado. Enfim, se v = 0 o corpo esta em repouso. Nao se trata de

um repouso instantaneo, mas permanente.
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O instante que o corpo em MRU cruza a origem s(¢) = 0 é dado pela raiz
da funcao linear 2.33 com o =v e = 5.
S0

to = —— 2.354
0 » (2.354)

onde tp nao é o instante inicial, mas aquele em que o corpo cruza a
origem.
Como os instantes considerados na cinemaética sao sempre positivos, entao

20 deve ser negativo ou nulo. Assim héa apenas quatro possibilidades:

e 5o >0 e v <0: neste caso o corpo tem posi¢ao positiva e 0 movimento
é retrogrado, de modo que o corpo cruzara a origem. Caso sg > 0 e

v > 0 o corpo apenas se afasta da origem rumo a +oo

e 5o < (0ewv > 0: neste caso o corpo tem posi¢ao negativa e o movimento
é progressivo, de modo que o corpo cruzara a origem. Caso sy < 0 e

v < 0 o corpo apenas se afasta da origem rumo a —oo

e so=0ewv <0ouwv > 0: neste caso o corpo partiu da prépria origem,
cruzando-a no intante ¢ = 0. O proéprio resultado 2.354 confirma isso:

to=20

e 5o =0 e v =0: neste caso o corpo esta em repouso na propria origem,
em todos os instantes de tempo (s(t) = 0). A expressao 2.354 nao
pode ser aplicada porque redunda em indeterminacao. Na descricao da
funcao linear ja havia sido previsto que uma funcao constante nula tem

como raiz todo o eixo z.

Identificando o MRU pelos graficos, a fun¢ao s(t) aparece como uma reta.

O ponto em que a reta cruza o eixo s é o coeficiente linear. Logo, o ponto
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em que a reta cruza o eixo s é a posicao inicial sg. O coeficiente linear é a
velocidade v. Se a inclinagao da reta é positiva,0 movimento é progressivo.
Analogamente, se a inclinagao da reta é negativa,o movimento é retrogrado.
Enfim, se a reta é horizontal, h& repouso.

|[desenhar 3figuras: v > 0,0 <0 e v = 0]

As possibilidades do instante em que o corpo cruza a origem podem ser

reinterpretadas geometricamente.

e sp < 0ewv > 0: neste caso a reta comeca na parte positiva do eixo
s, mas com a inclinacao negativa, a reta encontra o eixo ¢ no instante
dado por 2.354. Caso sy < 0 e v < 0, a reta s6 poderé cruzar o eixo t

na parte negativa deste eixo, o que esta sendo excluido

e 59 > 0 e v < 0: neste caso a reta comeca na parte negativa do eixo
s, mas com a inclinacao positiva, a reta encontra o eixo t no instante
dado por 2.354. Caso sy > 0 e v > 0, a reta s6 poderd cruzar o eixo t

na parte negativa deste eixo, o que esta sendo excluido

e sg=0¢e v <0ouwv >0: neste caso a reta cruza o préoprio cruzamento

dos eixos s e t. Assim o instante do cruzamento é o proprio t = 0.

e 5o =0 e v =0: neste caso a reta do movimento coincide com o eixo t.

Em todos os instantes de tempo o corpo esta na posigao sg.

A fungao v(t) = v do MRU é uma funcéo constante. O grafico de v(t) é uma
reta horizontal. Se o movimento é progressivo (v > 0), a reta horizontal fica
acima do eixo t. Ja se o movimento é retrogrado (v < 0), a reta horizontal
fica abaixo do eixo t. Enfim, se o corpo esta em repouso (v = 0), a reta do

movimento coincide com o eixo t.
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[desenhar graficos de v(t)].
A relagao 2.344 é interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt = s(ta) — s(t1)

ty

Caso o movimento seja progressivo, a superficie entre a reta e o eixo t
fica inteiramente acima do eixo t. Assim a integral acima é positiva (s(ty) —
s(t1) > 0) e consequentemente s(ty) > s(t;). Inversamente, se o movimento
é retrogrado, a reta fica abaixo do eixo t, a integral é negativa e s(t2) > s(ty).
Enfim, se v = 0, a reta concide com o eixo t, nao tendo area abaixo e nem
acima. Assim a integral ¢ nula e s(ty) — s(t;) = 0, logo s(t2) = s(t1).

Também ¢ interessante calcular a integral 2.344 a partir de 2.81.

t2

/v(t)dt = vty + so — (s(t1) + so)

t1

to

/v(t)dt = vty + Sg — vt — Sg

t1

t2

/v(t)dt =ov(ty —t1)
1
A formula acima confirma toda a interpretagao do grafico de v(t).
Enfim a(t) = 0 é uma fungao constante. O grafico de a(t) = 0 é uma
reta que coincide com o eixo t. Geralmente este grafico nao costuma ser
representado.

Eis dois exemplos de aplicacao do MRU:
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e Um home com paraquedas aberto cai em linha reta com velocidade
constante a partir de uma altura de 200m com velocidade constante de

aproximadamente 8m/s. Em quanto tempo o homem atinge o solo?

Existem duas formas de resolver este problema. A primeira forma consiste
em colocar a origem no solo e o sentido positivo para cima. Assim sq = 200m
e v = —8m/s porque o corpo cai de cima para baixo. A equagoa horéria pode

ser escrita como:
s(t) = =8t + 200

Como o solo é a origem da reta, o momento que o corpo atinge o solo é

a raiz da funcao 2.354:

200
=0 2 oy
Vo (—8)

Resp.: t = 25s
A outra forma de resolver o problema consiste em colocar o sentido posi-
tivo da reta de cima para baixo e a origem do sistema, o local onde o corpo

se encontra. Assim so =0 e v =8m/s. A equagao horéria fica:
s(t) = 8t

A posigao do solo fica s(t) = 200m. Assim é necessario encontrar o ins-

tante em que s(t) = 200.

2
200:8t$t:%:25

O instante é o mesmo, como era de se esperar.

e Um carro sai do km — 80 de uma estrada com uma velocidade média de

72km/h e anda estrada a frente. Onde estara o carro apés meia hora?
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O carro nao tem velocidade constante. No entanto, com as aceleracoes e de-
saceleracoes ao longo do tempo, o modelo para descrever movimento do carro
pode ser o de uma velocidade constante. Além disso, a estrada nao é neces-
sariamente reta. Mas como o problema nao envolve os tipicos problemas de
movimento curvo (como a aceleragao centripeta), a estrada sera aproximada
por uma reta. Nao é conveniente colocar a origem da reta espacial no carro
no momento de sua partida. O sistema de localizacao da estrada é feito atra-
vés de placas fixadas na estrada. Colocar a origem da reta espacial km — 80
é um desperdicio de informagao espacial. Ao deixar a origem no km — 0, o
carro podera ser localizado através das placas da estrada. Com sy = 80km e

v =T2km/h, a equagao horaria do movimento em unidades de km e h é
s(t) =72t +80 (km;h)
ap6s meia hora o carro estara em
s(0,5) = 72(0,5) + 80 = 36 + 80 = 116

o carro se encontrard em s(0,5h) = 116km, ou na linguagem rodoviaria,
no km — 116.
O problema pode ser reescrito em SI. Convertendo sy = 80km = 80.000m

e v ="T2km/h =20m/s, a equagao horaria fica:
s(t) = 20t + 80.000
apos meia hora (t = 0,5h = 1.800s) o carro estarda em

5(0,5) = 20(1.800) + 80.000 = 36.000 + 80.000 = 116.000

o carro estard em s(1.800s) = 116.000m, o que coincide com a resposta

em km.
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2.15.7 Comentarios sobre movimento retilineo unifor-

memente variado.

O movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) pode ser reconhecido

tanto pelas equacgoes da posicao, velocidade e aceleracao como pelos graficos

correspondentes. Reescrevendo 2.346, 2.347 e 2.348:

s(t) = gtz + vot + So

v(t) = at + vy

a(t) =a

Ha uma relagao importante entre a posicao e a velocidade.

tempo em 2.356:

v(t) — v

t=

Substituindo o tempo acima em 2.355:

s(t) = = (M)Q + g (M) + 50

a

S(t) = v3(t) — 2;)6(;5)1)0 + v N (vov(ti —v3) .

v2(t) — 2u(t)vg + v2 + 2upu(t) — 202
sy = PO 200 o 2ty 2

(2.355)

(2.356)

(2.357)

Isolando o
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Para cada instante de tempo ¢, hd4 uma tnica posi¢ao s(t) para cada
v(t). Assim a posicdo no MRUV ¢é uma funcdo da velocidade: s = s(v).
Reescrevendo a relagao acima:

s(v) = : 2+80= L 2—U—g+80 (2.358)
2a 2a 2a

A relagdo acima é denominada "relacao de Torricceli" embora a forma

acima nao seja muito popular. Isolando v na relagdo acima (omitindo que s

¢ fungao de v):

v® = v + 2a(s — s9) (2.359)

esta ¢ a forma mais comum da relacio de Torricceli. E interessante notar
que para cada s ha duas velocidades +v correspondentes, de modo que a
velocidade nao ¢ funcao da posicao. Em suma, para cada velocidade, hé
uma Unica posi¢ao, mas para uma posi¢ao podem haver duas velocidades. O

significado fisico desta relacao é que no MRUV, o corpo podera passar duas

vezes pelo menos ponto s com velocidades opostas i\/ vE + 2a(s — so).

Os graficos de s(t) serda uma parabola, cuja a concavidade depende de a.
Ja o grafico de v(t) ¢ uma reta cujo coeficiente linear ¢ a velocidade inicial
vo e o coeficiente angular é a. Enfim, o grafico de a(t) é uma reta horizontal

na altura a. O grafico de s(v) é uma parabola cuja concavidade depende de
1

%.

[desenhar os graficos descritos acimal.

Um instante de muito interesse no MRUV ¢é aquele em que o corpo esta
em repouso instantaneo. Conforme a relagao 2.57 a derivada no vértice da

funcao quadratica é nula. Como a derivada da posicao é a velocidade, a

velocidade no vértice é nula. Analisando o vértice da funcao quadrética,
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a =3, 3=uw ey =5y Assim o vértice das expressoes 2.35 e 2.36 ficam

respectivamente:

ty = —— (2.360)

Sy =8(——)=—=—+s0 (2.361)

Como o tempo na cinemaética s6 é considerado para t > 0, o vértice s6
sera atingido se t, > 0 = (%0) < 0. Assim o corpo s6 atingird o vértice
se o movimento comeca retardado ou em repouso. O significado fisico desta
conclusao é interessante. O vértice do MRUV corresponde ao instante onde
o corpo esta em repouso. Se o movimento é retardado o corpo entrard em
repouso. No caso do MRUV este repouso seré apenas no tnico instante t,,.
Se o corpo comega a partir do repouso (vy = 0),0 instante em que o corpo
estd em repouso é o proprio t = 0 (t, = —g = 0). Mas se o corpo comega
acelerado, o modulo da velocidade s6 aumenta e o corpo nao atinge o repouso.

O instante que o corpo em MRUV cruza a origem s(t) = 0 depende do
valor das constantes da fungoes quadratica. Neste caso a = 5, 8 = vg e
v = S9. De acordo com 2.4.3, 2.4.3 e 2.4.3 os instantes em que o corpo cruza

a origem sao:

—voE/ U(2] —2aso

e se v — 2asy > 0, ha duas raizes: t = 5o

e se v§ — 2aso = 0, ha uma unica raiz que coincide com o vértice: t = 22
e se v} — 2asy < 0, ndo ha raizes reais

Como os instantes considerados na cinemética sao sempre positivos, entao

hé& uma série de restricoes em relagao a to. As possibilidades sdo tantas que
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uma andlise similar a que foi feita para o MRU nao podera ser feita. Assim,

para ilustrar o MRUV serao usados alguns exemplos genéricos.

Movimento de saida de um corpo a partir do repouso.

A aceleracao de um atleta na saida da corrida ou de um veiculo automotor
pode ser descrita por um MRUV nos primeiros instantes da arrancada. O
corpo nao poderé acelerar indefinidamente, o que torna a descricao do MRUV
inadequada para longos intervalos de tempo. A posicao inicial do corpo
pontual ¢ identificada com a origem da reta espacial (so = 0). No instante
zero o corpo ainda estd em repouso, logo vy = 0. A aceleragao é positiva
a > 0. Substituindo estas relagdes em 2.355, 2.356, 2.357 e 2.358 em chega-

Se a:

s(t) = th (2.362)
v(t) = at (2.363)
a(t) =a (2.364)

s(v)

Como o movimento é acelerado (“> > 0) o corpo nao entra em repouso.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v — 2aso = 0 — 0 = 0, o

(2.365)

" 2a

COrpo cruza a origem uma tnica vez no instante tp = =% = 0 . Assim o
corpo so cruza a origem no instante extato de sua saida t = 0. O movimento

pode ser visualizado através dos gréficos:
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[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v)]
Por exemplo, um carro hipotético é projetado para ter aceleracao de
2m/s?. O fisico poderé fazer trés tipos de testes diferentes para a acele-

racao:

1. O primeiro teste consiste em acelerar o carro e comparar a distancia
que o carro andou com a velocidade fornecida pelo velocimetro. A
relacao entre velocidade e posicao é 2.365. Se o carro tem aceleracgao
de 2m/s? a relagao serd s(v) = %2. Por exemplo, quando a velocidade
atingir 30m/s, a posi¢ao do carro devera ser s = 225m. A tnica coisa
que o fisico devera ficar atento é que o velocimetro do carro indica a
velocidade em km/h. Assim a velocidade que o fisico devera ver no

velocimetro serd 30m/s = 30 % 3,6km/h = 108km/h.

2. O segundo teste consiste em observar o velocimetro e um cronéme-
tro durante a aceleragao do carro. A relagao 2.363 indica que para
a = 2m/s* vale v(t) = 2t. Novamente o fisico deverd ficar atento
a conversao de unidades entre km/h e m/s. Por exemplo, em 10s,
o carro devera ter velocidade de v(10s) = (2m/s?)(10s) = 20m/s =

20 % 3,6km/h = 72km/h.

3. O terceiro teste é adequado para um observador exter ao carro sem
acesso ao velocimetro. Ele consiste em comparar a distancia que o
carro andou com o tempo registrado em um cronometro. A relacgao
2.362 para a = 2m/s® fica s(t) = t*. Por exemplo, apés 5s o carro

deveré estar na posigao s(bs) = 25m.

A relag@o 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).
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2]
/v(t)dt = s(ta) — s(t1)
t1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente acima do eixo t. Assim
a integral é positiva (s(t2) — s(t;) > 0) e consequentemente s(ta) > s(t1). O
movimento é progressivo. A superficie é um triangulo retangulo caso t; = 0,

caso contrario ela é um paralelograma.

Também é interessante calcular a integral 2.344 a partir de 2.362.
to
/v(t)dt - %tg - gtf

t1

t2

/ o(t)dt =

t1

(£ = 1)

N

A formula acima confirma toda a interpretagao do grafico de v(t). Como
ty > t1, a integral é positiva. Se t; = 0 a integral é igual a area de um
triangulo retangulo com catetos a e to. Ja se t; # 0, a integral é a area de
um paralelograma de bases t; e t5 e altura a.

Tomando agora a integral 2.350:
t
/a(t)dt = v(t2) — v(tq)
i1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente acima do eixo t. Assim
a integral é positiva (v(t2) — v(t1) > 0) e consequentemente v(ty) > v(t1). O
movimento é acelerado. A superficie é um retangulo.

Para calcular a integral 2.350 a partir de 2.363 basta.
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t2

/v(t)dt = aty — aty

t1

to

/v(t)dt (b —t)

t1
Como ty > t1, a integral é positiva. A integral é igual & area de um
retangulo com base (ty — 1) e altura a.
E importante frisar que o MRUV nao podera descrever este tipo de mo-
vimento infinitamente. Quando o tempo cresce infinitamente, as expressoes

2.362 e 2.363 indicam posicao e velocidade infinitas.

Freamento de um corpo.

Outra situagao descrita pelo MRUV é o freamento de algum objeto sobre
o solo através do atrito. Apoés entrar atingir o repouso, o corpo deixa de
cumprir um MRUV, assumindo um repouso permanente. E por isso que
descricao do MRUV é inadequada para descrever o freamento apos a parada
do corpo. A posicao inicial do corpo pontual é identificada com a origem
da reta espacial (sp = 0). No instante zero o corpo comega a frear e tem
velocidade positiva vy > 0. A aceleracao é negativa a < 0 porque para que
vo

o movimento seja retardado 2 < 0. Substituindo estas relagoes em 2.355,

2.356, 2.357 e 2.358 em chega-se a:

s(t) = 2t2 + ot (2.366)

v(t) = at 4+ vy (2.367)
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a(t) =a (2.368)

2 .2
s(v) = 2 2@“0 (2.369)

Como o movimento ¢ retardado (> < 0) o corpo entra em repouso, o que
ja era esperado de antemao. O instante t; e a posi¢ao sy em que o corpo
entra em repouso sao dados pelas relagoes 2.360 e 2.361. Como sy = 0 as

relacgoes ficam:

Vo
tr = —— 2.370
f . ( )
2
Vo
= —— 2.371
Sy 5, ( )

O MRUYV nao podera descrever o freamento para t > t; porque para além
dele o corpo passa a descrever uma fungao constante s(t) = sy. As proprias
relagoes 2.366, 2.367 e 2.368 s tem validade para 0 <t < t;.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 e 2.15.7, v3 — 2asy = v > 0, o

*Uoi\/”—t% _ —voElvo| __
a

a

corpo cruza a origem duas vezes nos instantes tp =

*UOTﬂO Assim o corpo cruza a origem nos instantes ¢ = 0 (comego do
freamento) e em ¢ = —% > 0 (porque a < 0). Este segundo instante sera
excluido porque t = —% > —2w — ¢ ¢ O movimento pode ser visualizado

através dos graficos. E importante ressaltar que a parabola descrita por s(t)
¢ incompleta, comecando na origem do plano e acabando no vértice. Isso se
deve ao fato de que nao se usa o MRUV para t > ¢;. As curvas dos graficos
de v(t) e a(t) também sao interrompidos.

[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v)]
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Por exemplo, dois freios hipotéticos devem frear um carro com um desli-
samento maximo de 5m a uma velocidade de 54km/h. Em outras palavras,
ap6s o motorista pisar no pedal o carro s6 poderé andar por 30m. Um freio
tem de modo que apés pisar no pedal é projetado para ter aceleragao de
—3m/s?. Um segundo freio deixa o carro em repouso em 3s. Algum dos dois

freios atendera a exigéncia? Qual o freio mais eficiente?

1. O primeiro freio tem a informagao da aceleragao. A relagdo expressao
que relaciona o deslizamento do carro e a aceleracao ¢ 2.371. O fisico
s6 deve se precaver em fazer as conversoes de unidade. Usando a =
—3m/s? e vy = bdkm/h = (54/3,6)m/s = 15m/s na relacio 2.371

v o 225

—=2- = 37,5. Assim o veiculo s6 entrard em

chega-se a s = —3L = o)

repouso em s = 37,5m. O freio ndo passou no teste.

2. O segundo freio contém informacgoes do tempo de freagem. O tempo

de freagem é t; = 3s. Substituindo os dados em 2.370: t; = - =
a = —:j—? = —13—5 = —b5. Assim a aceleragao de freamento ¢ a = —5m/s>.
Usando este dado em 2.369: s; = —% = —% = 22,5. O segundo

freio passou no teste porque o carro deslizou sy = 22,5m < 30m para

frear

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt = s(ty) — s(t1)

t
onde ty < ty.
A superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica inteiramente acima do eixo
t. Assim a integral é positiva (s(t2) — s(t1) > 0) e consequentemente s(ts) >

s(t1). O movimento é progressivo. A superficie é um paralelogramo.
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Tomando agora a integral 2.350:

t2

/a(t)dt = v(ty) — v(ty)
t
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(ty) < v(t1). O movimento é retardado. A superficie ¢ um retangulo abaixo
do eixo .

[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|

Queda livre.

O exemplo mais comum de MRUV é o movimento de um corpo apos ser lar-
gado em repouso ou ser arremessado verticalmente. Este tipo de movimento
é chamado de queda livre. As limitacoes do modelo de MRUYV para descrever

a queda livre sao trés.

1. Em primeiro lugar, o atrito com o ar complica bastante a descri¢ao do
movimento, alterando radicalmente s(t). Por exemplo, o atrito com o

ar faz com que uma pessoa de paraquedas caia em MRU.

2. Apos atingir o solo, o corpo para de acelerar verticalmente para baixo

e entra em repouso ou ricochoteia o solo.

3. Em grandes altitudes a aceleracao da gravidade apresenta variagoes
significaticas, excluindo por definicao uma descrigao do movimento com
aceleracao constante. A altitude onde a aprximagao do MRUV ¢é "boa"

¢ da ordem de alguns quilémetros acima do solo.
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Assim a aproximagao de MRUV para queda livre é restrita para situagoes
onde o atrito com o ar é desprezivel, antes que o solo seja atingido e para as
proximidades da crosta terrestre. A reta espacial é vertical com o sentido para
cima como positivo. O ponto em que a reta espacial toca o solo é a origem da
reta espacial sp = 0. A posicao inicial do corpo pontual sq é identificada com
a altura a partir do qual o corpo é arremessado. O corpo pode ser arremessado
do solo ou acima dele, entao sy > 0. O corpo pode ser arremessado para
cima (vg > 0) ou para baixo (v < 0), ou ainda largado a partir do repouso
(vo = 0). A acelerac@o é negativa a < 0 porque o movimento seja retardado

quando o corpo estd subindo ( £ < 0 = v > 0) e acelerado quando esté

caindo ( £ > 0 = v < 0) . Para facilitar a interpretacao da aceleracao
negativa, os fisicos definem a aceleracao de queda livre como a = —g onde
g > 0 é denominada "aceleracao da gravidade". O valor da aceleracao da
gravidade ¢ de aproximadamente g &~ 9,8m/s? Para facilitar célculos, os

livros didaticos geralmente usam o valor g = 10m/s* . Substituindo estes

valores em 2.355, 2.356, 2.357 e 2.358 em chega-se a:

s(t) = —%t2 + vot + 5o (2.372)
v(t) = —gt + vy (2.373)
a(t) = —g (2.374)

s(v) = — <”2 — ”3) + 50 (2.375)
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Se o corpo é arremessado para cima (vg > 0), o movimento ¢é retardado
(%0 < 0) o corpo entra em repouso. O instante t,,; € a posicao Su, em que o
corpo entra em repouso sao dados pelas relagoes 2.360 e 2.361:

Vo

fups = —— (2.376)

a

2

Sapi = —% + So (2377)

A posigao que o corpo entre em repouso s,y ¢ a maior distancia que o
corpo atinge do solo. Assim sg; ¢ a altura méxima que um corpo arremessado
para cima atinge.

Caso o corpo seja largado em repouso (vy = 0) o instante de repouso é o
proéprio instante zero t,, = 0. A altura maxima serd o proprio Sgp; = So.

Se o corpo ¢ arremessado para baixo (vy < 0) o movimento ¢ acelerado.
O corpo nao atingira o repouso. A maior altura possivel é sy mas o corpo
nao estara em repouso nesta posicao.

Observando as condigoes 2.15.7, 2.15.7 ¢ 2.15.7, v2 —2asy = v3 +2gso > 0,

Vo FA /v§+2gso
g

merece ser dividida em duas situagoes especiais: sg = 0 e sy > 0.

0 corpo cruza a origem duas vezes nos instantes tp = . A analise

Caso o corpo seja arremessado a partir do solo (sg = 0) para baixo (vy <
0) ou em repouso (vg = 0) o corpo ndao podera cair livremente. Assim para
um arremesso a partir do solo, necessariamente a velocidade inicial é positiva

U():F\/Ug
Ty ot

seja, to = 0 (momento do arremesso) e t = 2% > (. Assimo corpo sai do solo

(vo > 0). Os instantes em que o corpo tocaré o solo serdo tp =

em t = 0, atinge a altura maxima em ., = %0 e retorna ao solo em ¢t = 2%.
O tempo que corpo leva para subir é igual ao de queda.

O movimento pode ser visualizado através dos graficos:
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|[desenhar os graficos: s(t), v(t), a(t) e s(v) p/ queda a partir de sy = 0].
Para sy > 0, os instantes em que o corpo tocariam o solo seriam tp =

VoF/ v%-{—?gso
— 5

No entanto, o corpo nao tocard o solo no primeiro instante

2
vo—1/v5+2g9s0 . .,
+ < 0. No entanto o corpo atingira o solo no segundo

vo+1+/ v%—&-ngo
g

porque tp =

> 0. Se vg > 0, o corpo sai do solo em t = 0,

v+ /1)3—1—2950

g

instante tp =

atinge a altura maxima em {%,, = %0 e retorna ao solo em ¢t =

O tempo que corpo leva para subir é menor do que aquele de queda. Caso

Vo4 /U(Q)+2930

vy < 0, o corpo nao subiré, mas também atingira o solo em t = .

O intervalo de tempo nao nulo que o corpo toca o solo seré designado por

tq, tempo de queda.

ly =

vo + \/V3 + 2950
[Y

A expressao acima vale tanto para so > 0 como para sq = 0.

O MRUV nao poderé descrever a queda para t > t, porque para além
dele o corpo passa a descrever uma fungao constante s(t) = 0. As proprias
relagoes 2.372, 2.373 e 2.374 s6 tem validade para 0 <t < t,.

Caso um corpo esteja subindo, ele atingird o apice e retornara. Assim
0 corpo passara novamente pelas posi¢oes que ele subiu. De acordo com a
relacao de Torriccelli 2.375, se um corpo passou pela primeira vez no ponto
com velocidade v, ele devera passar pela segunda vez com uma velocidade de
+v. Como o corpo esta descendo, a velocidade sera —v. Esta propriedade da
queda dos corpos tem consequeéncias importantes que serao discutidas em
outros capitulos.

Serao tomados 4 exemplos de queda de corpos. Em todos os exemplos a

aceleracio da gravidade foi aproximada para g = 10m/s>.

1. O primeiro exemplo é o movimento da tabela 2.15.4. O corpo foi ar-
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remessado a partir do solo com vy = 40m/s. O tempo de subida e o
tempo de queda foram iguais (4s). Para uma mesma posigao, a veloci-

dade de subida e de descida tiveram sinais opostos.

2. O segundo exemplo é de um corpo arremessado para cima com velo-
cidade inicial vg = 20m/s a partir da altura s = 60m. O movimento
sera dado pela equagao s(t) = —5t? + 20t + 60. Fica ao estudante o
exercicio de construir uma tabela com intervalos de 1s. Compare esta
tabela com 2.15.4. Verifique a relacao entre as posicoes e as velocidades.

Verifique se ¢é valida a relagao 2.375.

3. O terceiro exemplo ¢ de um corpo largado a partir do repouso de uma
altura so = 80m. O movimento sera dado pela equacio s(t) = —5t? +
80. Fica ao estudante o exercicio de construir uma tabela com intervalos

de 1s. Compare esta tabela com 2.15.4.

4. O quarto exemplo é de um corpo lan¢ado para baixo com v = —10m/s a
partir do repouso de uma altura sy = 75m. O movimento sera dado pela
equagao s(t) = —5t? + 75. Fica ao estudante o exercicio de construir

uma tabela com intervalos de 1s. Compare esta tabela com 2.15.4.

A relagao 2.344 ¢ interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/v(t)dt = s(ta) — s(t1)

t
onde ty < .
Se vy > 0, parte da superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica acima do
eixo t, parte fica abaixo. Assim a integral pode ser positiva ou negativa. O

movimento pode ser progressivo ou retrogrado. A superficie pode ser um



310 Mecanica

trapézio, um tridngulo retangulo ou dois tridngulos retangulos (um abaixo e
outro acima do eixo t).

Para vy > 0 ha uma relacao interessante. Se os intervalos de tempo forem
simétricos em relagao ao tempo do apice t,, = %0, a integral é zero. A
superficie sao dois triangulos retangulos de mesma area, um abaixo e outro

acima do eixo t.

U(t)dt =0= S(tg) — S(tl) = 8(t1> = S(tg)

t—tapi

Assim, no intervalo de tempo [t — 4y, t + 4] 0 corpo subiu e desceu para
o mesmo lugar, fazendo com que s(t1) = s(t2).

Se vg < 0, a superficie entre a reta v(t) e o eixo t fica abaixo do eixo
t. Assim a integral é negativa. O movimento pode é retrogrado porque
s(ta) — s(t1) < 0 = s(ta) < s(t1). A superficie pode ser um trapézio ou um
triangulo retangulo, ambos abaixo do eixo t.

Tomando agora a integral 2.350:

to

/a(t)dt — o(ty) — o(ty)

t1

A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo t porque
a < 0. Assim a integral é negativa (v(t2) — v(t;) < 0) e consequentemente
v(ty) < v(t1). O movimento ¢é retardado. A superficie ¢ um retangulo abaixo

do eixo t.

|[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|
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2.16 Comentarios sobre movimento de arraste.

O movimento de arraste (MA) é muito especifico. Ele descreve o movimento
de objetos que béiam em um liquido e tem uma velocidade vy. O atrito
do liquido com o corpo que béia nao é descrito pelo MRUV, mas pelo MA.
Para simplificar a anéalise do MA, a velocidade inicial, e as posicoes inicial e
final s@o consideredas positivas (vg > 0, sp > 0 e sy > 0). Reescrevendo as

equacoes do MA 2.342, 2.343 e 2.349.

s(t) =sp— (sy — so)e(sfvos‘))t (2.378)

v(t) = vee (vafso)t (2.379)

alt) = — (Sf”_g 80> ~(725) (2.380)

Ha uma relacao importante entre a velocidade e a aceleragao. Dividindo

a aceleracao 2.380 pela velocidade 2.379:

IR
a(t) (va_§80> 6_(va‘oso)t (%)
ZZ; _ (va—o 50) (2.381)

Para cada instante de tempo ¢, ha uma tnica posigao v(t) para cada a(t) e
vice-versa. Assim a velocidade no MA é uma fungao da aceleracao (v = v(a))
e vice-versa (a = a(v)). A rela¢ao pode ser expressa de duas formas:

v(a) = _—(va_o So)a
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ou

AL

As fungoes v(a) e a(v) s@o extremamente simples. Elas s@o retas que
passam pela origem.
Se vy > 0 entao o movimento comegou progressivo. Desta forma a posicao

final é maior do que a inicial (sy > sg, logo sy > 0). Entao:

Vo
f=——>0
(sy — s0)
esta conclusao é coerente com [ > 0 imposto em secoes anteriores. A

consequéncia da desigualdade acima ¢é que na relacao 2.381:

v_ _(sr=s0)
a Vo

Assim o movimento de arraste é sempre retardado.
O instante que o corpo intercepta a origem do sistema s(t) = 0 é dado

pela relacao 2.378:

0=s7— (55— 30)6_<5fv030)t

7( Yo )t
sy =(sf—so)e \I

S S ei(sfv*oso)t
(s — so)

() (525 )e
A exponencial e <Sf SO) < 1lsendooe \/7°°/ =1 apenas para t = 0.

Para que (stfs()) < 1, é necessario que sy < sy — 59 = 59 < 0. Como foi

proposto que sy > 0, a tnica possibilidade do corpo cruzar a origem no MA
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é sop = 0, ou seja, o corpo sai da origem. O tnico instante em que a posigao
é nula é t = 0. Os gréficos a seguir ilustram bem esta situacao.

|[desenhar graficos do MA s(t), v(t), a(t)].

Como a exponencial envolvida nas relagoes 2.378, 2.379 e 2.380 fica no

_ .UO t 5
intervalo 0 < e <5f 750) < 1 (lembrando que a fungao é descrescente), as

trés funcao ficam restritas aos intervalos:

so < s(t) < sy

0 <o(t) <wg

U2
—( 0 )Sa(t)<0
Sf— S0

O corpo sai de s e se aproxima infinitamente de sy. A velocidade comega

com vy e cal infinitamente, aproximando-se infinitamente do zero. A acelera-
gao (negativa) aproxima-se do zero. Na pratica, um velocimetro registraria
a velocidade nula apés a velocidade do corpo ficar abaixo da precisao do
aparelho.

O tnico exemplo de MA apresentado é aquele da tabela 2.15.4.

A relagao 2.344 é interessante para analisar o grafico de v(t).

to

/U(t)dt = s(ts) — s(t1)

t
A superficie entre a reta v(t) e o eixo ¢ fica acima do eixo ¢t. Assim a
integral ¢ positiva. O movimento é progressivo porque s(t2) — s(t;) > 0 =
s(ta) > s(ty).

Tomando agora a integral 2.350:
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to

/a(t)dt = v(ty) — v(tq)

t1
A superficie entre a reta e o eixo t fica inteiramente abaixo do eixo ¢ porque
a(t) < 0. Assim a integral é negativa (v(ty) — v(t1) < 0) e consequentemente
v(te) < v(t1). O movimento é retardado.

|[desenhar graficos de v(t) e a(t) com as integrais|.

Movimento tridimensional

(movimento geral, translacdo + rota¢do) De modo geral, o movimento é
descrito em todo o espaco. O espaco tem trés dimensoes e a posi¢ao é um
vetor, & = (x,y,2) = x1 + yj + zk, com diferentes formas de se escrever a
mesma entidade, seja por uma tripla de niimeros, seja por uma combinacao
de trés vetores mutuamente ortogonais. Neste caso, o que nos interessa é
que cada componente corresponde a um movimento independente, ou seja,
o movimento em trés dimensoes pode ser escrito como a combinacao de trés
movimentos unidimensionais.

E claro que com esta descricdo temos uma situacio nao apenas mais geral
mas também extremamente complexa, ja que podemos, agora, ter conjuntos
mais complexos de movimentos e de for¢as. Em primeiro lugar, a forca
continua a levar ao movimento, como se vé pela lei de Newton. No entanto,
temos situagoes em que, no espaco, temos corpos com extensao, e a forca pode
ser aplicada em pontos diferentes de um corpo, como por exemplo no caso
em que temos uma bola e a chutamos. Se chutarmos a bola pelo seu centro
ela vai fazer uma certo movimento no ar, um trecho de uma parabola. Mas

sabemos que se a chutarmos com o pé se chocando contra o lado da mesma,
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ela vai, além de se movimentar no ar, girar. Poderd ainda se deformar.
Sua deformacao, juntamente com o movimento de rotagao vai turbilhonar o
ar a sua volta. Jogadores de futebol sao eximios nesta arte, e sao capazes
de combinar estas forcas magistralmente, em combinagoes complexas, com
bolas que fazem curvas no ar. O movimento é extremamente complexo e
dificil de descrever em detalhes, mas os esportistas, seja no futebol, seja no
volei, dominam estes movimentos e for¢as de modo intuitivo, mas geralmente

com resultados melhores que os calculos dos fisicos.

Outros movimentos tridimensionais sao complexos e interessantes, como
por exemplo o movimento de um piao. Este podemos estudar em detalhes

dentro da mecanica. Como seria o movimento em mais dimensoes?

Agora que ja conhecemos os tipos de abordagens na descricao do movi-
mento dediquemos mais alguma atencao a outras caracteristicas do movi-

mento que nos serao uteis futuramente.

Temos essencialmente dois tipos de movimentos: (translagoes e rotagoes)
O movimento de um objeto pode sempre ser descrito, de maneira bem geral

através de uma composicao de translagoes e rotagoes.

2.16.1 Dinamica

1. Forca
2. Leis de Newton,
3. Trabalho, energia mecanica,
4. Torque, momento angular, momento de inércia.

Aplicagoes
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2.16.2 Leis de conservacao

1. Conservacao do momento linear,
2. Conservacao da energia,
3. Conservagao do momento angular.
Aplicagoes
Colisoes em uma e duas dimensoes.

Conceitos fundamentais: sistema fisico, isolado e nao isolado, estado ini-

cial, intermediério e final.

A fisica, como conceituacao moderna, inicia-se com a descricao do movi-
mento de um ponto. A escolha do ponto advém de sua simplicidade, ja que
neste caso nao ha necessidade de se discutir e estudar as relagoes entre as
posigoes de um corpo rigido e seus vinculos (as posigoes relativas fixas de seus
constituintes) ou de um liquido. Um ponto é completamente descrito por sua
posicao no espaco, que, em geral, muda com o tempo. Assim, necessitamos

da funcao Z(t).

Outros conceitos correlatos sao uteis. Como Z(t) ¢ uma funcdo do tempo,
sua mudanga tem um significado. Quanto mais rapida a mudancga, mais
rapido o movimento. Portanto sera fisicamente tutil falarmos da velocidade
do ponto, ou seja, o quanto varia a posi¢ao com o passar do tempo. Em um
pequeno intervalo de tempo dt a fungao deve mudar, digamos, dz = 0Z(t) =
Z(t + ot) — Z(t). Mas sera dificil levarmos em conta estas quantidades, que
dependem do tempo pequeno dt, que nao é muito facil de se caracterizar.
Consideremos mudangas de posi¢ao que se déem de forma suave. As fungoes

da fisica, em geral, assim o sao, suas mudanc¢ao sao suaves. Caracterizamos
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tal mudanca de posicao como sendo a velocidade,

o7

i) =~ (2.382)

A defini¢cao acima ainda é um pouco ruim, pois depende do tamanho do
intervalo de tempo dt. O que se faz é tomar esta intervalo o menor possivel.
Em matematica isto é o processo de limite, e definimos

U(t) = lim or . (2.383)
5t—0 Ot

Tal definicao, além de 1til, nos d4 uma nova funcao de relevancia fisica, a
velocidade, ou seja, a rapidez com que um corpo muda de posi¢ao. Na fisica
aristotélica a velocidade natural do corpo seria nula, ou seja, um corpo deve
parar em seu chamado local natural. Sabemos que isto nao é correto, um
erro que decorre do fato de nao se utilizar o método cientifico. Neste caso, a
observagao de carrocas e animais tem uma complexidade muito grande, com
um enorme numero de variaveis que concorrem para a determinacao do mo-
vimento. Em seus didlogos, Galileu utilizou o mais simples dos movimentos,
o movimento planetario. Analisemos as mudangas de conceito contidas nesta
problemética.

Além da velocidade, podemos introduzir, outro conceito de importéancia,

a mudanca da velocidade, que chamamos de aceleragao,

a(t) = ‘;—: , (2.384)

Onde 6 = ©(t + dt) — ¥(t). Nao ha necessidade de mais definigoes analogas.
Esta é uma questao mais profunda, e esta ligada ao fato de que, dada a
posicao inicial de um ponto e sua velocidade, a dinamica se encarrega de
definir completamente seu movimento. Isto esté relacionado com as lei de

Newton, que passaremos a tratar.



318 Mecanica

2.17 Leis de Newton.

As Leis de Newton foram geradas pela necessidade de se compreender o
movimento classico dos corpos. A questao que se coloca é: porque os corpos
se movem? Como eles se movem?

Segundo Aristételes, os corpos tendem a parar, sendo necessaria alguma
causa para que eles permanecam em movimento. No entanto, uma visao
dos céus nos mostra que os astros se movimentam eternamente. Uma pedra
movimenta-se continuamente desde que nao colida. Estas sao questoes que
de fato nos remetem ao grande predecessor de Newton, Galileo Galilei.

Galileo nos trouxe os conceitos limpos utilizados na dinamica.

A forca, segundo Newton, é, em termos modernos, o que gera o movi-
mento, através da variacao da velocidade, e com uma inércia, ou resisténcia

ao movimento, que caracteriza cada corpo. Assim, Newton escreveu:

F((Z,t) = ma(t) (2.385)
o que significa que a forga, do lado esquerdo, move o corpo, caracterizado pela
inércia m, produzindo uma aceleragao a. Notemos que a forcas ainda nao foi
caracterizada, sendo, no momento, simplesmente uma fungao misteriosa do
espaco e do tempo. Nao a sabemos caracterizar de modo tao geral, pois este
¢ um problema primordial das leis da natureza, ou seja, devemos caracterizar
uma for¢a como uma certa lei da natureza. Newton o fez par um movimento
que, de um certo ponto de vista é extremamente complexo, mas de outro é
dos mais simples, e a genialidade de Newton est também em escolher este
movimento para tal caracterizacdo. E o movimento planetario.
De fato, este era um problema nao resolvido desde a antiguidade, e nin-

guém sabia fazé-lo em termos simples. Havia uma descri¢gao fenomenologica
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da questao através das leis de Kepler, mas um principio fundamental nao
existia. A proposi¢ao de Newton foi que esta forga, no caso do movimento
planetario, fosse uma forca fundamental da natureza, portanto uma forca
simples e a postulou como a lei da gravitacao universal, onde a forca entre
dois corpos de massas m; e mso, nas posigcoes respectivas T; e Ty fosse sim-
plesmente proporcional as respectivas massas e inversamente proporcional ao
inverso do quadrado da distancia entre os corpos. Para isto, introduziu uma
constante fundamental, G, que hoje chamamos de constante de Newton da

gravitacao, ou simplesmente constante de Newton.

- mlmgf

F@)=a i (2.386)

onde ¥ = ¥; — 5. Implicito nesta lei, mas como parte das leis que regem a
forca, Newton postulou que a forca obedece a lei de acao e reacao, ou seja,
a forca de uma corpo sobre outro, e sua reacao do segundo corpo sobre o

primeiro, sao iguais e de sentido contrario.

Momento Linear e sua conservagao, aplicagoes.

A equacao de Newton pode ser escrita como

F=— 2.387
o (2.387)

onde p'=mu. No caso da massa ser constante, esta é exatamente a equacao
de Newton. Se a houver perda ou ganho de massa, como em um foguete, ou
levando-se em conta a queima do combutsivel levado por um veiculo qualquer,
podemos levar em conta este fato considerando o sistema como uma massa
m + dm, com velocidade v + v, passando a m e ¢. Considerando que a

forca age, depois deixa de agir por um breve tempo enquanto o sistema
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se transforma, temos que, como s6 agem forcas internas, dmv + mdv = 0.
Portanto vale a lei de Newton em sua forma mais geral.

No entanto, podemos ver a equac¢ao acima como uma lei mais fundamen-
tal. De fato, uma formulagao mais geral das leis da mecéanica nos diz que a
quantidade de movimento esta associada a uma simetria por translacao no
espago, portanto s6 uma forga externa podera mudar o estado de movimento,
caracterizado por p'= muv.

A conservacao de uma grandeza tem implicagoes enormes, pois isto facilita-
nos na medida em que ao invés de termos uma equacao diferencial, como a
lei de Newton, passamos a ter uma igualdade simples, no caso o momento
inicial igual ao final. Isto equivale, em termos mais simples, a solucao da
equacao diferencial. No caso de duas bolas que se chocam, isto fica muito
claro, pois em um choque ¢ dificil saber com exatidao quais sao as forcas que
agem no problema. Tomemos o exemplo de duas bolas de bilhar, o exemplo
mais simples® A forca entre as duas bolas de bilhar ¢ complicada. Afinal, ela
depende da constituigdo das bolas (mais duras, mais elasticas, depende da
pintura, etc). No entanto, se supusermos, de acordo com a lei de Newton,
que o momento se conserva, temos que, se as massas forem m; e my e as

velocidades iniciais ¢ e U5 e finais ¥ e ¥4, teremos a equagao
mlﬁl + m2172 = mlﬁ”l + m217”2 (2388)

que independe da forga entre as bolas, portanto independe da constituigao das
bolas. Metade do problema, de fato uma metade dificilima se considerarmos
que em principio terfamos que saber como as bolas interagem, foi resolvida.

Ainda falta algo, e isto saberemos um pouco mais adiante.

3Este exemplo repete-se na fisica sob outras formas, como por exemplo no espalhamento
(choque) de duas particulas elementares, como dois protons, ou dois elétrons.
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No momento, o que temos a concluir é a

e Lei de conservacao do momento: na auséncia de forgas externas, o mo-
mento total de um conjunto de pontos materiais definido pela expressao

P =D constituintes Mi0i SE conserva, qualquer que seja a interacao entre

os constituintes, que tém massa m; e velocidade ;.

Conservagao da Energia

Historia dos conceitos de energia e momento.

Energia: um bom comego (historia, etc) é energy Wikipédia. A trans-
cricao do livro do Feynman é bem conhecida e quase historica, e deve ser
colocada.

O fato da energia de um sistema se conservar ¢ uma lei fisica que trans-
cende aspectos da mecanica newtoniana. Ha vérios aspectos desta questao
que sempre aportam no mesmo resultado.

Colisao elastica e inelastica: energia cinética e sua conservagao. Experi-
mentos e aplicacoes. Energia potencial e interagoes independentes do tempo.
Conservagao da energia mecénica, aplicacoes. FEnergia interna e conserva-
¢ao da energia total. Principios de conservagao e leis de Newton: trabalho,
poténcia e impulso.

Problemas concretos e aplicagoes elementares: Analise de fenémenos fi-
sicos - aproximagoOes necessarias e/ou convenientes. Sistema massa-mola.
Péndulo simples. Interagoes centrais e conservacao do momento angular.

Torque e momento angular. Experimentos e aplicagoes
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Capitulo 3

Mecanica dos Corpos Rigidos e
dos Fluidos

Sistemas de muitos corpos; centro de massa, principios de conservagao.
Vimos que em um sistema de muitos corpos podemos calcular o momento
total através da soma dos momentos dos constituintes, assim como a energia,
que é a soma das energias dos constituintes. H&, no entanto, e de fato,
felizmente, mais uma lei de conservagao muito importante. Ela esté associada
a simetria de rotagao, ou seja, qualquer direcao tem a mesma qualidade, de
modo que, se olharmos em direc¢oes diferentes, o resultado serda o mesmo. Do

ponto de vista da mecénica, consideremos a expressao
L= E NP . (3.1)
i

Podemos depreender alguns pontos importantes. A derivada no tempo de

L, que chamamos de momento angular, é facilmente calculada e tem dois

termos importantes,

%E-;Mmgam | (3.2)
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O primeiro termo envolve o produto vetorial da velocidade pelo momento.
Como sao proporcionais, este termo se anula identicamente. O outro termo

ap;

o Temos

envolve a forca que age sobre o i-ésimo ponto material, F; =

portanto
d - .,
EL:Z:EZ-/\FZ- . (3.3)

Cada um destes termos tem uma interpretacao fisica simples. O produto
vetorial da posicao pela forca é um vetor, perpendicular a forca e a posicao,
cujo modulo é igual a distancia da linha da forca a origem, pela forga. As-
sim, este termo é tanto maior quanto maior a distancia ao ponto em que a
forca é aplicada. Notemos que este fato nos dé o principio da alavanca de
Arquimedes deduzido a partir da lei de Newton: este termo, a que damos
o nome de torque, nos da a variacao de uma grandeza que mede o giro do
objeto. No caso estético temos exatamente os termos da alavanca de Arqui-
medes: quanto maior a distancia, menor a forga, para termos o mesmo efeito.
Vejamos como relacionar o momento angular L com a rotagao do corpo.

Suponhamos neste momento que estejamos estudando um corpo rigido em
movimento. Casos tipicos seriam o movimento de uma roda, de um carro,
ou, um caso mais complexo, de um piao. Nestes casos nao se pode dizer que
estejamos considerando um ponto material em movimento. Em alguns dos
casos, 0 movimento interno é importante, e o movimento total irrelevante,
como no caso do piao. Outras vezes, sao ambos importantes. Para quem
esta dentro do carro, por exemplo, temos que nao apenas nos preocupar com
a locomocao, mas com a estabilidade, ou seja, nao queremos que o carro
capote. Devemos nos preocupar sobre como descrever tais movimentos, tao
essenciais na vida real.

Tomemos um conjunto de pontos ligados rigidamente, de modo a forma-
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rem um corpo material rigido. Corpos nao rigidos podem ser muito impor-
tantes, como no movimento do préprio corpo de uma pessoa, ou como no
movimento de fluidos. Neste momento nao vamos nos preocupar com estes
casos, e suporemos que o corpo seja relamente rigido.

O conjunto de pontos pode ser descrito como um conjunto de pontos
materiais muito pequenos, ligados entre si por barras bem leves (de massa
zero; podemos considerar os corpos pequenos como as moléculas, e as barras
seriam as forgas elétricas, mas nao precisamos nos preocupar com estes de-
talhes, que fazem parte da descrigdo microscopica do corpo). Os elementos

serao as posigoes T; e as respectivas massas m;. A equacao de Newton seré
(3.4)

Se somarmos todas as forgas que agem sobre o corpo, teremos a forca total,

F= > F(Z;), e sua acio seré
FH—Zm‘@ (3.5)
Ce=tar '

Definamos a massa total, de todas as pequenas massas, como a massa total
do corpo, o que tem um significado fisico simples, ou seja, a massa total ¢ a

soma das massas constituintes, M = ). m; e teremos

— m; dzfz d2XCM
F=M — =M -———- 3.6
- M dt? dt? ' (3.6)
onde definimos
¥ T

chamada de posicao do Centro de Massa. Seu significado fisico é muito claro:

Se considerarmos a forca total, ela age sobre o corpo como se este fosse um
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ponto material submetido a uma forca externa, obedecendo a equacao de
Newton, de tal forma que a posicao do corpo deve estar concentrada exata-
mente sobre o ponto definido acima, o centro de massa. E claro que este néo
é o fim do problema, pois o corpo pode ter outro movimento extremamente
complexo, ele pode girar. No entanto, resolvemos uma grande parte do pro-
blema, que ¢é a translacao do corpo como um todo. No entanto, falta o resto,
e ja vimos que este resto pode ser tao ou mais importante que o movimento
acima. Um exemplo muito claro é do movimento planetario. Tomemos um
Sol com um planetal. O centro de massa destes dois corpos se move livre-
mente, pois nao ha forgas exernas, e as forcas internas na soma total se anula
pela lei de acao e reacao. O que sobra é o movimento planetario. Veremos
sob que condigoes.

Para separar os movimentos, pela experiéncia que ja adquirimos, defini-

mos uma posicao interna relativa ao centro de massa, ou seja,
=2 —-X . (3.8)

As posicoes relativas 7; nao mudam em valor absoluto em um corpo rigido,
mas podem girar. Para exemplificar a questao, faremos um caso simples,
geral o suficiente, de dois pontos, sem o vinculo de rigidez, de modo a de-

monstrar também quao geral é o procedimento.

O Problema de dois Corpos

Suponhamos que temos dois corpos, m; e msy, com uma forca interna entre

m1Z1+moZs

eles fio. Ja vimos que o centro de massa, neste caso Xgy = e

!Este ndo é um corpo rigido, mas isto ndo importa para esta separacdo, que pode
sempre ser feita, entre centro de massa e restante do movimento.
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Temos também,

o = = ma o -
o= T —Xom = —(531 - 1’2)
my + mo
- = > my = -
Ty = To— Xey = ———— (&1 — @)
my1 + mo

Note que 7, — 75 = &1 — Z3. O centro de massa, na auséncia de forcas ex-
terna, movimenta-se livremente, ou seja, em movimento retilineo e uniforme.
Assim, melhor trabalharmos com apenas uma das posi¢oes, ja que nao sao
independentes. De fato, fica como exercicio mostrar que, em vista da defini-

¢ao de centro de massa, mq7; + mors = 0. Escolhamos a variavel diferenca,

¥ =1 —Ty = T1 — . Podemos mostrar também que mq7; —mary = 2%.
A equacao de Newton fica sendo
- d*,
J12 1 (3.9)
- d*7,
iz = —mg 7 (3.10)

Substituimos agora &1 e Zy por 71 e T3, € somamos as equagoes acima, temos

- 1 d2 m1F1 — mQFQ 1Mo dQF d27?
frz=75 ( 5 )_ — = s (3.11)
2 dt my -+ mo dt dt
onde definimos a massa reduzida pu = Pl Assim, o problema se reduz,

de um problema de dois corpos, a um problema de apenas um corpo! Se

um dos corpos for muito maior que o outro, por exemplo, m; > ms, entao

miE+moly

Z1, ou seja, o centro de massa
mi1+ma

o centro de massa serd Xy =
coincide com o corpo mais pesado, que fica parado. Isto é claro, pois ele
tem uma inércia muito maior. Neste caso, ¥ &~ Z». E como o problema do
movimento dos planetas pequenos em relagao ao Sol, que é muito maior: uma

boa aproximagao se consegue pensando-se que o Sol fica parado no centro do

sistema solar.
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Por outro lado, se tomarmos o outro limite, qual seja, m; = my = m, a

massa reduzida fica sendo pu = %m, ou seja, a inércia fica reduzida a metade.

O Corpo Rigido

Tomemos agora o caso do corpo rigido. Devemos sempre conversar com as
equacgoes. Neste caso, devemos dar as equacgoes a informagao sobre a rigidez
do corpo. A translacao do corpo pouco nos interessa, ja que esta informacao
esté codificada no movimento do centro de massa. O outro movimento esté
associado & rotagao do corpo. De fato, o corpo como um todo tem uma
rotacao comum a todos os pontos. Isto implica em uma relacao entre as
velocidades de cada ponto do corpo. Suponhamos que o corpo tenha uma
velocidade de rotagao, ou velocidade angular, que denominamos w, o angulo
por unidade de tempo, ou velocidade angular. Como a rotacao se faz em torno
de um eixo, diremos que a velocidade angular ¢ um vetor, cuja direcao ¢ dada
pelo eixo em torno do qual o objeto gira. O sentido é, de fato, arbitrario, e
seré definido por convencao. A convencao serd definida pela seguinte regra.
Tomemos nossa mao direita, e suponhamos que ao girar, nossos quatro dedos,
excetuando-se o polegar, estejam na direcao do movimento do corpo. Entao
o polegar indicaré a direcao do vetor velocidade angular. Isto define o vetor
@.

Para definir a relacao precisa entre este vetor e a velocidade de cada ponto,
devemos conversar um pouco mais com as equagoes. Se um corpo gira em
torno de um eixo, um ponto ¢ a uma distancia d; do eixo tem uma velocidade
wd;. Queremos escrever esta relacao de forma vetorial. Suponhamos que
a posigdo deste ponto seja 7;,conforme a figura. Devemos multiplicar |7|

pelo seno do angulo para obter d;, o que significa que obtemos o médulo do
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produto vetorial da velocidade angular pela posicao. A dire¢ao do produto
vetorial sera dada pela regra da mao direita, e no caso em questao, pode-se
ver da figura que seré a direcao e o sentido da proépria velocidade. Assim

temos a relacao
dr,
dt

Devemos agora dizer & equacao para levar em conta a equacao de Newton,

—

Vv =

=GAT (3.12)

para isto devemos considerar a derivada da velocidade. No entanto, a de-
rivada da velocidade acima tem termos demais para os levarmos em conta
corretamente. Mas ha uma relagao que ainda nao utilizamos, que é a deri-
vada do vetor posi¢ao, que ¢ a velocidade, e que é dada pela expressao acima,

ou seja,
dr;
dt

Notemos que a derivada da posicao é a velocidade, portanto esta paralela a

U=GAT (3.13)

velocidade. Se considerarmos o produto vetorial 7; Av;, sua derivada tem, em
principio, dois termos. Um deles é aquele obtido derivando-se a velocidade,
que é a forga, e nos dd um termo 7; A ¥; e outro, derivando-se a posi¢ao,
que fornece v; A U; que se anula identicamente. Portanto, consideramos a

quantidade, ja definida anteriormente,

chamada de momento angular do sistema.

Pensemos um pouco no que fazer. Devemos, como sempre, conversar com
as equacgoes, para podermos fazer perguntas a elas. O problema da mecéanica,
é como podemos determinar a evolugao temporal dos objetos fisicos, ou seja,
como podemos fazer previsoes. Portanto, devemos calcular a derivada no

tempo e saber o que sao as derivadas no tempo.
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A derivada temporal da expressao acima é
dL ds;
— = TN = 3.15
dt Z T (3.15)
Do lado direito desta equacao temos a forca, ou seja,
L L
E:;ri/\ﬂ . (3.16)
A quantidade do lado direito é chamada torque,
T,=T; NF; . (3.17)

O torque ja foi intuido por Arquimedes hé mais de dois mil anos. De fato,
o efeito de uma forga é tanto maior quanto maior o braco da alavanca, veja
figura. O efeito do torque é uma mudanga no momento angular. Mas para
sabermos melhor do que falamos, precisamos conversar um pouco mais com
as equagoes, perguntando o que esta variando quando variamos o momento
angular L. Recalculemos o momento angular em termos dos objetos que

definem o corpo rigido. Temos que

L = E mT; A U;
i
i
= N w7 wil)

i
Esta expressao para o momento angular nos diz algo de muito importante,
e precisamos conversar com a equacao para sabermos o que ela significa. A
primeira linha contém a definicaio do momento angular. Subsequentemente,

na segunda linha, substituimos a velocidade pelo produto vetorial da velo-

cidade angular pelo vetor posi¢cao. Nada mais legitimo. No entanto, ali ja



331

fizemos uma pequena trapassa. E claro que foi uma trapassa legitima, nao
h& nada de errado nela, mas ha um pequeno truque. Colocamos uma linha
no vetor posi¢ao com a qual queremos dizer que s6 tomamos a parte de 7;
perpendicular a . Isto é legitimo porque o restante nao contribui para o
produto vetorial com o proprio &. Assim sendo, o primeiro termo pode ser

facilmente calculado, pois 7} - 7 = 77

7 )

e o primeiro termo, denotado por L,

nos fornece
Ly={>_ mal}s . (3.18)

O segundo termo é um pouco diferente, mas nem tanto. Ele contém um
termo com o produto escalar de & por 7;, portanto projeta sobre a outra
componente de 75, ou seja, a parte ortogonal ao 7. Se tomarmos a diregao

de w como sendo, por exemplo, a dire¢ao z, temos somas do tipo

E m;z;T; X W
A

Para um corpo rigido, as somas acima serao integrais, no primeiro caso,
L, — /,0(:?)(3:2 +y?)drdydzs (3.19)

enquanto a outra sera
/p(f)zxda:dydzwz : (3.20)

No primeiro caso, temos sempre uma integral a calcular, ja que, para uma
distribuicao de massa qualquer ela é uma integral cujo integrando é positivo
definido e jamais se anulara. O outro caso é bem diverso. Na verdade, se a
distribuicao for simétrica em torno do eixo z, esta integral se anula.

De um modo geral, as componentes do momento angular sao combinagoes

lineares das componentes da velocidade angular w, o que podemos escrever
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COImo 5
Lo=)Y Iuw (3.21)
b=1

onde a,b sao as componentes coordenadas x, y, z e I, ¢ o chamado ten-
sor de inércia. Para o caso simétrico, o momento angular é simplesmente

proporcional a velocidade angular, L=1a&.

Energia em um Corpo Rigido

Nao é dificil calcular a energia. Tomemos a energia cinética de cada ponto,
1 9 1 . 3
i
Podemos reescrever a expressao acima escolhendo w na diregao z, em cujo
caso so interessa 7 nas direcoes = e y. Neste caso, a energia fica sendo

1
E, = 5[& : (3.23)

Assim, vemos que as expressoes sao bastante similares ao movimento linear,
onde w fazo papel da velocidade e I faz o papel da massa. No entanto, ha
dificuldades. Ja vimos que a relagao entre o momento angular e a velocidade
nem sempre é tao simples, e eles nao sao necessariamente paralelos. Se
olharmos para a equacao do momento angular, vemos o seguinte. Tomemos
um torque em um sistema girando. Por exemplo, tomemos uma roda de
bicicleta, separada da bicicleta, girando, como na figura. Agora apoiemos o

sistema sobre um ponto no eixo da bicicleta. O torque sera
F=FAP | (3.24)

onde P é o peso da roda. O momento angular esta na direcao de 7. Supo-

nhamos que a roda esteja girando com velocidade angular w. Como o torque
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é perpendicular a w, que esta na direcao de 7, seu moédulo nao vai se alterar.
Assim, temos que perguntar a equacao de movimento o que ela diz a respeito
da variacao de w. O vetor 7 tem tamanho constante, igual & distancia do
centro da roda ao ponto de apoio. Tomemos 77 = r7 onde 7 é um versor (vetor
de modulo unitério

Sistemas de massa variavel. Nocoes de estatica e dindmica do corpo
rigido, momento de inércia; equacoes de movimento, energia de rotagao, pre-

Cessao.

3.1 Mecanica dos Fluidos

Um dos problemas mais interessantes na fisica é aquele que se refere a um
fluido. E ao mesmo tempo um problema quotidiano, que vemos todos os dias
na forma de rios, chuvas, aguas em geral, ar, no voo de avides e animais,
até questoes relacionadas com o universo como um todo. No entanto, sua
complexidade estrutural é enorme, e os conceitos sao por vezes tao complexos
que a propria formulagao do problema, como um problema fisico bem definido
é dificil.

Comecemos pela propria definicao de fluido. Isto nao é, para inicio, tao
claro. A agua e o ar sao os fluidos mais comuns na terra. Suas propriedades,
no entanto sao muito diferentes. A agua, a energias ndao muito altas, é um
liquido, digamos em linguagem simples, pacifico, calmo. Nadar em uma
piscina, ou em um lago nao constitui grande dificuldade. Para que o fagamos
basta compreender duas coisas: o corpo é mais leve, portanto nao afunda, e
nao podemos nos enervar, para nao ficar com a cabeca, ou, mais propriamente
com o nariz, debaixo da linha da &dgua. Voar, por outro lado, é possivel, mas

a técnica para isto precisou de milénios de sabedoria, ou de alguns séculos
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de ciéncia precisa. Com uma certa energia, que nem necessita ser muito
grande, o ar se torna turbulento, e os fendmenos atmosféricos passam a ser
completamente imprevisiveis. De modo geral, liquidos e gases sao fluidos. Os
gases se expandem e ocupam todo espago disponivel, enquanto os liquidos

tendem a ocupar volume fixo.

Para que se descreva um fluido, devemos saber que variaveis fisicas de-
verao ser descritas, ou seja, como caracterizar um fluido. O fluido pode ser
caracterizado pelas variaveis que descrevem cada pequeno elemento do fluido.
Como sabemos o movimento de um pedago pequeno utilizando-se as leis de
Newton, podemos achar equacoes que descrevem o fluido. Passemos entao a

caracterizar o fluido.

Uma variavel qu descreve obrigatoriamente um fluido é sua densidade.
Um fluido mais denso, ou um fluido menos denso tém propriedades diferentes
em vista da diferenca de suas inércias, portanto as leis de Newton podem
significar acoes diferentes para cada um deles. Além disto, um fluido pode
ser comprimido diferentemente em diferentes regices do espaco e do tempo,
portanto sua densidade pode ser uma funcao tanto do tempo quanto do
espago. Escrevemos entdo a densidade como a funcao p(Z,t). Em um gas a
densidade é importante que a densidade seja uma func¢ao da posicao para que
tenhamos uma descricao fisica correta. Afinal, até mesmo na descricao da
atmosfera sabemos que a densidade é funcao da altura, e que, em particular, o
ar torna-se mais rarefeito com a altura. Isto porque para um gas a densidade é
funcao da pressao, como vemos na lei dos gases. Por outro lado, um liquido,
que também é um fluido, tem uma densidade quase constante, pois sendo

pouco compressivel sua densidade pouco muda com a pressao.
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Pressao

Temos falado da pressao. A pressao pode ser definida em termos da forga, ela
corresponde a uma forca por unidade de érea (ver figura). E claro, portanto,
que a pressao aumenta com a profundidade de um liquido sob a forca gravi-
tacional. A pressao é, de modo geral, também uma descri¢cao do estado de
um fluido, sendo fungao da posigao e do tempo, ou seja, p(Z,t). Finalmente,
cada elemento do fluido move-se, sendo descrito por uma velocidade, que é
diferente em cada ponto do fluido, e pode inclusive ser fungao do tempo. Ou
seja, temos a fungao v(Z,t).

Manometros.

Se colocarmos um fluido em um campo de forcas, para que tenhamos
equilibrio do fluido, a forca exercida pela pressao nas paredes de uma super-
ficie virtual? inserida no fluido deve contrabalancar a forca. A forca exercida
pela pressao, na dire¢ao x, digamos, é igual a

p(x 4 0x,y,2) — p(z,y, 2)AA = %AA&U (3.25)
x

que deve contrabalangar a forca na direcao x. Portanto a densidade de forca
(forga por unidade de volume do fluido) deve ser f, = g—i. No caso de um
liquido em um campo gravitacional nas imediagoes da Terra, temos que,
sendo a pressao apenas uma funcao da altura z, % = —pg, onde p é a
densidade do fluido e g a aceleragao da gravidade no local. Portanto, a uma
altura qualquer h a pressao serd p = py— pgh. Se medirmos a pressao a partir
da superficie do fluido para baixo, em termos da profundidade x teremos, da

mesma forma, p = py + pgz.

2Tal parede virtual pode ser pensada como uma "latinha"arbitraria no interior do
fluido.
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Exercicio: considere um balde de agua em rotacao com velocidade angular
w. O balde estd em um campo gravitacional e temos sobre o fluido (adgua)
uma forca centrifuga por unidade de volume ﬁcemr = pw*7, onde 7 é o vetor
dirigido radialmente para fora. Mostre que o equilibrio de forcas leva a
equacao

1

p= poﬁpw2r2 —pgz (3.26)

onde py é a pressao na parte mais funda da superficie do liquido dentro do
balde. Como consequéncia, note que sobre a superficie (onde a pressao é

sempre pg) temos a equagao
z=—r" (3.27)

de modo que, ao girar o balde, obtemos um paraboléide descrevendo a su-
perficie da dgua dentro do balde.

Das idéias simplissimas acima seguem principios gerais que permitem a
solugao de varios problemas fisicos. O primeiro deles é o principio dos vasos
comunicantes. No caso de termos tubos interligados, nao importa como, a
equagao (3.26) nos diz que a pressao ¢ uma fun¢ao apenas e tao somente da
altura. Assim, em um tubo de dgua parada, cada ponto tera a mesma pressao
de acordo com a altura. Uma utilidade, muito usada no tempo em que os
motoristas eram ainda frequentemente surpreendidos por falta de gasolina
em seus veiculos (hoje os veiculos tém bons medidores, mas houve tempo em
que isto era um problemal) usava-se um tubo pléstico longo, enfiava-se uma
ponta no tanque de outro veiculo (supostamtente com combustivel) sugava-
se até que a gasolina viesse & ponta externa, abaixava-se a ponta externa de
modo que ela ficasse en nivel abaixo do nivel interno. Assim ali a pressao

do liquido era menor que a interna ao tanque (que sob a atmosfera estava a
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pressao atmosférica, pelo menos) e o liquido passava a jorrar para fora, sendo
recolhido em um recipiente, pronto para coloca-lo no carro sem combustivel.

Outra utilidade é o macaco hidraulico. Consideremos a figura X. A pres-
sao é fungao da altura, o que significa que, um pequeno peso do lado esquerdo,
onde o tubo é fino, produz uma grande pressao, que se propaga por todo tudo.
Do lado direito, no entanto, como a area é maior, a pressao sendo a mesma,
temos uma forga proporcionalmente maior. Teriamos entao uma forma de ga-
nhar energia? Na, pois um peso do lado esquerdo movera uma quentidade de
agua proporcional & area, portanto o trabalho fh=PaH=F’h=PAh, ou seja,
a altura sera proporcional ao volume de agua deslocado, que obviamente ¢é o

mesmo, e nao ha problema com a conservagao de energia.

Caracterizagao do movimento

Ha outras caracterizagoes de um fluido que podem ser importantes. Um
exemplo 6bvio é a temperatura. A temperatura também pode variar de
ponto a ponto, como por exemplo na agua em uma panela sobre o fogo, onde
a fonte de calor é colocada sob a panela, difundindo-se para o restante do
liquido. Deve-se também levar em conta, também, que, por vezes, as fungoes
termodindmicas dependem umas das outras. A densidade é um exemplo
claro, como por exemplo em um gas ideal, onde o produto da densidade pela
temperatura é proporcional a pressao. Deste modo, leis termodinamicas tém
um papel importante na descricao de um fluido.

Para se mover um pedago de um fluido, devemos trabalhar contra a pres-
sao. Se a pressao for uniforme, nao se trabalha, desde que nao haja atrito.
Perdas por atrito no fluido serao vistas mais adiante. Quando a pressao

nao for uniforme, em um pedago infinitesimal do fluido, a for¢a da pressao
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em uma face, digamos a direita de um elemento de fluido em relacao a da
esquerda (que tem, claramente, sinal oposto) fornece a for¢a. O termo da
variacao do momento linear, do lado esquerdo, corresponde a derivada de pv/
na lei de Newton, tem mais termos, devido ao fato que ¥(%,t) depende de &
que depende do tempo, portanto o lado esquerdo da equacao de Newton fica

sendo

dddtpi(i,t) + pi - VE(T, 1) = —Vp(Z, 1) . (3.28)

Esta é a chamada equacgao de Euler. Ela é bastante incompleta, pois despreza
quaisquer efeitos relacionados com perdas por atrito. No caso de um fluido
em um campo gravitacional, devemos ainda adicionar a forca da gravidade,

o que nos leva a

Oddtpi(z,t) + pi - VH(Z, ) = —Vp(&,t) + p§ . (3.29)

Note-se que a velocidade é definida, acima, como definida em um certo
ponto. Ou seja, fixamo-nos em um ponto, e observamos, naquele ponto, a
velocidade. Isto é um procedimento diferente de se seguir a velocidade de
um ponto material no fluido, o que poderia ser feito. No entanto, seguiremos
este procedimento, devido a Euler. Na formulacao de Euler, a velocidade
serd um campo vetorial, dependendo da posi¢ao T e do tempo t.

O escoamento sera dito estacionario se a velocidade depender apenas da
posicao, e nao explicitamente do tempo. Um rio de aguas calmas ¢ um
exemplo de escoamento estacionario. Neste caso, as particulas do fluido
seguem as linhas de corrente, formadas pelo campo de velocidades.

Tomemos um fluido incompressivel em um campo gravitacional, tudo

estatico. A velocidade se anula, e os termos de pressao e de forga gravitacional
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devem se anular mutuamente. Assim, temos o resultado 6bvio

p=po—pgh , (3.30)

onde pg é a pressao em um ponto de referéncia para a altura zero, h a altura
em relacao a aquele ponto, g a aceleragao da gravidade e p a densidade
do fluido. Esta solucao é valida para um fluido incompressivel, em que a
densidade independe da pressao, e portanto da altura. No entanto, para
uma situacao real a questao pode ser diferente. Suponhamos que estejando
analisando a atmosfera. O gradiente de pressao so existe na diregao vertical,
que tomamos como a dire¢ao z. Temos entao, do lado direito da equagao de

Euler,

dp(2)
= —p(z . 3.31
7 p(2)g (3.31)
Notemos agora, que a densidade e a pressao estao interligados pela lei dos
gases ideais, ou seja, pV' = nRT, ou, em termos da densidade p = 7+ = Z&p,

onde n é o nimero de moles nonvolume V e m; a massa de 1 mol de ar.

Substituindo em (3.31) temos

dp(z) Y

= ——= 3.32
dz rT? (3:32)
No caso da temperatura nao depender da altura (de fato incorreto para a
atmosfera, mas podemos considerar a temperatura aproximadamente inde-

pendente da altura) podemos integrar (3.32) temos a solugao

p(z) = poe” T . (3.33)
Esta é uma solucao simples para um problema pratico. Para um liquido a so-
lugao vai pelas mesmas linhas, mas é muito diferente, com uma interpretacao

completamente diferente. Isto se deve ao fato do liquido, como por exemplo
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a agua, ser incompressivel, ou seja, seu volume ndo muda (ou, mais especi-
ficamente, muda muito pouco) com a pressdo. Neste caso p é constante, e a

equagao de Euler (3.31) tem solugao

p=po— pgz = po+ pgé (3.34)

onde denotamos por £ a profundidade medida a partir da superficie do li-
quido. Neste caso, py serd a pressao na superficie do liquido, que podemos

tomar como a pressao atmosférica nos casos de interesse pratico.

Um fluido pode ter propriedades fisicas muito interessantes e descrevé-las
supoe nao apenas um conhecimento da dindmica mas também da fisica en-
volvida. Esta se configura, por um lado, em correcoes a equacao de Euler,
tais como a inclusao do atrito, que no caso dos fluidos se mostra como visco-
sidade. Por outro lado, temos as condigoes de contorno, que dizem respeito

diretamente a fisica. Comecemos pela segunda.

Se olharmos para a hélice de um ventilador, vemos que particulas de po-
eira aderem a elas e ficam ali, presas. Como isto se da, se a hélice se moviment
rapidamente? Bem, a fisica dos fluidos é tal que o fluido nao se movimenta
em relagao as paredes fixas. Ou seja, as particulas do fluido seguem o movi-
mento das paredes. Por tais tipos de argumentos fisicos, geralmente supomos
que ha uma condi¢ao de contorno para os fluidos, qual seja, que o fluido estéa

parado junto as paredes.

Se esta condicao é geral o suficiente, ou quando ela é ou nao valida, é um
ponto muito discutivel, mas o fato é que tal condi¢ao funciona muito bem

para a maioria dos fluidos que podemos considerar em problemas simples.
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Propriedades do campo de velocidades

O campo de velocidades, mesmo que nao se considere a equagao de forca
(equacao de Euler) nao é completamente arbitrario. De fato, a velocidade
indica um movimento do fluido, e quando o fluido se move, passando de um
local a outro, ele move massa de um ponto a outro. Mas a massa deve se
conservar, de modo que ha vinculos sobre o movimento do fluido.

Quando uma pequena quantidade de massa se desloca, uma quantidade de
massa 0m = p(Z,t)0V, onde 0V é um pequeno volume, 0V = §Adx, sendo 6 A
a area perpendicular ao movimento e dx o espago percorrido pelas particulas
do fluido, e portanto igual a Az = vdt. Assim, a massa por unidade de tempo
que passa pela area 6A serd % = p(Z,t)v((Z,t)dA. Se tomarmos um volume
qualquer do fluido e somarmos tudo o que sai ou entra de fluido teremos a
soma Y p(Z,t)dA. O produto p(Z,t)v((Z,t) corresponde & corrente de fluido,

3

e sua projecao sobre a area® nos da a massa que sai por unidade de tempo.

Portanto, tal soma corresponde a variacao de massa do fluido, ‘Z—T. Esta é a
equagao da continuidade. Um teorema matematico (teorema de Green) nos

permite reescrever esta igualdade sob a forma diferencial

dp

(1) =~V - 0(@ 1) = - (8% Lo 8“2) (3.35)

Jdr Oy 0z

que é chamada de equacao da continuidade. O lado direito da equagao (a
menos do sinal) é uma opera¢ao matematica bem definida, o divergente, no
caso, o divergente da velocidade. Esta operacao é de extenso uso em campos
vetoriais, e serd muito utilizada no eletromagnetismo.

Equilibrio dos corpos em fluidos. Variagao da pressao atmosférica com a

altura. Tensao superficial. Capilaridade. Regimes de escoamento. Conserva-

3De fato sobre a normal & &area.
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¢ao da massa e equacao de continuidade. For¢as em um fluido ideal em mo-
vimento. Equacao de Bernoulli e aplicagoes. Circulagao e aplicagoes. Ondas
em liquidos. Ondas superficiais. Principio de Fresnel-Huyghens. Dispersao
e velocidade de grupo. Nocgoes elementares sobre viscosidade, turbuléncia e

vortices.



Capitulo 4

Termodinamica

Conceito de estado e as variaveis macroscopicas.

Matéria €, em principio, algo muito complexo. Caracteriza-la através de
seus constituintes atomicos é algo quase impossivel, sendo necessério, para
tal, descrever cerca de 1023 pequenos sistemas, as moléculas, com suas po-
sicoes, momentos lineares e momentos angulares. Seguir estes movimentos
posteriores é impossivel. Por outro lado, a descricao macroscopica pode ser
extremamente simples, como por exemplo, um centimetro ctibico de agua.
Um conjunto complexo de moléculas em movimento corresponde a uma quan-
tidade de substancia parada. Assim, a descricdo macroscopica é muito sim-
ples. Além disto, a dependéncia temporal desaparece devido ao fato dos
movimentos moleculares serem extremamente rapidos em comparacao com
os movimentos macroscopicos, cancelando, uns movimentos com outros, na
média temporal a longo prazo.

A meédia a que nos referimos acima significa que os objetos constituintes,
as moléculas, sao muito pequenas e muito rapidas, portanto, em verdade, os
movimentos moleculares ndao podem ser vistos e s6 importam em média (a

menos de eventos mais raros, como o movimento browniano).
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A descrig¢ao por variaveis macroscopicas deve caracterizar completamente
o problema e deve corresponder as muitas coordenadas moleculares que nao

podemos descrever em todo detalhe.

Em particular, a energia do sistema nao pode ser descrita em termos
dos movimentos individuais, mas se soma na descri¢do do todo. A energia
deve-se adicionar o trabalho, através da forga macroscopica exercida pelo
sistema. Deste modo, é natural considerar a pressao do objeto em estudo.
Outras propriedades, tais como as respostas médias aos campos elétrico e
magnético também devem ser consideradas através das interagoes com os
momentos de dipolo elétrico e magnético médios. Além disto, a descrigao
do sistema depende de seu tamanho, descrito por seu volume assim como
pelo namero de componentes. E usual descrevermos o nimero de molecular
através do niimero de moles da substancia presente, o que é uma medida de
sua quantidade (um mol, muito usado pelos quimicos, equivale ao numero de

massa exXpresso em gramas).

Um estado corresponde ao conjunto completo de varidveis macroscopicas

que descrevem completamente um dado sistema.

A termodinamica estuda sistemas em enorme generalidade, tendo sua
base sobre poucos principios gerais. Estes sao principios que regem como
os sistemas caminham para alguma situacao estavel, da qual, de alguma
maneira, os sistemas dificilmente saem. Estes sao chamados estados de equi-
librio. Como estas defini¢oes sao muito gerais, parece que estamos fazendo
algo separado da fisica, mas veremos que, de fato, as questoes tratadas pela
termodindmica sao extremamente gerais, e de validade muito abrangente,
cujos principios se baseiam na conservacao de energia e na busca de estados

maximamente provaveis.
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A descricao do contetdo de um sistema necessita do conceito de seu con-
teudo energético. Hoje isto parece trivial, mas historicamente houve um

enorme esforgo observacional para que esta conceituagao se colocasse.

O calor é conhecido de nossa experiéncia diaria, mas é dificil sua concei-
tuagao primeira em vista da inexisténcia de uma medida direta dele a menos
de uma sensacgao de quente, que é dificil de se quantificar, o que é necessério

para uma descricao em termos fundamentais de modo matematicamente bem

definido.

Os antigos caracterizavam o mundo como sendo formado por quatro ele-
mentos, agua, terra, ar e fogo, portanto ja incluiam o calor (fogo) como algo
fundamental na descricdo da natureza. E claro que tal caracterizacio, base da
alquimia, nao ¢é cientificamente correta. Nos séculos XVI e XVII os primeiros
conceitos quantitativos foram introduzidos, como a medida da temperatura
de um corpo através de uma substancia cujo volume se modifica ao ser aque-
cida, ou através das leis dos gases que foram estudados pelo irlandés Robert
Boyle, um dos primeiros quimicos modernos. Na época falava-se do calor
como um fluido que ia dos corpos mais quentes aos mais frios. Havia quem
falasse do calor como um movimento de agitacao. Foi Benjamin Thompson,
o Conde de Rumford, quem, no final do século XVIII observou que ao se
cunhar o buraco de um canhao o atrito gerava calor. Foi calculado, bem

depois (e, o equivalente energético do calor.

A idéia de que o calor fosse uma forma de energia ja ocorria, mas a
verificagao experimental da equivaléncia foi feita por James Joule (1818-1889)

em 1845.

(energeia) ja com Aristoteles. Leibniz introduziu a vis viva, equivalente a
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moderna energia cinética. No entanto, a conceituagao moderna de energia
como algo derivado da simetria temporal s6 foi entendida no século XX, com
o Teorema de Noether. Observacionalmente, sabe-se de algo que se conserva,
como no caso do calor, através da perda por atrito. Na verdade, a perda
do trabalho por atrito nada mais é que uma transformacao de uma forma
de energia em outra. A descoberta de diferentes formas de energia, como
por exemplo da energia eletromagnética, levou a idéia de algo universal,
universalmente conservado, posteriormente ligado a simetria por translacao

temporal.

A termodinamica, sendo uma teoria geral sofisticada referente ao com-
portamento genérico de um numero praticamente infinito de componentes,
tem sua versao da conservagao da energia na forma de uma lei, a primeira

lei da termodinamica.
Sistemas isolados e paredes.

Para que tenhamos uma formulacao mais completa e consistente da pri-
meira lei, melhor definirmos de modo mais exato as grandezas e conceitos
envolvidos em sua definicao. Em primeiro lugar, precisamos isolar um sis-
tema, de modo que sua energia esteja controlada. Um sistema isolado ter-
modinamicamente é aquele em que nao pode haver trocas energéticas com
o exterior, ou, equivalentemente, com outros sistemas. Um contra exemplo
de um sistema isolado é uma determinada massa quente em um banho de
agua fria. Certamente haveré troca de calor e a massa tendera a se resfriar.
Um sistema isolado tem que ter paredes por onde o calor nao possa passar.
Um gas em um recipiente de vidro é um sistema aproximadamente isolado.
E claro que uma parede s6 é perfeita em um limite idealizado. Um litro de

uma substancia quente em um refrigerador certamente vai se resfriar, apesar
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do vidro poder ser considerado um isolante. Por outro lado, uma panela
grossa de aluminio, apesar da boa conducao de calor do aluminio, pode ser

considerada como isolante para tempos curtos.

Isolar um sistema, assim como compreender como se chega ao equilibrio
entre dois sistemas é parte essencial da termodinamica, posto que esta é a
descricao de como se processam a caracterizagao e a interagao em termodi-
namica. Caracterizado um sistema através de um conjunto de variéveis, o
sistema isolado fica caracterizado e mantém suas constantes, possibilitando
a eliminacao do tempo como parte integrante do problema. O tempo é um
enorme complicador, e sistemas dependentes do tempo, aqui chamados de
sistemas fora do equilibrio sao extremamente complexos, e ficaremos com os
sistemas em equilibrio, nao s6 muito importantes, mas aqueles em que po-
demos obter resultados bastante genéricos. Quando em equilibrio, portanto,
um sistema se mantém indefinidamente. As paredes sao a maneira formal de

se isolar o sistema.

Na realidade, ha bons e maus isolantes, ou maus e bons condutores de
calor. Hoje, hé técnicas de se fabricar materiais que sao excelentes isolantes,
como € o caso de caixas de isopor, que podem guardar gelo por varias horas em
dias quentes. Uma garrafa térmica, com paredes de vidro duplo espelhadas
e separadas por vacuo é outro exemplo de um sistema com paredes isolantes.
Uma transformagao que nao permita a troca de calor é dita adiabatica, e a
parede correspondente é uma parede adiabatica. Uma parede que conduza

calor é chamada diatérmica.

Quando isolado, o sistema deve ser caracterizado. Devemos entao de-
finir as variaveis de estado. Tais variaveis dependem do sistema e de sua

complexidade. Um sistema mecéanico simples ¢ definido, na fisica de Newton
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pela energia e pela quantidade de movimento de seus componentes. Em ter-
modinamica dos sistemas mais simples nao é muito diferente. Devemos, de
alguma forma, dizer qual a energia do sistema e de alguma forma a resposta
a um estimulo externo. No caso da energia, falaremos de energia interna do
sistema, que sera simplesmente definida por uma funcao U. As outras carac-
terizagoes que podem dizer respeito a uma interagao externa sao a pressao P
e o volume V. Podemos ter outras variaveis, dependendo do tipo de sistema.
Por exemplo, em sistemas com interacao eletromagnética o campo elétrico e
o magnético podem representar um papel importante, de modo que variaveis
que concernem a resposta de um sistema a estes campos, como a polarizacao
média e a magnetizagao serao, nestes casos, variaveis de estado. Em sistemas
onde a interacao quimica for importante, o nimero de particulas assim como
a massa de cada uma também o serao. Incluiremos novas variaveis de estado

conforme prosseguirmos nos problemas a serem analisados.

4.1 Equilibrio térmico e temperatura.

Apesar da energia interna U ser a representagao do conteido energético do
material, o modo como um corpo reage a uma diferenca de energia interna
difere de um corpo para outro. Isto é bem conhecido em nossa vida prética.
Se colocarmos metal sobre o fogo sabemos que ele rapidamente esquenta,
enquanto o processo de ferver uma certa quantidade de dgua demora muito.
Como nao podemos medir diretamente a energia contida em um sistema,
devemos ter uma medida fenomenologica, que chamaremos de temperatura.

A temperatura é um conceito facil do ponto de vista fisico qualitativo,
é o conceito de algo quente ou frio. Sua definicao observacional depende

da existéncia de pontos fisicos com temperatura supostamente bem definida,
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como um fenémeno que ocorra dependendo da temperatura a que o sistema
esta submetido. E comum tomar-se os pontos de fusio e de ebulicdo da dgua
nas chamadas condi¢oes normais de pressao, ou seja a uma atmosfera, defi-
nindo estes dois pontos com uma medida arbitraria de temperatura, como por
exemplo 0 e 100 graus Celsius, respectivamente. Tais numeros sao arbitra-
rios. Uma maneira de se estimar as temperaturas intermediarias seria fazer
uma interpolagao linear. Toma-se uma substancia em que uma propriedade
de facil medida, como seu tamanho, esteja em contato com a temperatura
zero, toma-se sua medida (digamos Lf) e a colocamos em contato com a dgua
em ebuli¢ao, quando ela terd medida Le. A temperatura intermediéria estaré

definida através da medida intermediaria do comprimento, de modo que
(L—Lg)/(Le = Ly) = (T =Ty) (T. = Ty) . (4.1)

Definindo a temperatura t em funcao das temperaturas 7; e T, assim como L,
L. e Ly. Assim funciona um termémetro com mercirio, que ¢ uma substancia
que muda consideravelmente seu volume com a temperatura.

E claro que esta medida ¢ falha, pois nem todas as substancias tem a
mesma dependéncia de seu volume em relacao a sua temperatura, de modo
que tal termometro é bastante rudimentar, e a temperatura em tal caso de-
pendera do material usado para a medida. Na defini¢cao microscopica teremos
medidas mais sofisticadas, mas em um primeiro momento este tipo de medida
nos basta.

Um passo além na compreensao da temperatura foi dado pelo estudo de
gases. A Lei de Boyle, do século XVII, nos diz que, a temperatura constante,
o produto da pressao pelo volume ¢é fixo. Posteriormente, a Lei de Charles
e Gay Lussac, obtida por Charles em 1780 e estudada por Gay Lussac e por

Dalton cerca de 20 anos mais tarde, diz que a diferenga de volume de um gas
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a temperatura de 100 graus Celsius e a temperatura de zero graus Celsius é
proporcional ao volume a zero graus, com uma constante de proporcionali-
dade k ~ 1/2.66.

Vieo — Vo = kVo . (4.2)

Podemos interpretar este resultado como indicando a existéncia de uma tem-

peratura absoluta, ja que se tivermos V/T = constante,
Vioo — Vo = (Vioo/Vo)Vo — Vo = (Thoo/To — 1)V,

e se Tig0 — 1T'0 = 100, como na escala Celsius, a constante acima leva a Ty =
266 graus absolutos. A escala Kelvin tem a mesma magnitude da Celsius,
ou seja, Tipo — Ty = 100, mas Ty = 273,15 representando a escala onde o
zero absoluto significa uma temperatura Celsius de Teoegins = —273, 15C.
Tomaremos o zero absoluto como significando que ha completa auséncia de
energia cinética dos componentes, ou auséncia absoluta de calor no corpo em
questao. Apesar desta definicao ser demasiado ligeira neste momento é uma
maneira aproximada de se compreender o zero absoluto.

Estados de equilibrio; equilibrio termodinamico

Os estados de equilibrio definem de modo central o problema da termodi-
namica. O estado de equilibrio é definido apenas e tao somente pelas variaveis
macroscopicas do problema, as variaveis termodinamicas, independentemente
das variaveis microscopicas. Juntamente com o fato dos movimentos micros-
copicos serem réapidos demais, nao importando para as definigoes macros-
copicas, o estado de equilibrio é facilmente definido, sendo completamente
caracterizado pela energia interna, pelo volume, e pelo nimero de particulas
de cada componente quimico.

Propriedades térmicas dos materiais e termoémetros.
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As materiais reagem de modo diferente, uns dos outros, com diferentes
temperaturas. As propriedades dos materiais dependem da temperatura. Os
materiais se deformam, mudam sua resposta a um campo elétrico, mudam
sua resisténcia, e demais propriedades quando em temperaturas diferentes.
Para diferencas de temperatura pequenas podemos fazer uma aproximagao
linear e medir temperaturas com uma escala de medida de comprimento
equivalente, conforme mencionamos antes. Esperando que a resposta seja
uma boa medida da temperatura, temos um modo de controlar esta grandeza,

comparando-a com outras, em uma experiéncia.

A natureza do calor: histérico do calérico. Quantidade de calor. Calor

especifico. Calor latente. A condugao de calor.

Para que se aqueca um material devemos adicionar-lhe calor. No entanto,
podemos perguntar o quando um material se aquece AT ao lhe adicionarmos
uma certa quantidade de calor AQ. Sera AT sempre o mesmo, se AQ for
sempre a mesma quantidade? A resposta é nao, cada material reage de modo
diferente & adigdo de uma certa quantidade de calor. Esta propriedade pode
ser medida através do chamado calor especifico, ¢ = AQAT . No entanto,
h& mais dificuldade para isto, pois o calor especifico sera diferente de acordo
com as condigoes externas, como por exemplo, o resultado se dé diferente se o
medirmos em condigbes de pressao constante ou de volume constante (tal fato
tem pouca importancia para um sélido, de modo geral, mas é primariamente

importante para um gas).

O calor foi pensado, historicamente, como um fluido. A antiga teoria
do flogisto nao explicava a combustao, e Lavoisier introduziu o conceito de
calérico como um fluido universal, conservado, que fluia dos corpos quentes

aos corpos frios. O caldrico era pensado como um fluido que se auto repelia,
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o que explicaria como um corpo quente esfriava a temperatura ambiente. No
entanto, o calérico nao podia explicar como se devia prover calor para que um
bloco de gelo se fundisse, ou para que dgua evaporasse, sem haver diferenca

de temperatura.

Quando foi descoberto o equivalente mecanico do calor, ficou claro que
o calor seria entao uma forma de energia. Assim, explica-se como a tempe-
ratura aumenta com o calor. Da mesma forma, diferentes corpos reagem de
modo diferente a introducao de energia, e o aumento da temperatura depende
da capacidade do corpo em utilizar o calor para transforma-lo na aparéncia

externa de energia, que é a temperatura.

Também se pode compreender melhor porque o calor especifico é diferente
a pressao ou a volume constante: a volume constante, o calor se transforma
inteiramente em energia interna do corpo, aumentando sua temperatura. No
entanto, a pressao constante, o corpo pode se expandir, e, portanto, trabalha
contra forgas externas, no caso de um recipiente ao ar livre, contra a pressao
atmosférica. Deste modo, uma parte do calor vai se transformar em trabalho,
e é necessaria uma maior quantidade de calor para aquecer o corpo a pressao

constante.

Assim como o calor é utilizado para aumentar a temperatura, também
pode ser o responséavel por transformagoes internas em uma substancia, como,
por exemplo, para transformar liquido em vapor. O calor necessario para
transformar uma quantidade de substancia de um em outro estado é chamado
de calor latente. Assim, o calor latente de fusao da &gua é 80 calorias por
grama, o que significa que devemos fornecer 80 calorias para transformar 1

grama de gelo em agua.

Héa bons e maus condutores de calor. Em geral, metais sao, além de bons
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condutores de eletricidade, também bons condutores de calor.

4.2 Primeira lei da termodinamica.

Agora é natural pensar na primeira lei da termodindmica: é a conservagao
da energia. Se pensarmos no calor como forma de energia, a quantidade de
calor inserida em um corpo aumenta sua energia interna ou trabalha contra

a pressao externa, ou seja,
dQ) = dU + pdV | (4.3)

onde d() é o calor inserido no corpo, Du a variacao da energia interna da
substancia, que denominamos U, p é a pressao e V' o volume (isto fica claro
em um gas a pressao p, cujo trabalho, forca vezes deslocamento, é o mesmo
que forga sobre area vezes volume, ou pdV).

Experiéncias de determinacao do equivalente mecéanico da caloria.

As experiéncias

Propriedades dos gases ideais.

O conhecimento dos gases e suas propriedades trouxeram grandes avangos
para a termodinamica. No século XVI Robert Boyle e seu assistente Robert
Hooke obtiveram a primeira forma da lei dos gases. Variando-se pressao e

volume de um gés, eles acharam que
PV = constante

para um sistema mantido a temperatura constante. O francés Edme Mariotte
também descobriu a lei que por vezes é chamada de lei de Boyle-Mariotte.

Esta foi a primeira lei que deveria descrever o comportamento dos gases.
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Complementar a esta lei é a lei de Charles e Gay Lussac, discutida anterior-

mente, e que pode ser escrita na forma p/T=constante.

Combinando as duas leis, pode-se dizer que, variando-se ao mesmo tempo
pressdo, volume e temperatura, pV//T—=constante. A constante deve ser,
obrigatoriamente, proporcional a quantidade de géas, de modo que podemos
escrever PV/T = nR = Nk onde n é o nimero de moles e R uma constante
universal para os gases de valor ...., ou ainda, uma outra forma de se escrever
a mesma lei é em se colocando o niimero de moles em fun¢ao do ntimero total
de particulas N, em cujo caso devemos também transformar a constante de

proporcionalidade de modo que k = ....

Transformacao de estado, equacao de estado, energia interna e capacidade

térmica molar dos gases ideais.

Podemos dizer que, um gas que obedece exatamente a lei acima é um
gas dito ideal. De modo geral, a relacao entre as grandezas que definem o
estado de uma substancia é a equagao de estado da substancia. A equagao
definidora de um géas ideal pode ser obtida da interacao estatistica de um

grande nimero de particulas nao interagentes.

A equagao de estado substitui um enorme numero de equagoes de mo-
vimento das particulas constituintes, fornecendo uma maneira macroscopica
direta de se caracterizar completamente a substancia em estudo. Mais im-
portante ainda, a equagao de estado, substituindo as equagoes de movimento,
passam ao status de equagoes fundamentais, de modo que, o estado sendo
completamente caracterizado, tem-se caminho aberto a uma teoria funda-

mental que prescinde de outras equacoes das quais seja conseqiiéncia.

No caso dos gases ideais, podemos prosseguir e calcular, efetivamente, sua

capacidade térmica????
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Tomemos agora para estudo a energia interna. Sendo uma caracteristica
da substéancia, deve ser uma fun¢ao da temperatura e do niimero de particulas
do gas (ou da substancia). Assim, passa a ter o status de fungao definidora
do estado da substancia. Hoje sabemos bem o significado da energia, até
porque compreendemos que a energia é uma quantidade que se transforma,
mas que sempre se conserva, transmutando-se entre formas aparentemente
diferentes, como calor, massa, energia cinética, trabalho, mas que tém a
mesma esséncia. Historicamente isto nao aconteceu assim na obtencao das
leis da termodindmica, e apenas apoés a verificacao da equivaléncia entre
trabalho e calor é que se pode ter uma idéia da extensao da primeira lei em

termos de objetos fundamentais.

Um problema bésico da termodinamica continua sendo o de se prever
o estado de equilibrio que se obtém quando juntamos duas substancias em
condicoes, ou estados, diferentes. No caso de estudarmos estados fora do
equilibrio o problema é muito mais complicado, e nao o consideraremos aqui.
No entanto, para se prever o estado final de equilibrio necessitamos de al-
guns ingredientes novos. Em primeiro lugar, o fato de haver algum tipo de
interagao ou mudanca de estado que leve a um estado final, significa que, na
pratica, esta mudanca nos sinaliza um desenvolvimento temporal irreversivel,
ou seja, o tempo s6 muda em uma direcao. Por outro lado, as equagoes de
Newton sao reversiveis, pois sao de segunda ordem no tempo, de modo que

uma mudanca no sinal do tempo nao muda a fisica subjacente.

Podemos exemplificar as duas situagoes com um ovo se quebrando, por um
lado, onde sabemos exatamente, se filmarmos a acao, que o ovo se quebrou.
Se filmarmos e passarmos o filme para traz sabemos o que de fato ocorreu

e que o filme indo para traz é apenas um truque. No entanto, ao filmarmos
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duas bolas de bilhar se chocando, podemos passar o filme para traz e teremos

uma situagao fisicamente possivel.

Qual a diferenca fisica? Em termodinamica trabalhamos com sistemas
complexos, composto de muitos corpos, e o sistema como um todo tende
sempre a uma situagdo mais favoravel, do ponto de vista de facilidade de
se chegar a tal situagao. Nao poderemos lancar mao da fisica fundamental,
conforme vimos no exemplo da bola de bilhar e um ingrediente fundamen-
talmente novo deve entrar em acao. O que se faz é definir um tipo de funcao
que deve tomar um valor minimo (ou méaximo, dependendo de como ela for
definida) em um estado de equilibrio. Esta é a origem da chamada entropia

do sistema.

Como estamos definindo algo novo, independentemente dos conhecimen-
tos anteriores, nao é possivel, a menos que tenhamos uma teoria microscopica,
definir uma teoria a partir dos fatos teéricos conhecidos. E necessario que se
partam de novas defini¢oes. A entropia, denotada por S, é algo novo a ser de-

finido e deve ser maxima para um sistema em equilibrio. Historicamente seu

que significa conversao. O que podemos dizer é que a adigao de calor a um
sistema deve aumentar a entropia que deve medir o grau de desordem de um
sistema, ja que, dentre as varias possibilidades de equilibrio, a mais provavel

é sempre aquela com maior desordem, pelo menos empiricamente falando-se.

Como medida de desordem, a entropia deveria ser uma fun¢ao monoto-
nicamente crescente da energia interna assim como do volume e do ntmero
de constituintes elementares, ou seja, S = S(U,V, N). Podemos também
postular que a entropia seja uma funcao aditiva dos constituintes, ou seja,

S =51+ 5, Assim, S deve crescer linearmente com U, V, e N, ou seja,
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S(IU,IV,IN) = 1S(U,V,N). Como S é uma fungdo monotonicamente cres-
cente de U, sua derivada deve ser positiva e a funcao deve ser inversivel, de
modo que podemos também escrever U = U(S,V, N). Tomando-se o diferen-

cial da funcéo U temos dU = 2%dS + 3LdV + 29dN = TdS + pdV + mdN,

1 O =— U = U = oU ;
onde definimos as fungoes T' == g5,p = 3p e m = g5. E natural que
definamos entao a pressao como p = g—g, a0 se comparar a, expressao acima

com a primeira lei da termodinamica, ou seja, dU = dQ) — pdV. A func¢ao m
¢ o chamado potencial quimico, e nos da o quanto de energia uma particula
adiciona a energia total. Devemos agora precisar a funcao T' == g—g.

Um certo cuidado é necessario nas derivadas parciais que aparecem em
termodinamica. Vimos acima que as derivadas parciais sao tais que, quando
tratamos de S como funcao de U, V e N, ao derivar S com respeito a U,
fizemos, implicitamente, V' e N constantes. Isto é claro para estas funcoes.
No entanto, mais tarde poderemos tratar de funcoes de varidveis alternativas,
como por exemplo, tratando a pressao p como variavel independente, ao invés
de V. Isto ja comentamos ao tratar do calor especifico a volume constante

ou a pressao constante. Para isto, usaremos a notac¢ao mais explicita (apesar

de mais detalhada)

oUu
T = :%’V,Nu
oU
P = WLS‘,N; (4.4)
_
m = aN S,V

onde fomos mais explicitos em dizer quais variaveis foram feitas constantes
durante uma derivacao.
Nao sabemos ainda quem é a funcao 1. Para isto consideramos dois

corpos caracterizados por 17 e por T5. Perguntemo-nos o que acontece quando
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colocamos dois corpos em contacto, isoladamente de outros corpos. Sendo
UMD e U®? as energias dos corpos, U = UM + U® sera a energia total
conservada, portanto dU = dUM 4+ dU® = 0. Mas dU = »»»»»> Portanto
as fungoes T sao iguais em equililibrio, e o calor sempre passa daquela com T’
maior para aquela com T menor. Interpretamos a fun¢ao 7' como uma medida
da temperatura absoluta da substancia. Esta interpretacao independe de
dependéncias esptrias da temperatura com propriedades fisicas de materiais

especificos e nos da a exata idéia do que seja a temperatura.

Transformagoes adiabéticas. Determinagao experimental da selegao ¢, /c,.

Ciclos e méquinas térmicas, moto perpétuo, disponibilidade da energia.

A transformagao de um sistema completamente isolado é chamada trans-
formacao adiabatica, e faz um papel de extrema importancia em termodi-
namica, representando um sistema isolado com respeito a trocas de calor.
Vimos que transformagoes adiabaticas nao mudam a entropia do sistema. A
entropia do sistema mede alguma forma de potencialidade de se obter traba-
lho a partir de um sistema. Sabemos que nao podemos retirar trabalho de
qualquer sistema. Um exemplo simples é a tentativa de se retirar trabalho
de uma substancia qualquer a uma temperatura fixa, como um litro de dgua
a 20 graus. Também sabemos que nao ha possibilidade de se gerar energia
de forma abundante sem que haja uma fonte. Tal dispositivo, usualmente
denominado moto perpétuo, ji foi proposto de varias formas, algumas até
violando a conservacao de energia, e outras, em forma mais branda, reti-
rando trabalho de um sistema isolado a temperatura fixa. Isto é impossivel.
No entanto, se um corpo estd a uma temperatura fixa, digamos agua a 60
graus isolada do resto do laboratoério, porque nao podemos transformar o

calor desta d4gua em trabalho? A resposta é sempre a mesma, nao ha moto
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perpétuo. No entanto, queremos o significado quantificado, em termos de

funcoes fisicas.

A resposta sobre a possibilidade de se retirar trabalho de um sistema
repousa sobre a ordenacao momentanea do sistema, ou seja, se o sistema
estd, de alguma forma preparado para doar energia. A agua do reservatério
de Itaipu esta a uma certa altura para transformar seu potencial em energia
elétrica. Uma caldeira estd a uma certa temperatura e ao se resfriar doa uma
parte da energia a uma fonte fria, sempre necessaria para que uma méaquina
a vapor possa trabalhar. Por outro lado, um sistema j& desordenado, como
agua quente pura e simples nao pode doar energia. Esta é a mesma razao
pela qual um ovo quebrado nao pode simplesmente se reconstituir de modo

simples, como em um filme passado as avessas.

A propriedade que define, ao mesmo tempo, a flecha do tempo e a ca-
pacidade de transformar calor em trabalho é a entropia. Nao foi facil aos
cientistas da época chegar a tal conclusao, a que aqui chegamos em tao
pouco tempo. A inexisténcia de um moto perpétuo foi uma conclusao a que
se chegou apds muita tentativa (até hoje varias pessoas pensam ter inventado
uma forma de moto perpétuo). As maquinas a vapor eram muito comuns
apos a revolugao industrial, e foram a mola mestre da economia inglesa da
época. Assim, o problema da transformacao de uma forma de energia facil e
barata para a época, como o calor em outra muito mais sofisticada, que é o

trabalho, era problema crucial para a riqueza das nacoes no século XVIII.

A Revolucao Industrial: o maior enriquecimento da histéria como con-

seqiiéncia do desenvolvimento cientifico.

A Revolugao Industrial foi o mais importante desenvolvimento humano

da historia. Foi entao que a humanidade realmente mudou do ponto de vista
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econdmico. Tais mudancas foram impulsionadas por um emprego sem prece-
dentes de novas técnicas de producao. Comecando no Reino Unido no final
do século XVIII, depois passando para a Europa e os Estados Unidos, a re-
volugao industrial foi responsavel pelo crescimento de uma nova classe de
pessoas, a burguesia que enriquecia pela producao e que desalojou a aristo-
cracia, que enriquecia pelo aproveitamento da terra. Como decorréncia da
revolucao industrial, a produgao econémica decuplicou e a populacao quin-
tuplicou. Os primeiros responséaveis diretos foram a maquina a vapor, as

méquinas téxteis e a fundicao industrial do ferro.

Essas maquinas foram as primeiras responsaveis pela chamada primeira
revolucao industrial. A primeira revolucao industrial baseou-se na forca da
agua e na maquina a vapor. Foi portanto um emprego efetivo e racional da
energia. Ademais, constituiu uma maneira de se aproveitar de modo eficiente
de fontes abundantes de energia e de converté-las em trabalho tutil. Assim,
foi a maneira como surgiu a termodinamica, que trata também da conversao
de energia barata em trabalho nobre. Foi James Watt (1736-1819) quem, em
1775, inventou a maquina a vapor, logo usada para se retirar 4gua de minas,
posteriormente para as mais variadas aplicagoes, como locomotivas e barcos

a vapor. Watt deixou seu nome para a unidade de poténcia.

O problema do aproveitamento de energia estava colocado como pro-
blema prético evidente e de fundamental importancia para o Homem. Este
problema é da algada cientifica e assim foi erigida a nova disciplina, a termo-
dinamica. Deve-se dizer, neste ponto, que a escalada da revolugao industrial
mudou a face do planeta, e também que a revolugao cientifica se deu de modo

irreversivel, continuo e cada vez mais eficaz a partir deste ponto.

Posteriormente, houve a segunda revolucao industrial, que comegou na
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primeira metade do século XIX, constituindo-se em uma revolucao tecnolo-
gica, ja que novas tecnologias, especialmente eletricidade e quimica come-
garam a ser utilizadas em larga escala. A Alemanha foi o pais que mais
investiu em ciéncia e terminou por emergir no século XX como uma nacao

extremamente pujante.

A questao sobre quanto de uma energia poderia ser utilizada de modo ttil
foi estudada pela termodindmica. Verificou-se que se poderia utilizar uma
méquina a vapor com uma fonte quente, uma fonte fria, e uma parte do calor
que sai da fonte quente e vai a fonte fria pode ser utilizada como trabalho.

Em uma méquina deste tipo ha uma quantidade maxima de aproveitamento.

A maquina de Carnot funciona com duas fontes de calor (temperaturas
fixas) e duas transformagoes adiabaticas entre elas, para que nao haja perdas
intermediarias. A maquina de Carnot seria a mais eficiente das méaquinas.
O ciclo de Carnot (Nicolas Léonard Sadi Carnot, 1796 — 1832) compde-se de
um pistao a uma temperatura quente T, que sofre uma expansao adiabatica
fazendo trabalho Wy = [ podV, é resfriado por uma fonte fria de temperatura
T, sofre entao uma compressao adiabética até o volume anterior, recebendo
um trabalho W; = f p1dV, quando é novamente aquecido até a tempera-
tura T5. Na fonte quente o sistema recebe uma quantidade de calor @),
devolvendo @) para a fonte fria. Pela conservagao da energia (primeira lei)
devemos ter Q, = W + @y, onde W = Wy — W;. A eficiéncia da maquina
serd o trabalho gerado dividido pelo calor colocado na maquina pela fonte
quente. O calor dado a fonte fria foi dissipado. Podemos imaginar que a fonte
quente seja nossa fornalha (como em uma locomotiva a vapor) e a fonte fria
o meio ambiente para onde vai a sobra de calor (é claro que na realidade

a maquina deve ser muito menos eficiente!). Como s6 temos duas fontes a
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temperatura constante, e nao hé qualquer outra troca de calor intermediéria,
assim como o ciclo podera ser usado indefinidamente desde que na presenca
das duas fontes, podemos imaginar que esta seja a maquina de calor mais
eficiente possivel. Pela definicdo de entropia, sua variacao na fonte quente é
AS, = —Q,/T,, enquanto na fonte fria AS; = Q¢/Ts. Se supusermos que a
entropia realmente é uma expressao da desordem do sistema, e que em uma
maquina maximamente eficiente nao ha perda de ordem, portanto nao hé
ganho de entropia (ndo se aumenta a desordem) a entropia deve se conservar
e a eficiéncia fican =1 — % Note-se que jamais supusemos uma diminuicao
de entropia, para que, em um processo de geracao de trabalho, nao houvesse,
ao mesmo tempo uma ordenac¢ao maior, o que seria gerar trabalho e ordem

ao mesmo tempo, portanto um tipo de moto perpétuo.

A segunda lei da termodinamica e a equivaléncia de enunciados na anélise

de motores térmicos e refrigeradores.

Este tipo de argumento pode ser generalizado para uma lei, a segunda
Lei da Termodinamica, que pode ser expressa como a entropia de um sistema

fisico isolado jamais pode diminuir.
Historia da Segunda Lei

A segunda lei foi formulada por Carnot a partir de sua méquina baseada
no ciclo de duas isotérmicas e duas adiabaticas. O que argumentou Carnot
é que, primeiramente, nao poderia haver maquina mais eficiente. De fato,
entre duas temperaturas, o melhor é que nao haja perdas entre as mesmas, o
que significa que deve haver, entre elas, duas curvas adiabaticas. Se houvesse
outra maquina mais eficiente, poderiamos acoplar as duas méaquinas, sendo
a de Carnot trabalhando em sentido contrario, ou seja, utilizando o trabalho

W para retirar calor () da fonte fria para colocar (), na fonte quente, e sendo
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a outra méquina mais eficiente, isto quer dizer que as condi¢oes voltariam
ao inicial e ainda sobraria trabalho. Ora, isto é um moto perpétuo, que
por hipotese nao pode existir. Deste modo, temos que a eficiéncia sera n =
1 — Qy/Q,. Se supusermos que a eficiéncia deve ser uma fungao apenas das
duas temperaturas, podemos postular que n =1 — T} /T, em cujo caso Q/T
deve ter o mesmo valor tanto na fonte quente quanto na fria (com sinais

contrarios, é claro. Neste caso a variagao de entropia se compensa.

A segunda Lei é uma expressao deste fato: em uma processo reversivel a
entropia se conserva, enquanto em uma processo genérico a entropia sempre
aumenta. Isto significa que um processo s6 pode ser reversivel se a variagao

total da entropia se anula!

A escala termodinamica de temperatura. Entropia. Processos reversiveis

e irreversiveis. O principio do aumento da entropia.

Temperatura é uma grandeza descritiva, primeiramente descrita por suas
conseqiiéncias fenomenoldgicas. De modo geral. podemos definir tempe-
ratura pelo seu efeito sobre materiais, por exemplo pelo seu efeito sobre a
dilatagao de um certo material. Tomamos a temperatura do gelo em fusao
e da agua em evaporacao como tendo valores fixos. Tomamos o volume de
um certo material em cada um destes pontos, como por exemplo, de uma
certa quantidade de mercurio. A temperatura em cada situagao intermedié-
ria é definida por uma interpolagao linear da medida do volume de mercurio.
Assim, na escala Celsius, definimos a temperatura zero, 0°C como sendo a
temperatura de fusao do gelo e 100°C como a temperatura de evaporacao da
agua. seja o volume de uma coluna de mercirio na fusao do gelo V, e na

evaporacao da agua V. Definimos a temperatura ¢ em um volume qualquer
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de merctrio V', como sendo dado através da relagao
t—1t, t V-V,
ty—ty 100V, -V,

No caso do merctrio, a densidade & temperatura de fusao de gelo de .....

Para estabelecer a lei, supusemos que a variagao do volume do Mercirio
seja linear na temperatura, o que implica em praticamente definir a tempe-
ratura intermedidria. Poderiamos definir a temperatura com outro material,
o que certamente levaria a discrepancias nos valores intermediarios. Como o
intuito seré de termos uma idéia do quao quente ou quao frio temos em uma
situagao em termos relativos, o procedimento faz sentido, mas necessitamos
de procedimentos de medida que pouco dependam do sistema utilizado para
efetuar tal medida.

Em termodindmica a temperatura tem um papel mais fundamental. De-
finida como acima o foi, a temperatura pode, em principio, assumir qualquer
valor real, positivo ou negativo. A termodindmica impde novos vinculos.

Para sabermos quais sao as defini¢oes termodinamicas, supomos que um
material qualquer seja descrito por funcgoes, ditas funcoes termodindmicas.
Estas funcgoes devem estabelecer o estado do sistema. Pelo que ja conhe-
cemos, algumas grandezas fisicas podem ser ja definidas. Em particular,
sabemos que a energia é uma grandeza demasiadamente importante para
nao ser parte do jogo termodindmico. A conservagao de energia pode ser
escrita como sendo a primeira lei que rege a termodinamica. No entanto, nao
sabemos escrevé-la completamente, pois ela descreve um jogo de quantidades
que, sem uma descri¢ao microscopica, s6 pode ser levada em conta através de
grandezas fenomenolodgicas. Definimos uma energia interna, U, que descreve
o movimento interno do material, e que muda ao fazermos ac¢oes sobre o sis-

tema. Sua mudanca é dada por um diferencial, dU. O aumento da energia
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interna pode ser feito através da injecao de calor ao sistema, d@). No en-
tanto, este calor pode ser utilizado tanto para o aumento da energia interna
do sistema, quanto para se fazer trabalho, como em um gas cuja pressao p
trabalha aumentando o volume de tal gas, dV. Este trabalho obtido é dado
por uma expressao obtida pela lei de Newton, forca vezes distancia, ou pdV .

Deste modo, temos a primeira lei, dada por
dQ) =dU + pdV . (4.6)

Poderiamos, eventualmente fazer outro tipo de trabalho, como por exemplo,
de forcas elétricas, ou a injecao de pontos materiais, que colocamos generi-
camente como udN. Estes pedacos das leis nao foram descobertas todos de
uma vez. A conservacao da energia foi sendo inferida, apos se perceber que,
em varios experimentos, havia sempre algo que se conservava, transmutando-
se de uma forma em outra. De fato, no ambito da termodinamica, a lei acima
fica sendo conhecida como a Primeira Lei da Termodinamica. A primeira lei
nada mais é que a conservacao da energia: quando se coloca uma quantidade
de energia na forma de calor d@, ela se deposita na forma de energia interna
ou se transmuta na forma de trabalho, como pdV, ou seja, a pressao p fa-
zendo trabalho sobre as paredes que contém o géas, ou sob a forma de energia
quimica, como pudN. onde cada particula quimica tem uma energia pu.

O calor introduzido, d@, nao é o diferencial de uma func¢ao, mas apenas
representa uma pequena quantidade de calor introduzida no corpo. Ou seja,
nao existe uma funcao ) cedendo um pedaco dela mesma ao corpo. No
entanto, seria util haver uma funcao termodinamica através da qual descre-
vemos o calor cedido ou recebido pelo corpo. A funcao U é certamente uma
funcao termodinamica que descreve o estado de um corpo, que denominamos

energia interna. Certamente o volume V' é uma fun¢ao do mesmo tipo, assim
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como a pressao p, portanto todo o lado direito da primeira lei corresponde a
uma combinagao de pedacos de fungoes termodinamicas descrevendo o estado
termodindmico do corpo. Assim, o lado esquerdo deve ser também um dife-
rencial ou uma combinacao de um diferencial com uma funcao. Suponhamos
que d@ seja o produto de uma funcao 7" por um diferencial de uma funcgao
de estado S, ou seja, dS. Assim, escrevemos d() = TdS, seja 14 o que signi-
fiquem T e S. Para definir tais fungoes, necessitamos agora de propriedades
definidoras. Suponhamos algo sobre a funcao S. O fato é que a defini¢ao das
leis da termodindmica passa pela definicao de transformacoes reais. Por real,
entendemos corpos ou materiais extensos, com propridades que dependem
de sua extensao e outras propriedades macroscopicas que ainda nao sabemos
descrever. O fato é que no mundo real algumas transformagoes seguem uma
linha temporal, apesar das leis da fisica serem as mesmas se as fizermos agir
no ambiente para traz no tempo. Isto nao é dificil de entender. As leis de
Newton dependem da derivada segunda em relagao ao tempo, portanto sao
as mesmas se trocarmos ¢t por —t. O mundo real nao é assim, basta que que-
bremos um ovo, verificando que as leis de Newton nao impediriam que o ovo
quebrado se juntasse em um ovo inteiro, no entanto isto jamais ocorre. As
leis da termodinadmica complementam este aspecto das leis fisicas e a termo-
dinAmica trata exatamente deste aspecto. A segunda lei foi, historicamente,
vista de varias maneiras. O que se quer desta lei é exatamente descrever este
aspecto de flecha do tempo das leis fisicas, ou seja, a fisica tem, no mundo
real, uma diregao privilegiada, a do progresso temporal. Uma das maneiras
foi dizer que nao se pode ter um moto perpétuo, ou ainda, nao se pode gerar
trabalho apenas a partir de calor. De algum modo, queremos dizer que ha

um limite para se gerar trabalho 1til, e que ele nao pode ser obtido de um
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sistema completamente desordenado. A fun¢ao S veio cumprir exatamente
este papel. Como esta funcao esté ligada a transferéncia de calor, e quere-
mos escolher um calor que tenha, de algum modo, uma utilidade em termos
de trabalho, seria justificavel pensarmos que a funcao S devesse permanecer
constante em um sistema isolado do exterior, isto é, sem receber o que po-
demos denominar calor inutil, e em atos reversiveis, isto é, vagarosos e que

podem ser revertidos em seus processos.

Como no método cientifico, vamos tomar esta defini¢ao como verdadeira
e tentar verificar sua veracidade em questoes eperimentais. Vale dizer que
foram necessarios varios anos de trabalho de muitos cientistas competentes
para que se chegasse a estas conclusoes, que de modo algum sao triviais. Por-
tanto, vamos supor que a funcao S, que denominaremos entropia do sistema,
seja uma funcao que se conserva na interacao entre dois sistemas fechados
em um processo vagaroso sem troca de calor com o meio ambiente. No caso
de um processo irreversivel ha perda de energia que chamamos de util em
energia inutil. Assim, suporemos que nestes processos a entropia deva au-
mentar inexoravelmente. Vejamos se podemos definir esta fungao de modo a
resolver nosso problema através de primeiros prinipios, ou pelo menos através
de uma metodologia bem definida. A defini¢do anterior, ou seja, dQ = TdS
tem a vantagem de ser uma energia, que, através da primeira lei, se iguala
as varias componentes de energia do sistema, em um sistema fechado, sem
troca de calor com o exterior, nos leva a uma lei de conservacao semelhante
a um processo visto em fisica classica, e no caso de introduzirmos calor no
sistema, h& uma introducao de energia cuja forma é basicamente aleatoria,
mas que podera ser utilizada pelo sistema. Em dois subsistemas fechados ao

exterior, no caso do calor passar de um para outro com a primeira lei valida
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em cada caso, isto significa que o trabalho de um subsistema converte-se em
energia Util em outro subsistema. No entanto, se houve energia inttil, ou

seja, se a energia se perder, de forma aleatoria.

Necessitamos de um pouco de fisica neste ponto. O significado fisico
desta que denominamos energia inttil deve ser compreendido. Suponhamos
um efeito fisico muito simples, um bloco arbitrario de massa m sendo arras-
tado pelo chao, com coeficiente de atrito . Se o arrastarmos com uma forca
F, temos que F' — uymg = ma, como consequéncia simples da lei de Newton.
A forca F faz, depois de percorrida a distancia d, um trabalho F'd, enquanto
se perdeu um trabalho umgd, devido a forca de atrito, que trabalhou contra
nossa forga, de modo que o trabalho, digamos, util, foi (F' — umg)d, que
elevou a energia cinética do bloco de zero a E. = (F — pmg)d, como se pode
comprovar calculando-se, através da equacao de Torricelli, a velocidade final
v? = 2ad. A energia perdida pela forca de atrito, umgd nao desapareceu,
mas tornou-se calor. Dizemos que foi perdida sob forma de calor (basta
atritar as maos para se perceber a formagao de calor nas palmas, como faze-
mos no inverno). Porque dizemos que foi perdida? Bem, porque nao temos
como recuperi-la. Afinal, como fazer para que um bloco quente passe a se
movimentar aproveitando o calor de seu entorno? Impossivel.Esta perda é
irremediavel. Este exemplo é central em termodinadmica: ha uma parcela de
energia que ¢ sempre perdida e=irremediavelmente em um processo genérico,
o que os fisicos perceberam nas primeiras experiéncias termodindmicas, que
sao, de fato, questoes das mais praticas. Afinal, estritamente dentro das leis
da mecanica tal fato nao seria impossivel, é s6 mudarmos os sinais das veloci-
dades de cada constituinte fundamental, e isto estéa dentro das leis da fisica.

No entanto, sabemos que isto nao acontece. Precisamos de uma formulagao



4.2 Primeira lei da termodinamica. 369

especial dentro da fisica para se dizer que, quando filmamos um ovo quebrado
se reconstituindo em um ovo inteiro, isto s6 foi possivel porque, de fato, este
filme foi feito com um ovo se quebrando e se passando o filme de ao inverso.
O problema que se coloca é como descrever estes resultados.

Como na mecanica, ¢ 1til termos uma solugao através de um formalismo
simples, onde simples nao quer dizer facil, mas significa que o colocamos em
termos de principios gerais, compativeis com a fisica, mas, neste caso, com
ingredientes extraordindrios. Suponhamos que haja funcoes, que denomina-
mos fungoes termodindmicas, que descrevem o estado de um sistema fisico.
Suponhamos que exista uma fungao S’, que denominaremos entropia do sis-
tema, e que atenha um valor minimo para os estados fisicos em equilibrio.

Suporemos que:

1. Os estados fisicos sejam caracterizados por fungoes fisicas, ditas exten-
sivas (proporcionais ao tamanho do sistema) tais como energia interna,

nimero de particulas ou volume.

2. Que a entropia seja uma destas variaveis extensivas fisicas e que seja
aditiva, ou seja, a entropia de dois sistemas fisicos separados seja a

soma das entropias.

3. Que a entropia seja uma funcao monotonicamente crescente da energia

interna U.

O primeiro postulado é uma simples caracterizagao do sistema fisico bastante
usual. O segundo caracteriza a propria entropia como variavel fisica, o que
é bastante razoavel e geral. O terceiro postulado também é simples, pois é
razoavel supor que a desordem do sistema seja maior quanto maior a energia

do sistema. Sendo S uma fun¢ao monotonica de U, podemos inverté-la e
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tomar U como fungao de S. Desta forma, podemos escrever o diferencial
de U em termos dos diferenciais de S e das outras variaveis extensivas. De

modo geral, escrevemos
TdS =dU + pdV + pdN . (4.7)

Comparando-se com a primeira lei, vemos que d@) = T'dS. As quantidade T,
p e p sao ditas intensivas, pois as demais sendo proporcionais a quantidade
de material no sistema, estas devem ser independentes do volume (ou da
quantidade de material). Interpretemos a variavel T. Suponhamos que colo-
quemos dois materiais ao lado um do outro, em contato, e os caracterizemos
com Sy, Uy, p1, Vi, o primeiro, e Sy, Us, pa, Vo, 0 segundo. Facamos agora
uma transferéncia de calor d@) = dU; = —dUs; = dU, ou seja, do segundo
para o primeiro sistema. Suponhamos que esta transferéncia seja feita com
volumes constantes. A variacao total de entropia sera
1 1
dS =d(S; + Ss) = (— — —> dU (4.8)
T, T

que deve ser positivo, ou seja, T, > 17 é a tnica possibilidade. O sistema
estard em equilibrio quando 7} = T,. Esta é a definicao de temperatura,
e T sera chamada temperatura termodinamica do sistema. Consideramos a
termodindmica como uma teoria separada, no momento, das demais teorias
fisicas, mas é ela quem descreve, de modo mais completo, as outras teorias
quando aplicadas em meios com um nimero grande de pequenos objetos.
Na verdade, ela faz o papel fenomenologico de uma estatistica. A teoria
que a complementa no ambito do elementar é a mecanica estatistica. Até o
momento, a Termodinamica é regida por duas leis, a primeira lei é a conserva-

¢ao de energia na linguagem das variaveis termodinamicas,e a segunda lei diz
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respeito ao sempre valido e universal aumento da entropia. Ha uma terceira
lei, mais complexa, que diz que a entropia se anula quando a temperatura
absoluta se anular. Mas sua discussao é muito mais complexa.

Note-se que o fato da entropia sempre aumentar nos da uma distingao
muito clara entre processos reverssiveis e processos irreversiveis. Quando a
variacao de entropia, em um processo, se anula, nao ha impedimento para que
ele possa se realizar de modo inverso no tempo. No entanto, processos onde
houver aumento de entropia nao se podem processar para tras no tempo, pois
em tal caso a entropia diminuiria, o que é contrario a segunda lei. Processos
reais, geralmente ocorrem com geracao de calor, portanto sao irreverssiveis,

ou ainda, aumentam a entropia.

A Maquina Térmica

Exemplos simples de aplicacao da termodinamica sao vérios, alguns deles de
aplicagao imediata, até porque foi da revolucao industrial que nasceram as
idéias de termodinamica, uma interrrelagao interessante das vertentes prati-
cas e teoricas da fisica. Tomemos como primeiro exemplo a maquina a vapor.
Seu interesse esta na transformacao entre diferentes tipos de energia. E fa-
cil obter-se calor. A queima de combustiveis é o exemplo mais corriqueiro.
Para o homem primitivo a lenha, nos séculos XVIII e XIX, queimava-se o
carvao, posteriormente petroleo e hoje, energia nuclear provém de uma certa
queima de combustiveis especiais. Utilizando uma linguagem despretenci-
osa tal qual anteriormente, como se pode transformar algo tipicamente inutil,
como calor, em algo util, como trabalho? Aquecendo-se um gas ele se ex-
pande, podendo comprimir um pistao, e portanto executar um trabalho. Ou

mesmo um liqiido, que pode entrar emebuli¢ao e seu vapor pode fazer pres-
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sao e executar trabalho. Assim eram as méaquinas a vapor, como o exemplo
mais conhecido da locomotiva, a velha Maria Fumaca.

Uma maquina a vapor trabalha entre duas temperaturas, ou seja, ha uma
fonte quente, a uma temperatura de, digamos 75 e uma fonte fria, a uma
temperatura T7. O sistema (por exemplo um gés) é resfriado a temperatura
menor, déa-se-lhe calor, ao expandir-se um émbolo movel produz trabalho,
igual a diferenca entre o calor que a fonte quente fornece ao sistema, manos

o calor que a sfonte fria absorve,

W=Q—Qi . (4.9)

Assim, aquece-se, por exemplo em uma antiga Maria Fumaca, 4gua através
de uma fornalha a lenha, o vapor move um pistao, produzindo trabalho ao
empurrar o pistao Com o resfriamento, o pistao volta ao estado anterior,
devolvendo algum trabalho ao vapor, que se condensa, e deve retornar a
fonte quente, refazendo-se o ciclo. A eficiéncia é medida pela relagao entre o

trabalho obtido e o calor fornecido pela fonte quente,

W@

=g =1-5 (4.10)

Processos Reversiveis e Irreversiveis

Processos fisicos reais sao, genericamente, irreversiveis. Quando, por exem-
plo, h& perdas por atrito, o processo nao sera reversivel, ja que nao se pode
recuperar o trabalho desperdicado, pois esse foi transformado em calor e
escoa-se pelo corpo. Por nao se poder recuperar o trabalho investido em
um processo, nao se pode voltar ao estado anterior sem gasto adicional de
trabalho, portanto o processo sera irreversivel, sendo dito irreversivel. Do

contrario,sera reversivel.
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Para caracterizarmos os processos reversiveis, portanto, nao podemos ter
perdas de energia para o ambiente. No caso de um processo se dar entre
duas temperaturas, um fonte quente e uma fonte fria, a fonte quente deve
dar o calor necessario a uma transformacao de estado qualquer que venha a
fornecer o trabalho posteriormente, e a fonte fria deve levar o sistema de volta
a uma condicao anterior. Entrementes, o sistema deve fornecer trabalho ao
meio externo, logo apos retirar a energia da fonte quente, e, sendo resfriado
(o que representa a fase tres do processo) deve receber trabalho para voltar
definitivamente ao ponto inicial. Devemos saber o que acontece na segunda
e na quarta fases, ji que, na primeira ha o contato com a fonte quente (de
temperatura alta, digamos, T3) e na terceira estd em contato com a fonte
fria, de temperatura 77 < T;. Como nas fases intermediarias 2 e 4 nao
pode haver perdas inuteis para o ambiente, os processos devem ser tais que
nao haja troca de calor, que significa a perda definitiva de energia para o
ambiente, portanto sao trocas irreversiveis. Isto significa que os processos

devem ser abiabaticos, ou seja, sem troca de calor.

Uma méquina térmica pode também funcionar as avessas, tomando tra-
balho para transportar calor de uma fonte fria para uma fonte quente, ou

seja, funcionando como um refrigerador.

Abordagem microscopica: teoria atdmica da matéria e teoria cinética dos
gases. Equiparticao de energia. Livre caminho médio. Gases reais. Entro-
pia. Processos reversiveis e irreversiveis. O principio do aumento da entro-
pia. Funcgoes e potenciais termodinamicos. Nog¢oes de Mecéanica Estatistica.
Distribuicao de velocidades em um gas. Movimento Browniano. Ordem e

Desordem. Sistemas auto-organizados.

Condigoes de equilibrio. Algumas relagoes formais e exemplos de sistemas
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termodindmicos. Processos reversiveis e irreversiveis. Formulagoes alterna-
tivas e transformadas de Legendre. Principios de extremo para as diferentes
formulagoes da termodinamica. Relagoes de Maxwell. Estabilidade dos sis-

temas termodindmicos. Transicoes de fase.



Capitulo 5

Gravitacao

Do Universo geocéntrico ao heliocéntrico. Leis de Kepler. Momento angular e
sua conservagao. Teoria Newtoniana. Massa inercial e gravitacional. Campo

e potencial gravitacional. Limites da teoria Newtoniana.

Usar livro.

5.1 A Mecanica de Newton e a Gravitagao Uni-
versal

A mecéanica de Newton nos permite compreender de modo praticamente per-
feito a gravitacao. Em primeiro lugar tentaremos compreender o problema
de um referencial acelerado, depois vamos ver o que ocorre em um referencial
que gira, em nosso caso especifico a Terra, depois consideramos o problema
de dois corpos, incluiremos a gravitacao e, para coroar a questao com fecho
de ouro, veremos como se deduzem as Leis de Kepler, completando o ciclo
de compreensao pelo método cientifico, qual seja, dedugao, desde a teoria e

comparagao com observagoes.
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5.1.1 Referenciais acelerados

Suponhamos que haja dois sistemas de referéncia, S e &', sendo que um
deles, digamos S, seja inercial, e o outro, &’ tem uma aceleracao arbitraria A
em relagao ao primeiro. Digamos que a origem do sistema S’ se escreva, no
sistema S como X. Como consequéncia da geometria (ver figura) as posigdes
de um corpo fisico qualquer medidas ora em relacdo a S’, ¥’ ora em relagao

a §, ¥ relacionam-se através da relagao simples
T=X+17 . (5.1)

Como o tempo é absoluto, ou seja, o mesmo para todos os reldgios, derivamos

os dois lados desta equacao uma ou duas vezes, e obtemos, respectivamente,
7= V4 (5.2)
i = A+ad | (5.3)
com as representacoes usuais para velocidades e aceleragoes. Assim, as ace-

leragoes obedecem a uma regra de soma. Como a aceleragao comparece em

uma lei fisica bem definida, a Lei de Newton, temos que,
F =md=md +mA | (5.4)
que pode ser reescrita, de modo trivial, como
F—mA=mad | (5.5)
ou seja, para o referencial acelerado, o termo —mA funciona como uma forca
adicional, que denominamos forga ficticia, ja que ela de fato nao é uma forca
real, mas consequéncia de um referencial escolhido de forma diferente, talvez
por ser mais natural para um certo observador. Um exemplo é um referencial

ligado & Terra, que, estando em rotacao, esta acelerado, produzindo forcas

adicionais, ficticias, conforme veremos em seguida.
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Referenciais em Rotacao.

Suponhamos que tomemos um sistema referencial em rotacao, tipicamente,
estaremos na superficie da Terra, que gira a uma velocidade angular de uma
volta por dia sideral, de cerca de 23 horas e 56 minutos em relagao as estrelas
fixas' Para dois referenciais, um deles em rotaciao com velocidade angular
& constante, temos que ¥ = ) . x;&; ¥ = ) . xié; onde é; sdao os versores
fixos e €, os versores no referencial em rotagao. Em um certo momento,
consideremos um ponto qualquer descrito por T ou, equivalentemente por
7. A velocidade no sistema inercial sera obtida simplesmente fazendo-se a
derivada das coordenadas x; em relacao ao tempo. No sistema em rotacao
nao ¢é assim tao simples, pois os proprios versores sao fungoes do tempo.

Como o ponto considerado ¢ o mesmo, temos que
Zt)=2'(t) . (5.6)

Fazendo-se a derivada, e utilizando-se explicitamente a expressao da posi¢ao

em termos dos versores temos que

. . d
T=7 = Zi:jjiéi =7 = E(azié;)
d
)
= T4+dAT (5.7)

onde o tltimo termo decorre do seguinte fato. Em um sistema em rotagao
onde, digamos, & esta na direcao z, a relagdo entre versores em movimento

e versores parados sera

INao sdo 24 horas em vista da revolucao em torno do Sol, que devemos descontar. Os
quatro minutos que faltam, multiplicados por 365, dao a diferenga entre o dia sideral e o
dia solar médio.
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onde supusemos que, de acordo com a figura, os dois sistemas tém a
mesma origem, mas o segundo move-se em relagao ao primeiro com velocidade

angular .

5.2 Tycho Brahe e as Leis de Kepler

A segunda metade do século XVI foi uma época muito dificil devido as guer-
ras religiosas entre o Catolicismo e a Reforma, notavelmente na Alemanha,
terra do reformador Martinho Lutero, na época dominada por Carlos V (ou
I, na Espanha, ou ainda Sacro Imperador Romano), da dinastia dos Habs-
burgos (casa dos Austrias, em espanhol), profundamente catolico e alinhado
ao Papa. Johannes Kepler nasceu em 1571 em Weil der Stadt, nas proximi-
dades de Stuttgard, em uma familia protestante, nao imune as tensoes do
seu tempo. Ao contrario de Brahe, seu entorno familiar era desestruturado
e um tanto conflituoso. Descendia de uma familia burguesa empobrecida,
seu pai era rude e violento, ganhando a vida como soldado mercenério. Sua
avd materna fora queimada por bruxaria e por muito pouco, de fato devido
a sua intervencao pessoal, sua propria mae nao teve o mesmo destino. Ja
cedo, por acreditar e apoiar a teoria de Copérnico, Kepler entrou em conflito
com os clérigos protestantes. Com ajuda de Miéstlin, seu professor, foi en-
viado a Graz, cidade da Austria dominada pelos Habsburgos catolicos, para
ocupar um cargo de professor de astronomia e matematica. Tinha, entao,
23 anos. Seu trabalho dessa fase foi marcado por profundo misticismo. Sua
obra Mysterium Cosmographicum foi, a principio, rejeitada por entrar em
conflito com as escrituras sagradas, sendo todavia posteriormente publicada.
Devido a Contra-reforma, Kepler foi, inicialmente, afastado de seu trabalho

e mais tarde, em 1599, expulso de Graz. Acabou mudando-se para Praga,



5.2 Tycho Brahe e as Leis de Kepler 379

convidado por Brahe para ser seu assistente. Conviveram e trabalharam por

dois anos.

Kepler dedicou-se quase integralmente a construir uma descricao geomé-
trica simples para a enorme quantidade de dados compilados por Brahe ao
longo de sua vida. Tentou, debalde, molda-los em um sistema de esferas
girantes, porém, diminutas discrepancias indicavam que os dados precisos de
Brahe nao se coadunavam a tal sistema de esferas. Todavia, Kepler acre-
ditava profundamente na geometria, e procurou uma figura geométrica que
pudesse descrever os dados de Brahe, achando-a nas elipses. No trabalho
sobre o movimento de Marte publicado em Praga em 1609, Kepler mostra
que os dados de Brahe apontavam para uma orbita eliptica, e que o planeta
tinha uma velocidade variavel, obedecendo a uma lei simples envolvendo, em
posicao de destaque, o Sol, como veremos a seguir. Quando tais leis sao
levadas em conta, o antigo sistema de epiciclos de Ptolomeu, que de fato foi
sendo modificado e ficando cada vez mais complexo para que se levassem
em conta aspectos mais detalhados do movimento planetario, cai definitiva-
mente por terra, pois as complexidades dos movimentos sao explicadas de
um modo muito mais simples no sistema heliocéntrico com 6rbitas elipticas.

E a navalha de Occam?

em acgao.

Para compreendermos a radical mudanca no entendimento dos movimen-
tos dos astros motivada pelo modelo de Kepler, devemos ter em conta que
a visao moderna foi uma juncao de alguns fatos. Em primeiro lugar, temos
o sistema heliocéntrico de Copérnico, que simplificava a explicacao de uma

série de observagoes. Em seguida, com os dados de Tycho Brahe, vieram as

leis de Kepler, que trouxeram novos elementos para o sistema de Copérnico.

2Ver Capitulo 2.
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Kepler, como neoplatonista, acreditava na beleza das leis, e que a matemé-
tica era o arquétipo da beleza do mundo. Acreditava também que o Sol era a
causa dos movimentos celestes. Isto era uma dréastica mudanca de pontos de
vista. Para os platonistas, a finitude do universo aristotélico era incompativel
com a perfeicao divina. A deidade platonista tinha uma imensa fecundidade.
Estes jogos de idéias estavam na mente dos filésofos e tedlogos havia muito
tempo, eram idéias que levavam a teorias sobre a origem do divino. No antigo
Egito, Amenothep, pai de Tutancadmon, iniciou o culto ao Sol (Amon) como
origem do divino. Este fara6 foi o fundador do monotefsmo, contrariando os
sacerdotes, por quem possivelmente teria sido assassinado. Em uma parte do
texto de Copérnico, ele chega a afirmar explicitamente que no meio de tudo
senta-se o Sol em seu trono. Poderiamos achar lugar mais apropriado para
este magnifico luminar? Ele é corretamente chamado a Lampada, a Mente, o
Mestre do Universo; Hermes Trimegistus o chama de Deus Visivel. Também
os gregos associavam o herdi ao Sol: Apolo o leva em seu carro todos os dias.
Para a literatura, o caminho do Sol é o caminho do heréi, como Fausto de
Goethe ou Ulisses na Divina Comédia de Dante. Para a igreja, estas idéias

vao contra sua pretensao de mestra do mundo.

Os conceitos de Kepler eram extremamente intuitivos, e baseavam-se em
idéias religiosas e alquimicas, colocando, por exemplo, a trindade divina nos
elementos de uma esfera. Nas palavras de W. Pauli, registradas em seu
livro em co-autoria com C. Jung|?|, Kepler nos d4 a imagem interpretativa
do conhecimento como uma jun¢ao das impressoes externas com imagens

internas do espirito, ja preexistentes.
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5.2.1 Leis de Kepler

Com base nos dados de Tycho Brahe, Kepler formulou as seguintes leis para

os movimentos planetarios:
1. As orbitas sao elipticas, com o Sol em um dos focos.

2. Dado um determinado intervalo de tempo, as areas varridas pelos pla-

netas em seus movimentos sao sempre as mesmas (veja Fig. 77).

3. O quadrado do periodo é proporcional ao cubo do raio de revolugao

para todos os planetas em torno do Sol.

A primeira lei é uma elaboragao fenomenoldgica baseada nas observagoes
detalhadas de Tycho Brahe para a ¢rbita de Marte. Sua dedugao assemelha-
se, em Varios aspectos, a pesquisa cientifica moderna: guiado por seu modelo
geométrico, baseado em suas idéias arquetipicas, Kepler tenta entender os
dados da orbita de Marte. A segunda lei, a lei das areas, decorre de uma
generalizagao do modelo esférico compativel com os dados observacionais.

Finalmente, a terceira lei d4 destaque ao Sol como mantenedor dos pla-
netas, posto que é uma mesma lei para todos os planetas ao mesmo tempo,
independente dos detalhes de cada orbita. Esta tltima lei, anunciada em
seu Harmonice Mundi, coroa os esfor¢os de Kepler para entender o Sol como
causa e fonte de todos os movimentos planetéarios. Ela nao prevé novidades
nas orbitas, mas, relacionando planetas diferentes, aponta para uma tnica
fonte, o Sol, como mestre desta lei. Esta relagao, satisfeita para todos os
planetas, nao havia sido pensada antes, e fascinou a Kepler muito mais que
as outras duas leis. Esta regra universal para varios astros era o que Kepler

buscava como harmonia do mundo. Kepler ainda considerou varias outras
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maneiras matematicas e geométricas de se pensar o mundo e os planetas,
porém vamos parar neste ponto para prosseguirmos em diregao aos fatos que

interessam mais & fisica moderna e a Teoria da Gravitacgao.

5.3 Isaac Newton e a Mecanica Classica

Isaac Newton foi uma das personalidades mais complexas e notaveis da Cién-
cia. Apods a compreensao filosofica de Galileo, que juntamente com Descartes
trouxe a metodologia para a ciéncia, com uma contumaz critica ao pensa-
mento cientifico Aristotélico, Newton foi o primeiro Fisico Matematico, co-
locando definitivamente a Matematica no ambito da explicagdo quantitativa
dos fenémenos fisicos. A Teoria Newtoniana da Mecéanica e da Gravitagao
requer uma compreensao nova do universo fisico, e tem a descri¢ao de Galileo
como substrato para sua formulagao.

Newton nasceu em Woolsthorpe, perto de Grautham, no Natal de 1642,
calendario juliano. Entrou no Trinity College em Cambridge em 1661. Du-
rante a grande peste, nos anos de 1665 e 1666 permaneceu na fazenda fa-
miliar, quando desenvolveu véarias técnicas de célculo integral e diferencial.
Trabalhou também, nessa mesma década, no movimento circular, tendo des-
coberto a formula da aceleragao centripeta (a = v?/r). Foi eleito Fellow do
Trinity College ao retornar a Cambridge. Newton teve muitos interesses. Es-
tudou, nessa época, teologia, em especial a questao da Santissima Trindade.
Publicou os Philosophiae Naturalis Principia Mathematica |?| em 1687, apos
muita maturacao e muito estudo. De fato, houve também trocas de cor-
respondéncia com Robert Hooke e intensas discussoes com Edmond Halley,
apos o que o movimento dos corpos celestes foi descrito usando-se o que hoje

é conhecido como As Leis de Newton.
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Newton mudou-se para Londres em 1696, depois de ficar por vérios anos
bastante solitario em Cambridge. Em Londres teve uma vida mais agitada.
Foi eleito presidente da Royal Society em 1703 e feito cavaleiro em 1705.
No final de sua vida, Newton dedicou-se mais a teologia e a alquimia. Sua
terceira edi¢ao dos Principia apareceu em 1726, quando o autor ja tinha 83
anos. Seu falecimento ocorreu no ano de 1727.

A mecéanica classica nasceu de algumas observagoes importantes legadas
por Galileu e das Leis de Newton. Galileo observou, em uma linguagem

traduzida para conceitos modernos, que:

1. Um corpo em movimento retilineo e uniforme continuara, na auséncia
de forcas (ou seja, caso estiver isolado), em seu estado de movimento,

perpetuamente.

2. Sob a agao da gravidade, corpos diferentes caem com a mesma acele-

racao.

3. O movimento dos corpos pode ser descrito por um sistema cartesiano.
Dois sistemas que difiram por uma rotacao fixa, ou por uma velocidade

relativa constante, sao fisicamente equivalentes.

A primeira destas Leis é a Lei da Inércia. Marca uma grande mudanga con-
ceitual em nosso conhecimento da mecanica dos corpos e esta ligada a nossa
compreensao do movimento planetario e do universo. Quando Aristoteles
discutiu o problema do vicuo, argumentou que, se um corpo no vacuo ti-
vesse um movimento uniforme, ele permaneceria neste estado para sempre.
Entao, erroneamente concluiu que isto seria um absurdo, e que, portanto,
o vacuo nao pode existir. Na verdade, ele poderia ter formulado a lei da

inércia quase 2.000 anos antes! Esta compreensao so6 veio, no entanto, com
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uma visao da ciéncia onde se procura reduzir as leis as suas propriedades
essenciais, colocando-as em uma perspectiva onde o fenémeno possa ser sim-
plificado a questoes pertinentes apenas aquela lei. Em outras palavras, esta
compreensao so foi possivel devido ao método cientifico. Note que o caso de
um corpo em repouso pode ser visto como um caso particular do movimento

retilineo e uniforme, um movimento com velocidade zero.

A segunda observacao, que faz uso do reducionismo acima mencionado, é
essencialmente empirica. Vira a ser crucial muito mais tarde, no século XX,
porém ja define, neste ponto, a aceleracao da gravidade, universal para todos
os corpos. A terceira lei, conquanto mais descritiva, permite a definicao dos
chamados sistemas inerciais, fundamentais para a formulagao de problemas

fisicos.

As leis da Mecéanica Newtoniana envolvem o conceito chave de inércia,
a propriedade dos corpos resistirem a aceleracao, a tendéncia, na auséncia
de forcas externas, dos corpos em repouso assim continuarem e daqueles que
estiverem em movimento seguirem uma trajetoria retilinea e uniforme. A
segunda lei da Mecéanica estabelece que a forga F necesséria para romper
a inércia de um corpo, imprimindo-lhe uma aceleragao @, é proporcional &
quantidade de matéria do corpo (sua massa m): F =ma. As perguntas na-
turais que surgem daqui sao: repouso em relacao a que? Trajetoria retilinea
vista por quem? Aceleracao referente a que? Segundo Newton, os estados
de movimento estariam todos definidos em relacao a um referencial inercial
absoluto, eterno e imével. O referencial absoluto coincidiria, numa aproxi-
magcao muito boa, com o referencial no qual as estrelas distantes estao em

repouso. Newton propo6s varios experimentos para determinar movimentos

em relagao ao referencial absoluto. O mais famoso fala sobre a deteccao de
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movimentos de rotacao. Numa versao informal devida a Steven Weinberg
[?], este experimento é descrito da seguinte maneira: saia ao ar livre numa
noite clara. Deixe seus bracos livres e descansados e olhe para o céu. Gire
em piruetas. De maneira inequivoca, vocé vera as estrelas girarem na direcao
contraria a sua rotacao e sentira seus bragos se abrirem. A aparicao da forca
centrifuga responsavel pela abertura dos seus bragos seria a evidéncia direta
do seu estado de movimento em relagao ao referencial das estrelas distantes.
A concepcao Newtoniana do referencial absoluto foi duramente contestada
por um dos seus grandes oponentes, Gottfried Wilhelm von Leibniz, para
quem a hipotese do referencial absoluto deveria ser desnecessaria, e somente
haveria sentido em falar-se sobre movimentos relativos entre corpos materiais,
e nao sobre movimentos absolutos. Um longo e celebrado debate filos6fico

prosseguiu durante o século XVIII a partir destas discussoes.

Newton também propds uma teoria para a gravitacao, a qual, em conjunto
com suas leis dindmicas, era capaz de descrever os movimentos dos corpos
celestes. Segundo sua teoria da gravitacao universal, dois corpos sempre se
atraem com uma for¢a inversamente proporcional ao quadrado de sua dis-
tancia, e diretamente proporcional ao produto de suas massas. Newton foi o
primeiro a estabelecer, usando experimentos com péndulos, a igualdade entre
as massas inerciais (presentes nas leis da dindmica) e gravitacionais (presen-
tes na lei da gravitagdo universal) para todos os corpos. Esta igualdade é o
embriao para uma interpretagao muito mais sofisticada da gravitagao que so6
apareceu no século XX, com a Relatividade Geral de Einstein. A gravitacao
universal de Newton e suas leis da dinamica formam o paradigma cientifico
de maior sucesso da histéria da ciéncia, usadas até hoje para a descri¢ao do

movimento de corpos celestes, naturais ou nao, levando, inclusive, & desco-
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berta de novos planetas, como ocorreu com Netuno, em meados do século
XIX. John Couch Adams, astronomo inglés, estudando perturbacoes inespe-
radas na orbita de Urano, segundo as Leis de Newton, previu, em 1845, a
existéncia de um novo planeta. Informou sua posi¢ao a James Challis, do
Observatorio de Cambridge. Challis, porém, demorou muito para observar
o novo planeta. Enquanto isso, de maneira independente, o francés Urbain
Jean Joseph Leverrier fazia uma analise semelhante e, em 1846, informou
Johann Gottfried Galle, do Observatorio de Berlin, que identificou Netuno
em poucas horas. Deste entao, atribui-se a Leverrier a descoberta teérica da
existéncia de Netuno. Fora, entao, a consagracao da Gravitacao Newtoniana
e do método cientifico. Ironicamente, Netuno ja havia sido observado desde
Galileo! Porém, fora identificado até entao como uma fraca estrela. Plutao
foi descoberto de maneira semelhante, a partir de discrepancias observadas
na orbita de Netuno, no inicio do século XX. Na mesma época, eram co-
nhecidas discrepancias na orbita de Mercirio, o mais interno e rapido dos
planetas do sistema solar. Estas discrepancias foram atribuidas a um outro
planeta. Batizado como Vulcano, chegou a ser tema de varias estorias de
ficcao cientifica. Porém, Vulcano nunca foi encontrado, simplesmente porque
nunca existiu. As discrepancias na orbita de Mercirio devem-se a efeitos
relativisticos, ignorados na teoria newtoniana. A explicacdo das pequenas
discrepancias verificadas na 6rbita de Mercirio em relacao as previsoes New-
tonianas foi um dos grandes sucessos da Teoria da Relatividade Geral de

Einstein.

5.3.1 As Leis de Newton

Sao trés as Leis fundamentais de Newton para a dinamica:
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1. Um corpo em movimento retilineo e uniforme continuara, na auséncia
de forgas (ou seja, caso estiver isolado), em seu estado de movimento,

perpetuamente (Lei da Inércia de Galileo).

2. Sob a agao de uma forga externa F , a taxa de variacao da quantidade

de movimento® p de um corpo é igual a forca F. Isto significa que

—

d=_
G =1F.
3. A toda acao corresponde uma reacao igual e contréaria.

A terceira Lei, conhecida como Lei da Agao e Reagao, merece alguns comen-
tarios extras. Ela deve ser entendida no contexto das interacoes de contato
entre dois corpos. Newton ilustra esta lei com a seguinte situagao|?]: “Se um
cavalo puza uma corda atada a uma pedra, o cavalo (...) serd igualmente
puxado para trds pela pedra; com efeito, a corda distendida, pela mesma ten-
déncia a se relaxar ou soltar, puxard tanto o cavalo para a pedra como a pedra
para o cavalo, e obstruird tanto o avanco de um deles quanto facilita o da
outra’. Para o caso das interagoes de contato, a terceira Lei pode facilmente
ser deduzida a partir da segunda, a qual contém, como um caso particular
(auséncia de forga), a primeira.

Newton aplicou suas Leis da dinamica com sucesso em varias situagoes.
Estas aplicagoes envolvem necessariamente uma profunda analise do conceito
de forca. Nosso interesse, porém, foca-se nas aplica¢oes ao movimento plane-
tario, para as quais Newton formulou uma outra Lei, que conjuntamente com

as Leis da dindmica formam o pilar fundamental da Mecéanica Cléassica ou

3A quantidade de movimento, ou momentum, de um corpo é definido como p = mo,
sendo m a massa inercial e ¥ a velocidade do corpo. Em situagdes onde m permanece

constante, %ﬁ' = m%ﬁ = md, sendo a@ a acelera¢ao do corpo.
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Newtoniana. Trata-se da Lei da Gravitagao Universal, que descreve a forca

de interacao gravitacional.

5.3.2 Lei da Gravitacao Universal

Newton guiou seu estudo das érbitas dos planetas com a hipotese de que suas
Leis da dinamica tinham carater universal, isto é, deveriam ser validas nao s6
nas situagoes cotidianas, nos fenémenos mecénicos a sua volta, mas também
para o movimento dos corpos celestes. Desta forma, Newton proporia uma
unificagao para a explicacao do movimento: as mesmas Leis da dinamica
descreveriam movimentos em escalas tao diferentes como a dos péndulos
e molas que podiam ser construidos por Newton, como a dos planetas e
outros corpos celestes. Esta situacgao é ilustrada perfeitamente com a estoria
popular* de que Newton procurava entender o movimento planetério e o da
queda de uma maga como fendémenos de mesma esséncia.

De acordo com a segunda Lei de Newton, nenhum corpo celeste que siga
as Leis de Kepler pode fazé-lo livre de forcas externas, ji que, se assim
estivessem, suas trajetorias deveriam ser linhas retas. As Leis de Kepler
também destacavam de maneira especial o papel do Sol como mantenedor
e responsavel pelas orbitas elipticas dos planetas. Newton, entao, procurou
descobrir qual forca seria responsavel pelas 6rbitas elipticas e concluiu, numa
brilhante deducao envolvendo geometria e o calculo diferencial que ele mesmo
inventara, que tal forca deveria ser atrativa, atuar na direcao definida pelo

Sol e pelo planeta em questao e ser inversamente proporcional ao quadrado

4Nao h4 registro nas obras cientificas de Newton desta estéria. Ha, porém, diversas
fontes confiaveis que afirmam que a queda de uma maca foi, mais de uma vez, usada por
Newton em explicagoes sobre a atracgao gravitacional. Nao ha nenhum relato, porém, que
sugira que a maca caira-lhe na cabega...
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da distancia do Sol ao planeta. Para que a mesma forca pudesse ser usada
para todos os planetas conhecidos, a forca também deveria ser proporcional
a massa do planeta. Para poder ser usada ainda em outras situacoes, como
no caso do movimento da Lua, idéntico ao dos planetas, porém com a Terra
como elemento mantenedor da orbita, a for¢a também dever ser proporcional
a massa do corpo mantenedor, o Sol, no caso dos planetas, e a Terra, no caso
da Lua. Matematicamente, a forca se expressaria como

mims ,

ﬁm = GTTM (5'8)

sendo F, 12 a for¢a atuando no corpo 1 devido & atragao gravitacional do corpo
2, my e mg, respectivamente, as massas (gravitacionais) dos corpos 1 e 2, r
a distancias entre os corpos 1 e 2 e, finalmente, 715 0 vetor de comprimento
unitario que aponta do centro de gravidade® do corpo 1 em direcao ao centro
de gravidade do corpo 2. Note que, apesar de nao ser uma interacao de
contato, esta forca obedece a terceira Lei de Newton, ﬁgl = —ﬁ12.6. A lei
(5.8) tém carater universal, isto é, é valida para quaisquer dois corpos no
universo, sejam a Terra e o Sol, Marte e o Sol, a Terra e a Lua, ou a Terra
e a maga. Ela é a base da Teoria de Newton da Gravitacao Universal. Do
ponto de vista epistemologico, as massas que figuram na lei (5.8) ndo tém
porque serem as mesmas presentes na segunda Lei de Newton. Do ponto
de vista observacional, Galileo houvera estabelecido a igualdade das massas
inercial e gravitacional na famosa experiéncia da queda dos corpos. Porém, os
conceitos mais modernos ainda nao estavam perfeitamente definidos. Newton

foi o primeiro a estabelecer experimentalmente a igualdade entre as massas

5A nocao de centro de gravidade foi definida por Newton nos Principia. Para nossas in-
tengoes aqui, porém, vamos nos restringir a corpos simétricos e de composi¢cao homogénea,
caso em que o centro de gravidade coincide com o centro geométrico do corpo.

6J4 que, por construcdo, f13 = —fo;
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inerciais (as da segunda Lei de Newton) e as gravitacionais (as da Gravitagao
Universal) para diversos corpos de diferentes composicoes, valendo-se, para
isso, de experimentos com péndulos. Em (5.8), G é uma constante universal,

a chamada constante de Newton.

Com a hipotese da Gravitagdo Universal (5.8) e suas leis da dindmica,
Newton pode deduzir as trés leis de Kepler. Assim, por exemplo, da hipotese
de que Marte segue as leis da dindmica e que entre Marte e o Sol h4 uma
forga de atragdo como (5.8), Newton deduziu que: 1) a érbita de Marte era
necessariamente eliptica com o Sol num dos focos; 2) no periélio, Marte se
movimenta mais rapido que no afélio (Lei das areas de Kepler, Fig. ??); 3) o
quadrado do periodo de revolucao de Marte em torno do Sol é proporcional ao
cubo da sua distancia média ao Sol. Mais que isso, Newton pode mostrar que
a constante de proporcionalidade da terceira Lei de Newton era, basicamente,
a massa do Sol. Como ja foi dito, Newton também teve sucesso com a Lei
da Gravitagao Universal ao estudar o movimento da Lua e dos corpos na
superficie da Terra, incluindo as marés. Além disso, Newton pode fazer
previsoes precisas sobre o movimento dos cometas, corpos que possuem uma

orbita eliptica com excentricidade bastante acentuada.

Os planetas seguem as Leis de Kepler em primeira aproximagao. Isto sig-
nifica que, se analisadas cuidadosamente e descritas com alta precisao, maior
que as observagoes a olho nu de Brahe, veremos que as o6rbitas reais dos pla-
netas diferem um pouco das previstas pelas Leis de Kepler. Estas pequenas
discrepancias podem, porém, ser perfeitamente explicadas pelas Leis de New-
ton. Neste sentido, as Leis de Newton merecem ser consideradas como mais
fundamentais que as de Kepler. A lei da Gravitagdo Universal (5.8) implica

que, sobre Marte, por exemplo, atuam forgas gravitacionais nao s6 devidas
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ao Sol, mas também as devidas a todos os outros corpos do sistema solar. No
entanto, sabe-se que, depois do Sol, o corpo de maior massa do sistema solar
¢ Jupiter”. Mesmo assim, a forca sobre Marte devida a Jupiter corresponde
a uma pequena fracdo daquela correspondente ao Sol. E natural, portanto,
esperar que a forca devida a Jupiter perturbe levemente a 6rbita que Marte
seguiria caso estivesse apenas sob a acao da atragao gravitacional do Sol. A
orbita real corresponde, entao, a 6rbita Kepleriana, como conseqiiéncia da
atracao do Sol, com pequenas correcoes devido a presenca de Jupiter. Todos
os outros corpos do sistema solar tém efeito completamente desprezivel na
orbita de Marte. Esta ¢ a natureza das citadas perturbacoes nas orbitas de
Urano e Netuno, que levaram a descoberta, respectivamente, de Netuno e
Plutao. Estas perturbagoes sao também bastante relevantes no estudo das

orbitas dos cometas.

Nosso tltimo comentario sobre a Gravitacao Universal de Newton é sobre
seu carater de a¢do a distdncia instantdnea. A lei (5.8) nao faz referéncia
ao estado de movimento de nenhum dos corpos envolvidos. Isto significa
que, independente do estado de movimento do corpo 2, se em repouso, em
movimento retilineo uniforme ou acelerado, a forca sobre o corpo 1 sempre
apontaréd na direcao do corpo 2. Para apontar sempre na dire¢cao do corpo 2,
a forca sobre o corpo 1 deveré se orientar instantaneamente a fim de seguir o
movimento do corpo 2. Apesar de ser perfeitamente adequada aos fenémenos
que Newton pretendia descrever, veremos a frente que este carater de acao a
distancia instantanea é incompativel com um dos pilares da fisica moderna,

a Teoria da Relatividade de Einstein.

"Ver o apéndice.
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5.4 O Universo Mecanico

O poder preditivo das Leis de Newton mudou definitivamente a atitude do
Homem diante do universo. Os movimentos de todos os corpos celestes,
nao importando a sua complexidade, poderiam ser explicados, em principio,
a partir das Leis fundamentais da Mecanica e da Gravitacao Universal de
Newton. A mecéanica Newtoniana foi, sem divida, o grande triunfo do mé-
todo cientifico. Nunca antes a razao humana pudera compreender de uma

maneira tao intima uma gama tao vasta de fendmenos.

O extraordinario e inédito poder de sintese das Leis de Newton as desta-
cava de todos os outros modelos propostos anteriormente para a descricao de
qualquer outro fenémeno natural. Nao foi sem espanto que o Homem cons-
tatou a inexplicavel eficiéncia destas regras matematicas na descricao dos
fendmenos naturais, como nos relata o grande matemético francés do século
XX, Henri Poincaré: “A andlise matemdtica (... ) ndao seria apenas um jogo
da mente? Seria apenas uma linguagem conveniente ao fisico? Nao seria
este um auxilio mediocre e, estritamente falando, dispensdvel? E nao seria
de se temer que essa linguagem artificial fosse um véu interposto entre a re-
alidade e a visao do fisico? Longe disso; sem essa linguagem, a maior parte
das analogias intimas das coisas teria ficado para sempre desconhecidas por
nads; e teriamos ignorado eternamente a harmonia interna do mundo, que é

(...) a unica realidade objetiva verdadeira’|?|.

Um dos grandes nomes associados a disseminacao e aplicacao das Leis de
Newton foi o do matematico e astronomo francés Pierre-Simon Laplace. Sua
obra Meécanique Céleste, o tratado fundamental usado por vérias geragoes

de cientistas, moldou a concepgao mecéanica do universo, presente de forma
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marcante em nosso cotidiano até os dias de hoje. As bases matematicas e
geométricas para as anélises das pequenas discrepancias na érbitas Kepleria-
nas discutidas acima vieram da obra de Laplace. Sua Mecanica Analitica era
capaz de explicar todos aqueles movimentos, periédicos ou nao, dos corpos
celestes que despertaram o interesse a admiragao do Homem desde os primor-

8 e sua confianca’

dios da civilizacao. A crenca de Laplace no determinismo
nas Leis de Newton levaram-no a afirmar o seguinte em seu FEssai philosophi-
que sur les probabilités de 1814: “Pode-se considerar o estado presente do
universo como um efeito do seu passado e uma causa do seu futuro. Uma
inteligéncia que, num certo momento, soubesse todas as forcas que atuam
na natureza, a posi¢ao de tudo que a compoe, que fosse capaz de analisar
todos estes dados e representar numa unica formula o movimento de todos
0s corpos do universo, dos maiores aos menores; para esta inteligéncia, nada
seria incerto e o futuro seria, como o passado, presente ante os seus olhos’.

Essa inteligéncia a qual se refere Laplace foi chamada, por seus sucessores,
de Demonio de Laplace. Se ela existisse, nosso livre-arbitrio seria apenas uma
ilusao, o que nao é uma grande surpresa se o determinismo for admitido como
universalmente valido. Nossas agoes futuras, nossos pensamentos, tudo isso
poderia ser previsto pelo Demonio de Laplace se este conhecesse as leis que
regem o funcionamento de nossos cérebros, suas composicoes, seus estados
exatos num dado instante de tempo e suas interrelagcoes com o universo a

nossa volta. A possivel existéncia ou nao deste Demonio foi assunto de varios

8Corrente filosofica segundo a qual todo e qualquer evento é causalmente determinado
por uma cadeia de eventos anteriores.

9Deve-se notar a diferenca entre “crenca” e “confianca’” nesta afirmacdo. A confianca
nas Leis de Newton provém do seu sucesso na previsao de diversos fendmenos, em ultima
analise, de sua verificacdo experimental em situagoes perfeitamente controladas. Corren-
tes filosoficas como o determinismo do século XIX, nao sdo passiveis, em principio, de
verificacao experimental.
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debates durante o século XIX. Uma resposta definitiva, porém, s6 chegaria

no inicio do século XX, dos estudos de Henri Poincaré.

Felizmente, as discussoes filosoficas sobre a existéncia e as nefastas con-
seqiiéncias do Demoénio de Laplace para o empreendimento humano de buscar
um entendimento auténtico e profundo da natureza, nao impediram o avango
nas questoes da mecénica celeste. As Leis de Newton, compiladas de forma
magistral e inspiradora por Laplace, sugeriam que, efetivamente, todos os
movimentos de todos os corpos conhecidos do sistema solar!® poderiam ser
descritos por leis relativamente simples. Cada planeta, por exemplo, teria
sua Orbita descrita por uma equacao que poderia ser obtida da segunda lei
de Newton e das forcas de atracao gravitacional do Sol e dos outros planetas.
Teriamos, assim, uma versao restrita e muito menos pretensiosa do Demo-
nio de Laplace. Poderiamos, em principio, descrever o movimento futuro
de todos os corpos do sistema solar se conhecéssemos seus estados de movi-
mento num dado instante de tempo. No caso da Terra, por exemplo, o efeito
da atracao gravitacional dos outros planetas se manifestaria, conforme ja
dito, como pequenos desvios da orbita Kepleriana em torno do Sol. Porém,
nao poderia ser possivel que estes pequenos desvios se combinassem a fim
de termos uma grande mudanca, da mesma maneira que com pequenos im-
pulsos a intervalos corretos uma crianga pode conseguir grandes amplitudes
de movimento numa balanca? FEsta é a questao da estabilidade do sistema
solar, que, em palavras simples, consiste em perguntar se o efeito dos ou-
tros corpos, mesmo que pequenos, poderia alterar qualitativamente a 6rbita

Kepleriana de um planeta. A relevancia desta questao é 6bvia. Pequenas

190 Apéndice ?? contém uma descricdo dos principais corpos que compde o sistema
solar.
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alteragoes da orbita da Terra, poderiam, por exemplo, implicar em pequenas
alteracoes na duracao do ano que, acumuladas durante um grande intervalo
de tempo, poderiam acarretar grande variagoes, implicando em mudancas
climéticas catastroficas. Note que a escala de tempo da civilizacao humana
(aproximadamente 10.000 anos) é muito pequena se comparada com as esca-
las de tempo dos fenémenos celestes. Tais pequenas variagoes podem estar

ocorrendo, sendo imperceptiveis em escalas humanas.

Em 1887, como parte das comemoracoes do sexagésimo aniversario do
Rei Oscar II da Suécia, foi instituido um prémio para quem respondesse a
questao da estabilidade do sistema solar. Poincaré apresentou uma monogra-
fia sobre o problema dos trés corpos, uma versao mais simples do problema
do sistema solar que consiste em considerar apenas trés corpos que se movem
sob mutua atragao gravitacional. Poincaré mostrou que os corpos podem se
mover de maneira cadtica, o que significa que pequenas imprecisoes das po-
sicoes iniciais dos corpos podem acarretar evolucoes temporais radicalmente
diferentes. Como qualquer dado observacional contém necessariamente im-
precisoes associadas, seria impossivel fazer previsoes sobre o estado futuro
de sistemas como os dos trés corpos. A monografia de Poincaré inaugura
o estudo das dinamicas cadticas e praticamente elimina a possibilidade de
um Demodnio de Laplace. Mesmo que existisse, sua capacidade de descrever
o futuro seria minada pelas caracteristicas da dindmica caodtica tipica dos

sistemas complexos.

Somente em anos recentes foi possivel abordar o problema realistico da
estabilidade do sistema solar como posto pelo prémio oferecido pelo Rei Oscar
II. A concluséo é que os planetas internos (Marte, Terra, Vénus e Mercurio)

tém orbitas irregulares, ou cadticas. Uma imprecisao de 15 metros na posi¢ao
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da Terra hoje faz com que seja impossivel prever seu estado de movimento
daqui a 100 milhoes de anos, podendo, inclusive, ser ejetada do sistema
lar't. Os pl Orbi 1
solar*". Os planetas externos parecem ter orbitas regulares.
A mecénica newtoniana é um dos dois pilares da Fisica Classica; ao outro,

o eletromagnetismo de Maxwell, sera dedicado o préximo capitulo.

QO leitor deve notar que ndo ha motivos para panico. Nao é claro se, dentro de 100
milhoes de anos, o Sol ainda podera nos proporcionar energia como o fez até agora...



