Física matemática I — FMA204 Primeira prova — 18/abril/2001 Gabarito

1. Uma solução particular da equação não homogênea é

y_p(x) = 1 1 + w^2 e^x . Somando-se a solução geral da equação homogênea temos

y_{geral}(x) = y_p(x) + C_1 sin(ωx) + C_2 cos(ωx) ,

onde C_1 e C_2 são constantes que são determinadas impondo as condições iniciais dadas.

C_1 = − 1 ω(1 + ω^2) e C_2 = ω^2 1 + ω^2 . 2. Substituindo u = R(ρ)Φ(φ)Z(z) na equação de Helmoltz e dividindo por u vem que 1 Rρ d dρ ( ρ dR dρ ) + 1 ρ^2Φ d^2Φ dφ^2 + 1 Z d^2Z dz^2 + k^2 = 0 ,

donde segue que 1 Z d^2Z dz^2 = α = constante.

Usando este fato e multiplicando por ρ^2 temos ρ R d dρ ( ρ dR dρ ) + 1 Φ d^2Φ dφ^2 + (α + k^2)ρ^2 = 0 ,

levando a 1 Φ d^2Φ dφ^2 = β = contante e ρ R d dρ ( ρ dR dρ ) + β + (α + k^2)ρ^2 = 0 .

3. Usando as fórmulas com L = 1/2 vem que f(x) = 1 8 + ∞∑ n=1 [ (−1)^n − 1 2n^2π^2 cos(2nπx) +

(−1)^{n+1} 2nπ sin(2nπx) ] . Usando o teorema de Fourier a séria converge para 1/4 no ponto x = 1/2.

4. Neste caso L = π e f(x) = sin(απ) π [ 1 α + ∞∑ n=1 (−1)^n 2α α^2 − n^2 cos(nx) ] . A identidade segue de avaliar a expressão acima para x = π.

5. Sejam u_1 e u_2 soluçòes do problema. Definimos U = u_1 − u_2 a qual satisfaz ∇^2U(x) = 0 , e a condição de contorno U(x) = 0 para x ∈ S .

Dessa condição de contorno segue que I = ∫ S dSn · U∇U ≡ 0 . Usando o teorema de Gauss e a equação para U acima segue que I = ∫ V d^3x|∇U|^2 = 0 .

Portanto ∇U = 0 e U é constante em V . Como ela vale 0 em S temos que U = 0, levando a u_1 = u_2.