Capitulo 14

Método Variacional

Neste capitulo discutiremos o método variacional para o estudo de es-
tados ligados. Este é um método alternativo a teoria de perturbagao e
muito empregado em célculos realistas. O método variacional permite
obter respostas “mais precisas” que a teoria de perturbacao para um
mesmo esforco de calculo. Além disso, ele pode ser usado para estudar
efeitos nao perturbativos, 7.e. efeitos em que a expansao em série de
Taylor perde contribuicoes importantes.

14.1 Aspectos tedricos

Uma das bases do método variacional é o fato do valor esperado da
hamiltoniana num estado qualquer | W) obedecer

(W H|W) > By, (14.1)

onde Fj é a energia do estado fundamental e assumimos que o estado
| W) estd normalizado, ou seja (U|W) = 1. Para provar este resultado é
conveniente expandir o estado | W) na base dos autovetores de H,

W) = ch‘un> , (14.2)

onde o autovetor |u,) estd associado ao autovalor E, e donotamos
por n = 0 o estado fundamental. Como vimos anteriormente, o valor
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esperado de H neste estado pode ser escrito como

(WIH[T) = 3 |eal* By . (14.3)

Tendo em vista que Ejy é menor que qualquer outra energia segue que

(UIHIT) > > |eal’EBo = Eo Y lea)®. (14.4)

Agora utilizando que | V) estd normalizado a tltima série é igual a 1
e obtemos o resultado (14.1). Note que a igualdade s6 é alcangada
quando ¢y = 1 e todos os coefecientes ¢, sdo nulos, ou seja |¥) é o
estado fundamental do sistema.

Um outro aspecto importante é a possibilidade de obtermos os au-
toestados e autovalores da hamiltoniana do sistema através de um
principio de variacional. Consideremos o valor esperado da hamilto-
niana do sistema no estado |¥);

Ew)] = (V[H|W). (14.5)

Note que &[|¥)] é um funcional do estado |¥), ou seja associa um
numero real a cada |W). Requerendo que & seja estacionario com re-
speito a variagoes arbitrarias de | W) e que | V) esteja normalizada,
segue que os estados | V) devem ser solugao do problema de autovalores
da hamiltoniana nos pontos estacionarios. Para provarmos este resul-
tado, inicialmente devemos introduzir um multiplicador de lagrange A
para impor o vinculo de que a fungao deve estar normalizada.

FI)] = (VIH[T) — A(T[W) (14.6)

Variagoes arbitrarias |0¥) em torno de um vetor |¥) que deixa F
estacionario devem anular-se, ou seja,

OF = (V[H|0Y) — AN(V[6U) + (0V|H|W) — A0V |P) | (14.7)

=  (V|H = \dVU) + (V|H — A\|¥) = 0. (14.8)

As variagoes |0¥) e (JV¥| nao sdao independentes, contudo, estas
podem ser facilmente separadas. Tendo em vista que |dW) é arbitrario,
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a ultima equagao acima também é vélida para variagoes i|0W), acar-
rentando que

(V| H — A\oU) —i(0U|H — A\|¥) = 0. (14.9)
A partir de (14.8) e (14.9) concluimos que
(OU]| (H—=A)|¥) =0 bem como (¥|(H—MN)|dV) =0 (14.10)

Uma vez que as variagoes |dW) sdo arbitrarias e que H é hermitiano,
obtemos que o funcional £[| V)] é estacionario se | V) for autoestado de
H, isto é,

H|T) = \|T) . (14.11)

14.2 Método de Rayleigh—Ritz

Em situacao praticas é improvavel que consigamos fazer variagoes ar-
bitrarias do estado | W) para obter o valor exato da energia do estado
fundamental de um sistema. Contudo, podemos utilizar o método varia-
cional para obter calcular aproximadamente esta energia. A equacao
(14.1) garante que sempre obtemos um limite superior para a energia do
estado fundamental, mesmo quando nao fazemos variagoes arbitrarias.
O método de Rayleigh—Ritz consiste em escolher uma classe limitada
de fungoes as quais dependem de N parametros livres a;

|T) = U(ay, ..., ay) (14.12)

e a posterior utilizacao para calcular

(V]H|w)
E(al,...,aN) = = (1413)
(v]w)
Obtemos uma estimativa da energia do estado fundamental minimizando
E(ay,...,ay) com respeito aos parametros a,.
OF
=0 para i=1,...,N (14.14)

8&2‘ a

J
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Entao estimamos que Epng = E(ag, . ..,ay). Obviamente a qualidade
do resultado depende da classe de fungoes escolhida.

Em geral, a escolha das fungoes de teste deve ser conduzida pelo
nosso conhecimento do sistema e suas propriedades gerais. Por ex-
emplo, para miminizar a energia cinética do estado devemos escolher
funcoes tentativa que possuam momento angular ¢ = 0, ou seja, estas
fungoes nao dependem de 6 ou . Mais ainda, sabemos que o estado
fundamental nao se anula exceto nos limites espaciais do sistema.

14.2.1 Exemplo

Estimemos a energia do estado fundamental do atomo de hidrogénio
cuja hamiltoniana é dada por

2 2
p e
=———. 14.15
2u T ( )
Inicialmente, escolhamos a funcao tentativa
U(x)=e " (14.16)

onde « é o parametro que iremos variar. Note que ela satisfaz os req-
uisitos listados acima. Um calculo direto fornece que

(V|H|W) h*a®

E(a) = ) = on —e‘a. (14.17)

A condi¢do de minimo neste caso é

dE I’ 2 1
da 1 h ao

onde aq é o raio de Bohr. Neste caso

1 pet

Ela)=— —
( ) 2 h2

que ¢é o resultado exato ja que a nossa parametrizacao incluia o estado

fundamental.
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A titulo de ilustragao estimemos a energia do estado fundamental
do atomo de hidrogénio utilizando as fungoes tentativas, inspiradas na
solugao oscilador harmonico tridimensional,

U(x) =e 2" (14.18)

3n?
E(a) = —a — 2¢? e
4 s
E(a) é minimo para
O 16ef? 16 1
a= =
9rh* 97 a}

sendo o seu valor neste ponto dado por

1 pet 8 1 pet

Brna = B(@) = =3 G x50 > =5 97

Note que a estimativa de FEp,,q possui um erro de aproximadamente
15%.



