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Capitulo 2

Postulados Cinematicos da
Mecanica Quantica

No capitulo anterior discutimos alguns aspectos qualitativos da Meca-
nica Quantica, porém sempre pecamos pela falta de precisao, pois
estavamos falando de algo que nao haviamos ainda definido! Neste
capitulo e no préximo cobriremos essas lacunas de precisao, bem como
explicitaremos as bases (postulados) da Mecanica Quantica. Uma vez
que a Mecanica Quantica é totalmente diferente da Mecanica Classica
em aspectos qualitativos, é impossivel deduzir a primeira partindo da
segunda. Neste capitulo postulamos os aspectos cineméaticos da Meca-
nica Quantica, i.e. aqueles que independem do sistema sendo analisado.

2.1 Postulados Cinematicos

2.1.1 Primeiro Postulado: Estados

O estado de um sistema quantico é totalmente representado
através de uma func¢ido de onda complexa ¥(x,t), sendo vilido
o principio da superposigao.’

'Em geral, como veremos no capitulo 5, um estado pode ser mais que uma
fun¢do de onda. H4 sistemas quanticos para os quais o conceito de estado deve ser
generalizado.

13



14  Capitulo 2. Postulados Cinematicos da Mecanica Quantica

Este postulado significa que toda a informacao sobre o sistema estd
codificada na fungdo de onda ¥(x,t), a qual estd definida apenas no
espago das configuracdes do sistema, i.e. esta funcdo depende apenas
de x e nao de p. Note que esta escolha é coerente com as relagoes
de incerteza, ja que nao ha a necessidade de medir simultaneamente x
e p com precisao arbitraria para avaliar ¥. Além disso, a funcao de
onda ¥ nao é um observavel fisico por ser complexa. A primeira vista
isto parece estranho, todavia devemos nos lembrar que em eletromag-
netismo também trabalhamos com objetos nao observaveis, a saber, os
potenciais escalar e vetor.

Por exemplo, o estado de um sistema pode ser dado pelas seguintes
fungoes de onda:

\Ifl(X) = Nleik'x, (21)
(0% 3/4 a2

Us(x) = (E) erresr (2.2)

Ty(x) = / &Pk g(k)e> | (2.3)

Wy(x) = Nye 31X (2.4)

7.

E importante frisar que, assim como um ponto no espaco de fase
(p,x) pode representar o estado de uma particula independentemente
do sistema que estejamos considerando, uma fun¢ao de onda ¥ também
representa um estado quantico sem ser necessario especificar qual sis-
tema estd sendo analisado. Por exemplo, as fung¢oes de onda acima
podem representar estados de particulas livres, osciladores harmonicos,
atomo de hidrogénio, etc.?

Dado o carater ondulatério da matéria, assumimos que combinacoes
lineares de estados ¥, e ¥,

U(x,t) =1 ¥(x,t) + cUs(x, 1), (2.5)

com c; e cy constantes complexas também sao estados possiveis do
sistema. Esta propriedade possibilita a existéncia de interferéncia e
difracao, fatos estes observados experimentalmente. Note que a funcao

2F 6bvio que devemos tomar cuidado com condi¢des de contorno, a exemplo do
que é feito classicamente com uma particula confinada numa caixa.
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de onda (2.3) acima pode ser interpretada como uma superposi¢io de
estados da forma (2.1), onde as constantes sdo dadas por g(k).

O principio da superposi¢cdao nada mais é do que uma manifestagao
da estrutura matematica da Mecanica Quantica: se a combinacao linear
de dois estados é um estado entao o conjunto dos estados do sistema
forma um espago vetorial sobre os complexos! Este é um grande
salto em relacdo a Mecanica Classica ja que o espaco dos estados, se-
gundo esta ultima, é o espaco de fase (x, p).

Agora que sabemos quais sao os possiveis estados do sistema e que

estes nao sao observaveis, precisamos postular a interpretacao da funcao
de onda .

2.1.2 Segundo Postulado: Interpretacao Estatistica
Interpretamos |¥(x,t)|> como sendo a densidade de probabili-
dade de encontrarmos a particula no ponto x. Isto significa que
a probabilidade (P(x)) de encontrar uma particula num volume d*x
em torno do ponto x é dada por

P(x) = [(x,1)? d*x . (2.6)

Note que esta interpretacao é coerente com as experiéncias de inter-
feréncia e difracao, pois podemos assim associar o numero de particulas
chegando a um dado ponto com |¥(x,?)|?>. Além disso, esta inter-
pretacdo para ¥ acarreta que a posicao x é uma variavel aleatéria.

Para que esta interpretacao probabilistica seja coerente é necessario
que

/d3x W(x, )2 =1, (2.7)

i.e. a probabilidade de encontrar a particula em algum ponto do espago
deve ser 1. Deste requerimento segue que a funcao de onda ¥ deve ser
de quadrado integrdvel.?
Exemplos

As densidades de probabilidade associadas a ¥, ¥y e W, acima sao
respectivamente dadas por

fi(x) = ¥ (x)]*> = |Ni|* (constante), (2.8)

3Mais tarde mostraremos que devemos generalizar os nossos conceitos.
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(0% 3/2 2
Rx) = [P = (2)7 e, (29)
fi(x) = |y (x)> = |[NyJPemol, (2.10)

Para que f; e f, possam ser interpretadas como densidades de proba-
bilidade devemos escolher Ny e N, de modo a ter a Eq. (2.7) satisfeita.*

Exercicio: Calcule Ny (Ny) para que a densidade de probabilidade
f1 (f1) esteja devidamente normalizada.

A necessidade de normalizarmos a densidade de probabilidade |¥|?
associada ao estado W(x,t) leva-nos a interpretar como sendo equiva-
lentes (ou iguais) duas fungbes de onda que difiram apenas por uma
constante (complexa) multiplicativa. E interessante notar que, apesar
deste conceito de igualdade de funcoes de onda, o conjunto de todos os
estados possiveis forma um espaco vetorial.

2.1.3 Terceiro Postulado: Valores Médios

Agora vamos voltar a nossa aten¢do para a relacao entre o estado de
um sistema e valores de observaveis fisicos. Para tanto postularemos
como obter valores médios de medidas de observaveis fisicos, tais como
posicao, momento, energia, momento angular, etc.

Valores médios de funcoes da posicao

Dado que |¥(x,t)|?> é a densidade de probabilidade da particula ser
encontrada no ponto x, x é uma variavel aleatéria cuja média da com-
ponente j é dada por

(x;) = /d3x x| (x, t)[2 . (2.11)

Com esta interpretagao é natural associar Ax;, utilizado no primeiro
capitulo, ao desvio padrao desta variavel aleatoria.

(Axy)? = [ d'x (x; = (%) [ (x, 1) (2.12)

4No caso de f; devemos ainda considerar que o espaco seja finito.
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Por exemplo, utilizando o estado gaussiano dado pela Eq. (2.2) temos
que
1

() =0 e (&%) = 5.
E também imediato verificar que o valor médio de uma funcéo f(x)
¢ dado por

Ux) = [dx FENE D,
- / dx U (x, 1) f(x)U(x, 1) | (2.13)

onde reescrevemos a expressao visando uma notagao unificada com o
restante deste capitulo.

Valores Médios de um Observavel Qualquer

Uma vez que a posicao x foi interpretada como sendo uma variavel
aleatoria é natural considerar que todos os observaveis fisicos também
sejam varidveis aleatérias, ja que estes, em geral, sao func¢oes da posicao.
Logo, devemos definir como relacionar o estado ¥ de uma sistema com
valores médios dos observaveis. Para um estado satisfazendo a condicao
de normalizagao (2.7), postulamos que:

O valor esperado de qualquer varidvel dindmica A(p,x) é
dado por

(A) = / dx T (x, 1) Aop U(x, 1) , (2.14)

onde Aop é um operador linear o qual “pode” ser obtido do
seu andlogo cldssico A, (p,x) através de Aop = 4.1(2V,x). Uti-
lizando esta regra notamos que o operador posi¢ao é realizado pela
multiplicacao pelo argumento da fun¢ao, ao passo que o momento é o
gradiente da fungao multiplicado por A/i.

E importante frisar que, por causa do carater probabilistico da
Mecanica Quantica, estes valores esperados representam a média do
observavel obtida numa série de experimentos iguais e nao o resultado
de uma medida isolada.
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Exemplos

e Utilizando esta regra para associar operadores a observaveis temos
que o valor médio da componente 5 do momento linear é dado por

(pj) = /d3x U*(x, t)hvj\ll(x, t), (2.15)

i
enquanto o valor esperado da energia ((H)) de um sistema, cuja hamil-
toniana classica é dada por H = % + V(x), é obtido calculando

(i) = [ ¢ v (x,1) [% (Ev)Q + V()

— (= U(x,1) . (2.16)

e Mais concretamente, para uma particula livre (V' = 0) cuja fun¢ao
de onda é dada pela Eq. (2.2) temos que

(p) = hky, 217
<H> = /d3X \I/;(X’ t) [_;_mVQ] \112()(’ t) — h k() 3h

—-—a(2.1
2m +4ma( 8)

e Os operadores associados as componentes do momento angular
orbital (L = x A p) sao dados por

h 0 0
h 0 0

L, =zp,—xp, = = <Za_x — x£> , (2.20)
h 0 0

L, =xpy—yp, = 7 <x8_y - y(?_:v) . (2.21)

Como vimos acima, os observaveis fisicos (A) foram transformados
em variaveis aleatérias cujas médias sabemos calcular. Podemos utilizar
este postulado também para calcular suas variancias através de

(AA)? = / dPx U (x) [Ayp — (AN T(x) . (2.22)
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Por exemplo, para o estado gaussiano dado pela Eq. (2.2) temos que a
variancia da componente ;7 do momento é dada por
52
(Ap;)® = 5 o (2.23)

Note que para este estado Az Ap, = h/2. Como mostraremos neste
capitulo, este é o valor minimo para o produto dessas incertezas.

Dada a importancia dos operadores no formalismo da Mecanica
Quantica vamos agora analisar suas propriedades, bem como quais os
requisitos que estes devem satisfazer para representar um observavel
fisico.

2.2 Aspectos Matematicos

2.2.1 Propriedades dos observaveis

Um primeiro vinculo que os operadores associados a observaveis fisicos
devem satisfazer é que o valor médio (A) deve ser um nimero real, ou
seja,
(4) =(4)".
Portanto a seguinte igualdade deve ser satisfeita,
/ dPx U (x, 1) Aop U (x, 1) = / @*x (Aop¥(x,1)) T(x,1) . (2.24)

Os operadores que satisfazem esta igualdade sao chamados de hermi-
tianos.

Exercicio: Mostre que para um operador hermitiano A temos que
[d3x U*AD = [d®x (AV)*®, para qualquer par de funcoes ¥, ®.
Exemplo: operador posicao

Vimos acima que o operador associado a posicao é simplesmente a
multiplicacao por x. E facil ver que este operador é hermitiano:

/ Bx (xV(x, 1)) U(x, 1) = / dx U (x, )x(x, {) (2.25)

uma vez que X é real.
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Exemplo: operador momento

Definimos o operador momento como sendo %V, mas sob que condicoes
este operador é hermitiano? Para responder a esta pergunta avaliamos
(2.24):

0 B
(Pop) — (Pop)* = /d3X l\Il*;V\IJ—\II_—Z.V\II ,
h 3 *
- ;/de(\I!\II), (2.26)
h \
- ;/dS n U

onde n é a normal exterior a superficie do volume considerado. Caso
0 espaco seja infinito, as fung¢oes de onda devem tender rapidamente
a zero a grandes distancias (R — o00) a fim de garantir que sejam
normalizaveis. Com isto a dltima integral anula-se.

Exercicio: Mostre que a integral acima realmente se anula para
funcoes de quadrado integrdvel.

Exercicio: Mostre que a hamiltoniana
2

H= 2p—m +V(x) (2.27)

€ hermitiana se p e X o forem.

2.2.2 Autovalores

Dado um operador linear A, dizemos que a constante a é um autovalor
de A e ¥, é o correspondente autovetor (autofuncao) se

AV, = a¥, . (2.28)

Exemplo

A funcao de onda _
U(x,t) = Nellkx—wt) (2.29)
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¢ autofuncao do operador momento %V com autovalor p = hk:

E’VNei(k-xfwt) — hkNei(k-xfwt) ,
i
e também da Hamiltoniana H = ;- (2V)?
21,2
HNei(k-xfwt) — h’k Nei(k-xfwt)
2m ’

sendo o autovalor da energia dado por h°k?/2m.

Dado que o formalismo da Mecanica Quantica é baseado em opera-
dores lineares, temos que o uso dos autovetores e autovalores é muito
comum como veremos extensivamente.

2.2.3 Autofuncoes e autovalores de operadores hermi-
tianos

Uma propriedade importante dos operadores hermitianos é que os seus
autovalores sao reais. Este fato pode ser demonstrado multiplicando a
Eq. (2.28) por ¥# e integrando em d*x

/ dPx VAV, = a / dx U,
_ / Px (AV,)" U, = a* / dx U, | (2.30)
onde utilizamos que A é hermitiano. Logo,
(a— a*) /d3x T, =0 (2.31)

e temos que a é real (a = a*) j& que [d®x UI¥, = 1.
Antes de prosseguirmos é interessante ressaltar que a quantidade

/ dx U (x, 1)Uy (x, 1) (2.32)

é um produto escalar entre ¥; e W5 no espaco das funcoes quadratica-
mente integraveis. Com isso em mente, dizemos que duas funcoes ¥, e
W, sao ortogonais se

/ dPx W (x, ) Uy(x,8) = 0 . (2.33)
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Exercicio: Mostre que a Eq. (2.32) de fato define um produto no
espacgo vetorial das funcgoes de quadrado integrdvel.

Outra propriedade importante dos operadores hermitianos é que
autofuncgoes associadas a autovalores distintos sdo ortogonais. De fato,
se AV, = a;¥,, (com i=1,2...), entdo a igualdade

[ax v av, = [ax (4v,,) v, (2.34)
implica que
(a; — ay) / d’x U W, =0 (2.35)
Logo, para autovalores distintos ( a; # a; ) temos que
3 *
/dx\lfajklfak:O,
ou seja, ¥, é ortogonal a ¥, para a; # a.
Posturema: Vamos assumir sem prova que o conjunto dos autovetores
de um operador hermitiano A forma uma base do espaco.® Isto significa

que podemos escrever qualquer estado ¥ como uma combinagao linear
dos autovetores (¥,,) do operador A

U= ¢0, , (2.36)
k

onde 0s ¢ sao constantes. Uma vez que o operador A é linear sempre
podemos escolher suas autofungoes tais que

/ dx U Wy, = b, (2.37)

i.e. com o ajuste de uma constante multiplicativa o conjunto de auto-
valores de A forma uma base ortonormal.® Além disso, com esta escolha
da normalizacao temos que

o = / dx T (%) (x) . (2.38)

5Isto é verdade para espacos vetoriais de dimens3o finita, sendo necesséria a sua
demonstracio caso a caso para espacos de dimensdo infinita.

6Neste ponto estamos esquecendo a possibilidade de degenerescéncia, fato este
que ndo invalida esta propriedade, mas requer apenas mais cuidado.
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Exercicio: Mostre a Eq. (2.38) utilizando as Eqs. (2.36) e (2.37).
Qual a interpretacdo geométrica deste resultado?

2.2.4 Comutatividade

Um aspecto importante do uso de operadores em Mecanica Quantica
é que operadores em geral nao comutam, i.e. AB # BA. Definimos
o comutador de dois operadores A e B como sendo o operador [A, B|
dado por

[A,B] = AB — BA. (2.39)

Exemplo: [p]7 Xk]

Os operadores x e p nao comutam. De fato,

para qualquer funcao W. Isto permite-nos concluir que
h
[P, %] = L (2.40)

E interessante notar que o comutador acima possui uma relagao sim-
ples com o resultado em Mecanica Cldssica para o colchete de Poisson
(Eq. (1.10)) das mesmas variaveis, sendo dado pelo resultado cldssico
multiplicado por 7 /i.

Uma conseqiiéncia da nao comutatividade dos operadores é a pos-
sivel existéncia de ambigiiidades na definicdo de observaveis que en-
volvam na sua expressdo classica produtos de observaveis (operadores).
Por exemplo, se um observavel classico envolve o produto xp é possivel
associar a este trés expressoes quanticas diferentes, a saber,

. 1 i
xp , px(=xp—ih) e o(xp+px)(=xp-h).

Em alguns casos, como este exemplo, é possivel eliminar as ambigiiidades
impondo que o operador seja hermitiano. Todavia, no caso geral, pode
ser que existam varias escolhas conduzindo a operadores hermitianos.
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Partindo da definicio podemos mostrar as seguintes propriedades
dos comutadores:

[A,B] = —[B,A], (2.41)
[A,c1B +cC] = [A,B]+ A, C], (2.42)
[A,BC| = B[A,C]+[A, B|C, (2.43)

onde A, B, e C sao operadores e ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

Exemplo: momento angular orbital

Utilizando a relacao de comutacao entre x e p e as relacoes acima
podemos mostrar que

(Lo, L, = kL, (2.44)
(L, L] = ihL,, (2.45)
(L., Li] = kL, . (2.46)

2.3 Consegqiiéncias dos Postulados Cinematicos

2.3.1 Estados com incerteza minima

Dado um operador hermitiano A sabemos que as medidas desde ob-
servével fisico sdo caracterizadas pela sua média (A) e pelo seu desvio
padrao

AA = /(A — (A))2) . (2.47)

Podemos perguntar qual a classe de estados ¥, que possuem a in-
certeza minima, i.e. quais sao os estados para os quais AA é minimo.
Dado que AA > 0, estes estados sao aqueles para os quais AA = 0.
Note que

[dx A ()72u, = [dx (A= (4)¥,)" (A= ()T,

- /d3x (A— (A)T2=0,  (2.48)
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onde usamos que A — (A) é hermitiano (prove!). Logo, se a incerteza
na medida é minima (nula) temos que

(A= (A)T, =0,

ou seja, ¥, é um autovetor de A com autovalor (A). Além disso se ¥,
é um autovetor de A entao é facil ver que

(A™) = ((A)" .

2.3.2 Resultados de medidas de observaveis

O 1ltimo postulado que enunciamos trata da ligacao entre o estado do
sistema W (x, t) e a média de medidas de um observavel A. Todavia, este
postulado nao explicita quais podem ser os possiveis resultados de uma
medida do observavel A. Nesta secao, vamos utilizar as propriedades
de operadores hermitianos e a fungdo caracteristica da distribuicdo de
probabilidades da variavel aleatéria A para provar que os possiveis re-
sultados de uma medida de A sdo seus autovalores.
Calculemos a funcdo caracteristica (€%“), a qual é dada por

(€4y = / dx W (x) €40 (x) | (2.49)
onde o operador linear (prove!) €4 ¢ definido através da série
AT =Y (“5') A" (2.50)
n=0 n.

Agora, utilizamos que qualquer estado ¥ pode ser escrito como a
superposigao linear das autofuncoes de A (Eq. (2.36)), normalizadas
segundo a Eq. (2.37), (¥ = Y, ¢¥,,)

AT = 413 o, (2.51)
k
= cheigA\Ilak, (2.52)
k

onde a tltima igualdade vem do fato de ¢%4 ser linear. Usando que
¢4, =%,  obtemos que

AT =3 e, (2.53)
k
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Logo, substituindo este resultado na expressdao para a funcdo carac-
teristica temos que

() = Y cpeite / dPx T (x) T, (x) (2.54)
= ijeif“k\ckV, (2.55)

onde empregamos o complexo conjugado da relagao (2.38).

Logo, os possiveis resultados de uma medida do observavel
A sao os seus autovalores. Mais ainda, a probabilidade de
obter-se um dado a; é dada por |c;|?, onde ¢; é o coeficiente
de V¥, na expansao do estado do sistema em autofuncoes nor-
malizadas de A.7

Note que os resultados possiveis de uma medida do observavel A
dependem do operador associado a ele e independem do estado ou do
sistema sendo considerado. Todavia, a probabilidade de obter-se um
dado resultado depende do estado (¥) do sistema.

E interessante notar que a soma das probabilidades dos diversos
resultados é de fato um, desde que a funcdao de onda ¥ esteja propria-
mente normalizada. De fato, a partir de (2.55) vemos que para £ =0

(€)= = (1) = Zk: [ (2.56)
Agora utilizando (2.49) para & = 0 vemos que
(1) = / dPx U (x) U (x) . (2.57)
Portanto, se ¥ estiver normalizada, como deveria estar, temos que

el = /d3x T (x)U(x) = 1. (2.58)

Podemos ainda utilizar esta expressao para a fungao caracteristica

para obter que
(A" = Y [exaj. (2.59)
k

Dada a interpretacao probabilistica de |c;|?, este resultado é absoluta-
mente natural.

"Em vérios livros textos, este resultado é introduzido como sendo um postulado.
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2.3.3 Relacoes de Incerteza

Mostraremos agora que as relagoes de incerteza discutidas no capitulo
anterior sao uma conseqiéncia natural dos postulados da Mecanica
Quéantica. Definimos (AA)? através de

(A4) = ([A— ()], (2.60)

o qual pode ser escrito na forma

= [dx (A=) [(A- ()], (261)
onde utilizamos que o operador A — (A) é hermitiano. Logo, temos que

(AA*(AB)* = [dx [(A—(A)I] [(A - (4)¥] x
Jd&x [(B=(B)Y]'[(B—(B))¥] . (262)

Neste ponto é importante lembrar da desigualdade de Schwarz (mos-
tre-a) que diz que para quaisquer funcoes f e g vale

/d3x ffx /d3x gtg > \/d?’x f*q*. (2.63)

Identificando f = (A — (4))¥ e g = (B — (B))¥ em (2.62) temos que

(AAY (AB) > | [ dx (A= (AD¥]' (B - (B) (264
Uma vez que para qualquer complexo z vale |22 > (Im 2)? = [(z —
2*)/2i]?, temos que

1 2
(a7 ABP = |3 [dx (f'g-g'p) (2.65)
1 2
_ ‘/df"x A, , (2.66)

o que pode ser escrito na forma

AAAB > ‘<2il [A,B]>‘ . (2.67)
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A interpretacdo deste resultado é simples: se dois operadores (A e
B) ndo comutam, entdo ndo podemos medir simultaneamente os ob-
servaveis associados a eles com precisdao absoluta. Por exemplo, vimos
anteriormente que [X;, pg] = thd,i, logo temos que

h

AX]' Apk Z 5 5jk . (268)

Exercicio: Obtenha os estados para os quais a igualdade Az Ap, =
h/2 é verdadeira.

Um outro exemplo de observaveis que nao podemos medir simul-
taneamente sao as componentes do momento angular, as quais obede-
cem a relagao de comutacao (L, L] = ik L, e suas permutagoes ciclicas;
vide Eqgs. (2.44)—(2.46).

AL, AL, > h(L,) (2.69)

Note que neste caso, o limite superior da precisao depende do estado
do sistema através do valor esperado de L,.



