
Cap��tulo 2Postulados Cinem�ati
os daMe
âni
a Quânti
aNo 
ap��tulo anterior dis
utimos alguns aspe
tos qualitativos da Me
â-ni
a Quânti
a, por�em sempre pe
amos pela falta de pre
is~ao, poisest�avamos falando de algo que n~ao hav��amos ainda de�nido! Neste
ap��tulo e no pr�oximo preen
heremos essas la
unas de pre
is~ao, bem
omo expli
itaremos as bases (postulados) da Me
âni
a Quânti
a. Umavez que a Me
âni
a Quânti
a �e totalmente diferente da Me
âni
a Cl�as-si
a em aspe
tos qualitativos, �e imposs��vel deduzir a primeira partindoda segunda. Neste 
ap��tulo postulamos os aspe
tos 
inem�ati
os daMe
âni
a Quânti
a, i.e. aqueles que independem do sistema sendoanalisado.2.1 Postulados Cinem�ati
os2.1.1 Primeiro Postulado: EstadosO estado de um sistema quânti
o �e totalmente representadoatrav�es de uma fun�
~ao de onda 
omplexa 	(x; t), sendo v�alidoo prin
��pio da superposi�
~ao.11Em geral, 
omo veremos no 
ap��tulo 5, um estado pode ser mais que umafun�
~ao de onda. H�a sistemas quânti
os para os quais o 
on
eito de estado deve sergeneralizado. 13



14 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
aEste postulado signi�
a que toda a informa�
~ao sobre o sistema est�a
odi�
ada na fun�
~ao de onda 	(x; t), a qual est�a de�nida apenas noespa�
o das 
on�gura�
~oes do sistema, i.e. esta fun�
~ao depende apenasde x e n~ao de p. Note que esta es
olha �e 
oerente 
om as rela�
~oesde in
erteza, j�a que n~ao h�a a ne
essidade de medir simultaneamente xe p 
om pre
is~ao arbitr�aria para avaliar 	. Al�em disso, a fun�
~ao deonda 	 n~ao �e um observ�avel f��si
o por ser 
omplexa. A primeira vistaisto pare
e estranho, todavia devemos nos lembrar que em eletromag-netismo tamb�em trabalhamos 
om objetos n~ao observ�aveis, a saber, ospoten
iais es
alar e vetor.Por exemplo, o estado de um sistema pode ser dado pelas seguintesfun�
~oes de onda: 	1(x) = N1 eik�x ; (2.1)	2(x) = ����3=4 eik0�x e��2 x2 ; (2.2)	3(x) = Z d3k g(k) eik�x ; (2.3)	4(x) = N4 e��2 jxj : (2.4)�E importante frisar que, assim 
omo um ponto no espa�
o de fase(p;x) pode representar o estado de uma part��
ula independentementedo sistema que estejamos 
onsiderando, uma fun�
~ao de onda 	 tamb�emrepresenta um estado quânti
o sem ser ne
ess�ario espe
i�
ar qual sis-tema est�a sendo analisado. Por exemplo, as fun�
~oes de onda a
imapodem representar estados de part��
ulas livres, os
iladores harmôni
os,�atomo de hidrogênio, et
.2Dado o 
ar�ater ondulat�orio da mat�eria, assumimos que 
ombina�
~oeslineares de estados 	1 e 	2	(x; t) = 
1	1(x; t) + 
2	2(x; t) ; (2.5)
om 
1 e 
2 
onstantes 
omplexas tamb�em s~ao estados poss��veis dosistema. Esta propriedade possibilita a existên
ia de interferên
ia edifra�
~ao, fatos estes observados experimentalmente. Note que a fun�
~ao2�E �obvio que devemos tomar 
uidado 
om 
ondi�
~oes de 
ontorno, a exemplo doque �e feito 
lassi
amente 
om uma part��
ula 
on�nada numa 
aixa.



2.1. Postulados Cinem�ati
os 15de onda (2.3) a
ima pode ser interpretada 
omo uma superposi�
~ao deestados da forma (2.1), onde as 
onstantes s~ao dadas por g(k).O prin
��pio da superposi�
~ao nada mais �e do que uma manifesta�
~aoda estrutura matem�ati
a da Me
âni
a Quânti
a: se a 
ombina�
~ao li-near de dois estados �e um estado, ent~ao, o 
onjunto dos estados dosistema forma um espa�
o vetorial sobre os 
omplexos! Este �eum grande salto em rela�
~ao �a Me
âni
a Cl�assi
a j�a que o espa�
o dosestados, segundo esta �ultima, �e o espa�
o de fase (x;p).Agora que sabemos quais s~ao os poss��veis estados do sistema e queestes n~ao s~ao observ�aveis, pre
isamos postular a interpreta�
~ao da fun�
~aode onda 	.2.1.2 Segundo Postulado: Interpreta�
~ao Estat��sti
aInterpretamos j	(x; t)j2 
omo sendo a densidade de probabili-dade de en
ontrarmos a part��
ula no ponto x. Isto signi�
a quea probabilidade (P (x)) de en
ontrar uma part��
ula num volume d3xem torno do ponto x �e dada porP (x) � j	(x; t)j2 d3x : (2.6)Note que esta interpreta�
~ao �e 
oerente 
om as experiên
ias de inter-ferên
ia e difra�
~ao, pois podemos assim asso
iar o n�umero de part��
ulas
hegando a um dado ponto 
om j	(x; t)j2. Al�em disso, esta inter-preta�
~ao para 	 a
arreta que a posi�
~ao x �e uma vari�avel aleat�oria.Para que esta interpreta�
~ao probabil��sti
a seja 
oerente �e ne
ess�arioque Z d3x j	(x; t)j2 = 1 ; (2.7)i.e. a probabilidade de en
ontrar a part��
ula em algum ponto do espa�
odeve ser 1. Deste requerimento segue que a fun�
~ao de onda 	 deve serde quadrado integr�avel.3Exemplo: As densidades de probabilidade asso
iadas a 	1, 	2 e 	4a
ima s~ao respe
tivamente dadas porf1(x) = j	1(x)j2 = jN1j2 (
onstante) ; (2.8)3Mais tarde mostraremos que devemos generalizar os nossos 
on
eitos.



16 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
af2(x) = j	2(x)j2 = ����3=2 e��x2 ; (2.9)f4(x) = j	4(x)j2 = jN4j2 e��jxj : (2.10)Para que f1 e f4 possam ser interpretadas 
omo densidades de probabi-lidade devemos es
olher N1 e N4 de modo a ter a Eq. (2.7) satisfeita.4Exer
��
io: Cal
ule N1 (N4) para que a densidade de probabilidade f1(f4) esteja devidamente normalizada.A ne
essidade de normalizarmos a densidade de probabilidade j	j2asso
iada ao estado 	(x; t) leva-nos a interpretar 
omo sendo equiva-lentes (ou iguais) duas fun�
~oes de onda que di�ram apenas por uma
onstante (
omplexa) multipli
ativa. �E interessante notar que, apesardeste 
on
eito de igualdade de fun�
~oes de onda, o 
onjunto de todos osestados poss��veis forma um espa�
o vetorial.2.1.3 Ter
eiro Postulado: Valores M�ediosAgora vamos voltar a nossa aten�
~ao para a rela�
~ao entre o estado deum sistema e valores de observ�aveis f��si
os. Para tanto postularemos
omo obter valores m�edios de medidas de observ�aveis f��si
os, tais 
omoposi�
~ao, momento, energia, momento angular, et
. Para motivarmos ade�ni�
~ao que daremos a seguir examinemos o 
aso de observ�aveis quedependem apenas da posi�
~ao da part��
ula.Valores m�edios de fun�
~oes da posi�
~aoDado que j	(x; t)j2 �e a densidade de probabilidade da part��
ula seren
ontrada no ponto x, x �e uma vari�avel aleat�oria 
uja m�edia da 
om-ponente j �e dada por hxji = Z d3x xjj	(x; t)j2 : (2.11)4No 
aso de f1 devemos ainda 
onsiderar que o espa�
o seja �nito.



2.1. Postulados Cinem�ati
os 17Com esta interpreta�
~ao �e natural asso
iar �xj, utilizado no primeiro
ap��tulo, ao desvio padr~ao desta vari�avel aleat�oria.(�xj)2 = Z d3x (xj � hxji)2 j	(x; t)j2 (2.12)Por exemplo, utilizando o estado gaussiano dado pela Eq. (2.2) temosque hxji = 0 e (�xj)2 = 12� :�E tamb�em imediato veri�
ar que o valor m�edio de uma fun�
~ao f(x)�e dado por hf(x)i = Z d3x f(x) j	(x; t)j2 ;= Z d3x 	�(x; t) f(x) 	(x; t) ; (2.13)onde rees
revemos a express~ao visando uma nota�
~ao uni�
ada 
om orestante deste 
ap��tulo.Valores M�edios de um Observ�avel QualquerUma vez que a posi�
~ao x foi interpretada 
omo sendo uma vari�avelaleat�oria �e natural 
onsiderar que todos os observ�aveis f��si
os tamb�emsejam vari�aveis aleat�orias, j�a que estes, em geral, s~ao fun�
~oes da posi�
~ao.Logo, devemos de�nir 
omo rela
ionar o estado 	 de uma sistema 
omvalores m�edios dos observ�aveis. Para um estado satisfazendo a 
ondi�
~aode normaliza�
~ao (2.7), postulamos queO valor esperado de qualquer vari�avel dinâmi
a A(p;x) �edado por hAi = Z d3x 	�(x; t)Aop	(x; t) ; (2.14)onde Aop �e um operador linear o qual \pode" ser obtido doseu an�alogo 
l�assi
o A
l(p;x) atrav�es de Aop = A
l(�hir;x). Uti-lizando esta regra notamos que o operador posi�
~ao �e realizado pelamultipli
a�
~ao pelo argumento da fun�
~ao, ao passo que o momento �e ogradiente da fun�
~ao multipli
ado por �h=i.



18 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
a�E importante frisar que, por 
ausa do 
ar�ater probabil��sti
o daMe
âni
a Quânti
a, estes valores esperados representam a m�edia doobserv�avel obtida numa s�erie de experimentos iguais e n~ao o resultadode uma medida isolada.Exemplos� Utilizando esta regra para asso
iar operadores a observ�aveis temosque o valor m�edio da 
omponente j do momento linear �e dado porhpji = Z d3x 	�(x; t) �hirj	(x; t) ; (2.15)enquanto o valor esperado da energia (hHi) de um sistema, 
uja hamil-toniana 
l�assi
a �e dada por H = p22m + V (x), �e obtido 
al
ulandohHi = Z d3x 	�(x; t) 24 12m  �hir!2 + V (x)35	(x; t) : (2.16)�Mais 
on
retamente, para uma part��
ula livre (V � 0) 
uja fun�
~aode onda �e dada pela Eq. (2.2) temos quehpi = �hk0 ; (2.17)hHi = Z d3x 	�2(x; t) "� �h22mr2#	2(x; t) = �h2k202m + 34 �h2m� :(2.18)� Os operadores asso
iados �as 
omponentes do momento angularorbital (L = x ^ p) s~ao dados porLx = ypz � zpy = �hi  y ��z � z ��y! ; (2.19)Ly = zpx � xpz = �hi  z ��x � x ��z! ; (2.20)Lz = xpy � ypx = �hi  x ��y � y ��x! : (2.21)Como vimos a
ima, os observ�aveis f��si
os (A) foram transformadosem vari�aveis aleat�orias 
ujas m�edias sabemos 
al
ular. Podemos utilizar



2.2. Aspe
tos Matem�ati
os 19este postulado tamb�em para 
al
ular suas variân
ias atrav�es de(�A)2 � Z d3x 	�(x) [Aop � hAi℄2	(x) : (2.22)Por exemplo, para o estado gaussiano dado pela Eq. (2.2) temos que avariân
ia da 
omponente j do momento �e dada por(�pj)2 = �h22 � : (2.23)Note que para este estado �x �px = �h=2. Como mostraremos neste
ap��tulo, este �e o valor m��nimo para o produto dessas in
ertezas.2.2 Aspe
tos Matem�ati
osDada a importân
ia dos operadores no formalismo da Me
âni
a Quânti-
a vamos agora analisar suas propriedades, bem 
omo quais os requisi-tos que estes devem satisfazer para poderem representar um observ�avelf��si
o.2.2.1 Propriedades dos observ�aveisUm primeiro v��n
ulo que os operadores asso
iados a observ�aveis f��si
osdevem satisfazer �e que o valor m�edio hAi deve ser um n�umero real, ouseja, hAi = hAi� :Portanto, a seguinte igualdade deve ser satisfeita,Z d3x 	�(x; t) Aop 	(x; t) = Z d3x �Aop	(x; t)�� 	(x; t) : (2.24)Os operadores que satisfazem esta igualdade s~ao 
hamados de hermi-tianos.Exer
��
io: Mostre que para um operador hermitiano A temos queR d3x 	�A� = R d3x (A	)��, para qualquer par de fun�
~oes 	, �.



20 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
aExemplo: operador posi�
~aoVimos a
ima que o operador asso
iado �a posi�
~ao �e simplesmente amultipli
a�
~ao por x. �E f�a
il ver que este operador �e hermitiano:Z d3x (x	(x; t))� 	(x; t) = Z d3x 	�(x; t) x 	(x; t) (2.25)uma vez que x �e real.Exemplo: operador momentoDe�nimos o operador momento 
omo sendo �hir, mas sob que 
ondi�
~oeseste operador �e hermitiano? Para responder a esta pergunta avaliamos(2.24): hpopi � hpopi� = Z d3x "	��hir	� 	 �h�ir	�# ;= �hi Z d3x r (	�	) ; (2.26)= �hi Z dS n 	�	 ;onde n �e a normal exterior �a superf��
ie do volume 
onsiderado. Casoo espa�
o seja in�nito, as fun�
~oes de onda devem tender rapidamentea zero a grandes distân
ias (R ! 1) a �m de garantir que sejamnormaliz�aveis. Com isto a �ultima integral anula-se.Exer
��
io: Mostre que a integral a
ima realmente se anula para fun�
~oesde quadrado integr�avel.Exer
��
io: Mostre que a hamiltonianaH = p22m + V (x) (2.27)�e hermitiana se p e x o forem.



2.2. Aspe
tos Matem�ati
os 212.2.2 AutovaloresDado um operador linear A, dizemos que a 
onstante a �e um autovalorde A e 	a �e o 
orrespondente autovetor (autofun�
~ao) seA	a = a	a ; (2.28)onde 	a n~ao �e a fun�
~ao de onda identi
amente nula.Exemplo: A fun�
~ao de onda	(x; t) = N ei(k�x�!t) (2.29)�e autofun�
~ao do operador momento �hir 
om autovalor p = �hk:�hir Nei(k�x�!t) = �hk Nei(k�x�!t) ;e tamb�em da Hamiltoniana H = 12m(�hir)2H Nei(k�x�!t) = �h2k22m Nei(k�x�!t) ;sendo o autovalor da energia dado por �h2k2=2m.Dado que o formalismo da Me
âni
a Quânti
a �e baseado em opera-dores lineares, temos que o uso dos autovetores e autovalores �e muito
omum 
omo veremos extensivamente.2.2.3 Autofun�
~oes e autovalores de operadores hermi-tianosUma propriedade importante dos operadores hermitianos �e que os seusautovalores s~ao reais. Este fato pode ser demonstrado multipli
ando aEq. (2.28) por 	�a e integrando em d3xZ d3x 	�aA	a = a Z d3x 	�a	a= Z d3x (A	a)�	a = a� Z d3x 	�a	a ; (2.30)



22 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
aonde utilizamos que A �e hermitiano. Logo,(a� a�) Z d3x 	�a	a = 0 (2.31)e temos que a �e real (a = a�) j�a que R d3x 	�a	a 6= 0.Antes de prosseguirmos �e interessante ressaltar que a quantidadeZ d3x 	�1(x; t) 	2(x; t) (2.32)�e um produto es
alar entre 	1 e 	2 no espa�
o das fun�
~oes quadrati
a-mente integr�aveis. Com isso em mente, dizemos que duas fun�
~oes 	1 e	2 s~ao ortogonais se Z d3x 	�1(x; t) 	2(x; t) = 0 : (2.33)Exer
��
io: Mostre que a Eq. (2.32) de fato de�ne um produto noespa�
o vetorial das fun�
~oes de quadrado integr�avel.Outra propriedade importante dos operadores hermitianos �e queautofun�
~oes asso
iadas a autovalores distintos s~ao ortogonais. De fato,se A	ai = ai	ai , 
om i=1,2..., ent~ao a igualdadeZ d3x 	�ajA	ak = Z d3x �A	aj��	ak (2.34)impli
a que (aj � ak) Z d3x 	�aj	ak = 0 : (2.35)Logo, para autovalores distintos ( aj 6= ak ) temos queZ d3x 	�aj	ak = 0 ;ou seja, 	aj �e ortogonal a 	ak para aj 6= ak.Posturema: Vamos assumir sem prova que o 
onjunto dos autove-tores de um operador hermitianoA forma uma base do espa�
o.5 Isto sig-ni�
a que podemos es
rever qualquer estado 	 
omo uma 
ombina�
~ao5Isto �e verdade para espa�
os vetoriais de dimens~ao �nita, sendo ne
ess�aria a suademonstra�
~ao 
aso a 
aso para espa�
os de dimens~ao in�nita.



2.2. Aspe
tos Matem�ati
os 23linear dos autovetores 	ak do operador A	 =Xk 
k	ak ; (2.36)onde os 
k s~ao 
onstantes. Uma vez que o operador A �e linear semprepodemos es
olher suas autofun�
~oes tais queZ d3x 	�aj	ak = Æjk ; (2.37)i.e. 
om o ajuste de uma 
onstante multipli
ativa o 
onjunto de auto-valores de A forma uma base ortonormal.6 Al�em disso, 
om esta es
olhada normaliza�
~ao temos que
k = Z d3x 	�ak(x)	(x) : (2.38)Exer
��
io: Mostre a Eq. (2.38) utilizando as Eqs. (2.36) e (2.37).Qual a interpreta�
~ao geom�etri
a deste resultado?2.2.4 ComutatividadeUm aspe
to importante do uso de operadores em Me
âni
a Quânti
a�e que operadores em geral n~ao 
omutam, i.e. AB 6= BA. De�nimoso 
omutador de dois operadores A e B 
omo sendo o operador [A;B℄dado por [A;B℄ � AB �BA : (2.39)Exemplo: [pj;xk℄Os operadores x e p n~ao 
omutam. De fato,[pj;xk℄	 = �hi ��xj (xk	)� xk �hi ��xj	 = �hi	Æjk ;6Neste ponto estamos esque
endo a possibilidade de degeneres
ên
ia, fato esteque n~ao invalida esta propriedade, mas requer apenas mais 
uidado.



24 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
apara qualquer fun�
~ao 	. Isto permite-nos 
on
luir que[pj;xk℄ = �hi Æjk : (2.40)�E interessante notar que o 
omutador a
ima possui uma rela�
~ao sim-ples 
om o resultado em Me
âni
a Cl�assi
a para o 
ol
hete de Poisson(Eq. (1.10)) das mesmas vari�aveis: o 
omutador quânti
o �e dado pelo
ol
hete de Poisson 
l�assi
o multipli
ado por �h=i.Uma 
onseq�uên
ia da n~ao 
omutatividade dos operadores �e a pos-s��vel existên
ia de ambiguidades na de�ni�
~ao de observ�aveis que en-volvam na sua express~ao 
l�assi
a produtos de observ�aveis (operadores).Por exemplo, se um observ�avel 
l�assi
o 
ont�em o produto xp �e poss��velasso
iar a este três express~oes quânti
as diferentes, a saber,xp ; px (= xp� i�h) e 12(xp+ px) (= xp� i2�h) :Em alguns 
asos, 
omo este exemplo, �e poss��vel eliminar as ambigu-idades impondo que o operador seja hermitiano.7 Todavia, em geral,pode ser que existam v�arias es
olhas 
onduzindo a operadores hermi-tianos.Podemos mostrar as seguintes propriedades dos 
omutadores a par-tir de sua de�ni�
~ao: [A;B℄ = �[B;A℄ ; (2.41)[A; 
1B + 
2C℄ = 
1[A;B℄ + 
2[A;C℄ ; (2.42)[A;BC℄ = B[A;C℄ + [A;B℄C ; (2.43)onde A, B, e C s~ao operadores e 
1 e 
2 s~ao 
onstantes arbitr�arias.Exemplo: momento angular orbitalUtilizando a rela�
~ao de 
omuta�
~ao entre x e p e as rela�
~oes a
imapodemos mostrar que [Lx; Ly℄ = i�hLz ; (2.44)[Ly; Lz℄ = i�hLx ; (2.45)[Lz; Lx℄ = i�hLy : (2.46)7Mostre que apenas a �ultima express~ao de�ne um operador hermitiano.



2.3. Conseq�uên
ias dos Postulados Cinem�ati
os 252.3 Conseq�uên
ias dos Postulados Cinem�ati
os2.3.1 Estados 
om in
erteza m��nimaDado um operador hermitiano A sabemos que as medidas desde ob-serv�avel f��si
o podem ser 
ara
terizadas pela sua m�edia hAi e pelo seudesvio padr~ao �A = qh(A� hAi)2i : (2.47)�E natural perguntarmos para que estados 	a a in
erteza na medidade A �e m��nima, i.e. quais s~ao os estados para os quais �A �e m��nimo.Dado que �A � 0, veri�quemos se existem estados tais que �A = 0.Para tanto note que(�A)2 = Z d3x 	�a(A� hAi)2	a= Z d3x ((A� hAi)	a)� (A� hAi)	a= Z d3x j(A� hAi)	aj2 = 0 ; (2.48)onde usamos que A � hAi �e hermitiano; prove! Se a in
erteza na me-dida �e m��nima (nula), o integrando deve anular-se identi
amente, o que
onduz a (A� hAi) 	a = 0 ;ou seja, 	a �e um autovetor de A 
om autovalor hAi. Uma vez que A�e um operador hermitiano sabemos que ele possui autovetores os quaisformam uma base do espa�
o de estados, garantindo assim a possibili-dade de fazer-se medidas 
om in
erteza nula.2.3.2 Resultados de medidas de observ�aveisO �ultimo postulado que enun
iamos trata da liga�
~ao entre o estado dosistema 	(x; t) e a m�edia de medidas de um observ�avel A. Todavia, estepostulado n~ao expli
ita quais podem ser os poss��veis resultados de umamedida do observ�avel A. Nesta se�
~ao, vamos utilizar as propriedadesde operadores hermitianos e a fun�
~ao 
ara
ter��sti
a da distribui�
~ao de



26 Cap��tulo 2. Postulados Cinem�ati
os da Me
âni
a Quânti
aprobabilidades da vari�avel aleat�oria A para provar que os poss��veis re-sultados de uma medida de A s~ao seus autovalores.A fun�
~ao 
ara
ter��sti
a hei�Ai asso
iada ao observ�avel A �e dada porhei�Ai � Z d3x 	�(x) ei�A 	(x) ; (2.49)onde o operador linear8 ei�A �e de�nido atrav�es da s�erieei�A	 � 1Xn=0 (i�)nn! An	 : (2.50)Agora, utilizamos que qualquer estado 	 pode ser es
rito 
omo asuperposi�
~ao linear das autofun�
~oes de A (Eq. (2.36)), normalizadassegundo a Eq. (2.37), i.e. 	 = Pk 
k	akei�A	 = ei�AXk 
k	ak (2.51)= Xk 
kei�A	ak ; (2.52)onde a �ultima igualdade vem do fato de ei�A ser linear. Usando queei�A	ak = ei�ak	ak para autovetores de A, segue queei�A	 =Xk 
kei�ak	ak : (2.53)Logo, substituindo este resultado na express~ao para a fun�
~ao 
ara
-ter��sti
a temos quehei�ai = Xk 
kei�ak Z d3x 	�(x)	ak(x) (2.54)= Xk ei�ak j
kj2 ; (2.55)onde empregamos o 
omplexo 
onjugado da rela�
~ao (2.38).Portanto, os poss��veis resultados de uma medida do ob-serv�avel A s~ao os seus autovalores. Mais ainda, a probabi-lidade de obter-se um dado ak �e dada por j
kj2, onde 
k �e o8Mostre que este operador de fato �e linear.
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oe�
iente de 	ak na expans~ao do estado do sistema em auto-fun�
~oes normalizadas de A.9Note que os resultados poss��veis de uma medida do observ�avel Adependem do operador asso
iado a ele e independem do estado ou dosistema sendo 
onsiderado. Todavia, a probabilidade de obter-se umdado resultado depende do estado 	 do sistema.�E interessante notar que a soma das probabilidades dos diversosresultados �e de fato um, desde que a fun�
~ao de onda 	 esteja propria-mente normalizada. De fato, a partir de (2.55) vemos que para � = 0hei�aij�=0 = h1i = Xk j
kj2 : (2.56)Agora utilizando (2.49) para � = 0 vemos queh1i = Z d3x 	�(x)	(x) : (2.57)Portanto, se 	 estiver normalizada, 
omo deveria estar, temos queXk j
kj2 = Z d3x 	�(x)	(x) = 1 : (2.58)Podemos ainda utilizar esta express~ao para a fun�
~ao 
ara
ter��sti
apara obter que hAni =Xk j
kj2ank : (2.59)Dada a interpreta�
~ao probabil��sti
a de j
kj2, este resultado �e absoluta-mente natural.2.3.3 Rela�
~oes de In
ertezaMostraremos agora que as rela�
~oes de in
erteza dis
utidas no 
ap��tuloanterior s~ao uma 
onseq�uên
ia natural dos postulados da Me
âni
aQuânti
a. De�nimos (�A)2 atrav�es de(�A)2 � h[A� hAi℄2i ; (2.60)9Em v�arios livros textos, este resultado �e introduzido 
omo sendo um postulado.
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os da Me
âni
a Quânti
ao qual pode ser es
rito na forma(�A)2 = Z d3x [(A� hAi)	℄� [(A� hAi)	℄ ; (2.61)onde utilizamos que o operador A�hAi �e hermitiano. Logo, temos que(�A)2(�B)2 = R d3x [(A� hAi)	℄� [(A� hAi)	℄�R d3x [(B � hBi)	℄� [(B � hBi)	℄ : (2.62)Neste ponto �e importante lembrar da desigualdade de S
hwarz (mos-tre-a) que diz que para quaisquer fun�
~oes f e g valeZ d3x f �f � Z d3x g�g � ����Z d3x f �g����2 : (2.63)Identi�
ando f = (A� hAi)	 e g = (B � hBi)	 em (2.62) temos que(�A)2 (�B)2 � ����Z d3x [(A� hAi)	℄� [(B � hBi)	℄����2 : (2.64)Uma vez que para qualquer n�umero 
omplexo z vale jzj2 � (Im z)2 =[(z � z�)=2i℄2, temos que(�A)2 (�B)2 � ���� 12i Z d3x (f �g � g�f)����2 (2.65)= ����Z d3x 	� 12i [A;B℄	����2 ; (2.66)o que pode ser es
rito na forma�A �B � ����� 12i [A;B℄����� : (2.67)A interpreta�
~ao deste resultado �e simples: se dois operadores A eB n~ao 
omutam, ent~ao n~ao podemos medir simultaneamente os ob-serv�aveis asso
iados a eles 
om pre
is~ao absoluta. Por exemplo, vimosanteriormente que [xj;pk℄ = i�hÆjk, logo temos que�xj �pk � �h2 Æjk : (2.68)
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��
io: Obtenha os estados para os quais a igualdade �x �px =�h=2 �e verdadeira.Um outro exemplo de observ�aveis que n~ao podemos medir simul-taneamente s~ao as 
omponentes do momento angular, as quais obede-
em a rela�
~ao de 
omuta�
~ao [Lx; Ly℄ = i�hLz e suas permuta�
~oes 
��
li
as;vide Eqs. (2.44){(2.46). �Lx �Ly � �h hLzi (2.69)Note que neste 
aso, a pre
is~ao depende do estado do sistema atrav�esdo valor esperado de Lz.


