Capitulo 7

Representacao de Heisenberg e
Simetrias

Quando apresentamos os postulados da Mecanica Quantica definimos
de forma arbitraria que os estados evoluem no tempo ao passo que os
observaveis sao constantes. Esta maneira de analisar a evolucao tem-
poral de um sistema é chamada de representagao de Schriodinger. Neste
capitulo vamos mostrar que podemos reformular a Mecanica Quantica
de forma a ter os estados constantes no tempo enquanto que os ob-
servaveis apresentam uma dependéncia temporal, o que define a repre-
sentagao de Heisenberyg.

O uso de simetrias e leis de conservacao permite-nos compreender
melhor muitos problemas em Fisica, seja no dominio cldssico ou no
quantico. Neste capitulo também analisaremos os conceitos de simetria
e de leis de conservagao em Mecanica Quantica. Estudaremos ainda
qual a relacao entre degenerescéncia e simetrias.

7.1 Representacao de Heisenberg

Na representagao de Schrodinger que adotamos até agora, os estados
evoluem com o tempo obedecendo a equacao de Schrodinger

L 0
inl) = HIv) | (7.1
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a qual deve ser suplementada com uma condi¢ao inicial (¢t = 0)) =
|tbp). Vimos no capitulo anterior que a solugao formal deste problema
¢é dada por

(1) = U®) [bo) = e |io) (7.2)

onde U(t) é operador evolugao temporal. E importante lembrar neste
ponto que os estados (fungoes de onda) nao sao diretamente observaveis,
sendo que eles se manifestam, por exemplo, através de valores médios.
Tendo em vista que os valores médios dependem tanto dos estados como
dos operadores associados aos observaveis, podemos considerar que sao
os operadores, e nao os estados, que evoluem no tempo sem alterar os
resultados dos valores médios.

De fato, o valor esperado de um observavel A no instante ¢ é dado
por

(A) = (@OIA[) = (oUTAU ) | (7.3)

onde utilizamos (7.2). A partir desta expressao definimos o operador
na representagao de Heisenberg Ay (t) através de

Ht

Ay(t) = UNAU = "% A% (7.4)

sendo que no instante ¢ = 0 o operador na representacao de Heisenberg
coincide com o operador na representacao de Schrodinger. Note que
Ap(t) é dependente do tempo a menos que A comute com a Hamilto-
niana. Com isso temos que a média de um observavel pode ser escrita
como

(A) = (Yol An(t)¢o) - (7.5)

Esta igualdade demonstra que podemos escolher, sem alterar o valor
dos observéveis, os operadores evoluindo no tempo segundo (7.4) ao
passo que os estados sao constantes. Logo, definimos a representacao
de Heisenberg como sendo aquela na qual os estados sao constantes
no tempo, ao passo que os operadores obedecem (7.4). Note que para
t = 0 os estados na representacao de Schrodinger e na de Heisenberg
sao iguais, o0 mesmo acontecendo para os operadores. Mais ainda, para
sistemas cuja Hamiltoniana na representacao de Schrodinger independe
do tempo temos que U e H comutam e conseqiientemente

Hy(t) = U'HU = U'UH = H,



7.1. Representacao de Heisenberg 119

i.e. a hamiltoniana é independente do tempo. Por simplicidade assu-
mimos que este é sempre o caso.

E importante salientar que apenas a evolucao temporal é modificada
na representacao de Heisenberg, ficando os postulados cineméaticos da
Mecanica Quantica inalterados, bem como as suas conseqiiéncias. Por
exemplo, consideremos os seguintes fatos:

e Os operadores na representacao de Heisenberg associados a ope-
radores hermitianos na representacao de Schrodinger também sao
hermitianos. Com isto, fica garantido que os valores médios de
observaveis sao reais. De fato,

Ay = (UtAv)' = UtAT U = UTAU = Ay (7.6)

e Vimos anteriormente que os resultados possiveis de medidas sao
os autovalores do operador A associado a grandeza fisica. Na
representacao de Schrodinger estes autovalores nao dependem do
tempo visto que os operadores sao constantes. Para garantir que
as representacoes de Heisenberg e Schrodinger prevejam os mes-
mos resultados de medidas devemos mostrar que Ay e A possuem
os mesmos autovalores. Isto de fato ocorre:

Ala,) = aylan)
U'Ala,) = a,U'la,)
UTAUU a,) = a,U'|a,)
A (UMan)) = an (U'an))

onde multiplicamos por U' a primeira equaciao para obter a se-
gunda e também introduzimos o operador unidade UUT na se-
gunda. Logo, Ay e A possuem os mesmos autovalores. Mais
ainda, sabemos que os autovetores de Ay no instante ¢ sao dados
por |a,;t) = U'la,). Note que a base gerada pelos autovetores
de Ay depende do tempo, podendo ser diferente a cada instante,
enquanto seus autovalores sao constantes.

e Dado um estado |1(t)) na representagao de Schrodinger sabemos
que a probabilidade de uma medida do observavel A ter como
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resultado o seu autovalor a,, é dada por

Prob(a,) = [{an|t0(t))]* .

Devemos, portanto, verificar se esta probabilidade é a mesma na
representacao de Heisenberg. Para tanto basta notar que

Prob(a,) = |{an¥(t))]?
— }(an;t|UTU|1/Jo>
= [ans o),

onde utilizamos que |a,) = Ulay;t). Note que na representacao de
Heisenberg a dependéncia temporal destas probabilidades origina-
se no fato de que a base de autovetores de Ay muda com o tempo
enquanto que o estado é constante!

‘ 2

Em aplicacoes é comum termos observaveis que sao formados a par-
tir do produto de outros. Isto posto, é 1til saber que o operador de
Heisenberg associado ao produto C' = AB é dado por

Cy(t) = U'ABU = UTAU -U'BU = Ay(t)By(t), (7.7)

ou seja, pelo produto dos operadores de Heisenberg correspondentes.
Em particular, este resultado aplica-se para comutadores:

[A,B]=C = [Ax(t),Bu(t)] = Cul(?). (7.8)
Daqui podemos inferir que
[z,p] = ih = [zp(t),pu(t)] = ik (7.9)

que é a relacao basica para o cédlculo de comutadores.

7.1.1 Equacoes de Movimento de Heisenberg

Da definicao do operador na representacao de Heisenberg, equacao
(7.4), segue que

ihdA(Z(t) = —He'm Ae"% 4T AN H
dAy(t
indAnt) [Ay(t), H] (7.10)

dt



7.1. Representacao de Heisenberg 121

que é a equacao de movimento de Heisenberg para o operador Ay (t).
E instrutivo comparar a equagao (7.10) com a sua correspondente em
Mecanica Cléssica em para um observavel A(g,p).

d
onde (¢(t),p(t)) é a trajetdria cldssica no espago de fase, obedecendo a
oH oH
(1) = — (1) = ——— . 7.12
0= -5 (7.12)

A comparagao entre (7.10) e (7.11) remete-nos mais uma vez a regra
de correspondéncia

(A B} — %[A, B] (7.13)

entre a Mecanica Classica e a Mecanica Quantica, a qual é usada como
guia para a quantizacao de sistemas com analogos classicos.
Para os observaveis z(t) e p(t) de um sistema cuja Hamiltoniana é

da forma )

p
H="—+V 7.14
V@) (714)
as equacoes de Heisenberg fornecem
dry _ bPm (7.15)
dt o '
de /
— = =V 7.16
z (@n) . (7.16)

onde utilizamos (7.7) para obter que [py, V(zx)] = 2V'(zy). Note que
estas equacoes sao formalmente idénticas as de Hamilton na Mecanica
Cléssica.

Vejamos alguns casos, assim como em Mecanica Cléssica, nos quais
estas equacoes podem ser integradas explicitamente.

Exemplo: particula livre

No caso de uma particula livre (V' = 0) a equagao (7.16) reduze-se a

dpn

=0 7.17
i, (7.17)
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cuja solucao ¢ trivialmente dada por
pu(t) = p (7.18)

com p sendo o operador momento na representacao de Schrodinger, .e.
p = pu(0). Substituindo este resultado em (7.15) segue que

d
“rn _ P (7.19)
dt 1
de onde concluimos que
eu(t) = x4§t, (7.20)

onde x = x4(0) é o operador posi¢ao na representagao de Schrodinger.
Tendo em maos esta solucao, é interessante notar que xy(t1) e xy(t2)
nao comutam para t; # ty! De fato,

lwn(ty), zu(ts)] = F+§%x+§4

h(ty — t1)
I

= 1

Exercicio:

Interprete fisicamente a equacao acima, ou seja, discuta se é possivel
fazer duas medidas infinitamente precisas da posicao de uma particula
em tempos distintos. Qual é o impacto da sua conclusao sobre o con-
ceito cléssico de trajetéria? Re-analise este problema utilizando a re-
presentacao de Schrodinger.

Exemplo: oscilador harménico

Inicialmente vamos obter a evolucao temporal de um oscilador harmonico
unidimensional utilizando as variaveis xg e py. Para este sistema o po-

tencial é dado por
1
V(zy) = 3 s,
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que substituido em (7.16) conduz a

dpr _

yy — pwTy (7.21)

Note que as equagoes de movimento para este sistema (7.15) e (7.21)
sao idénticas as equacoes classicas. Por substituicao direta notamos
que a solucao assume a mesma forma que a classica

= zcos(w b sin(w .
xg(t) = (wt) + o (wt) (7.22)
pr(t) = —zpwsin(wt) + pcos(wt) , (7.23)

contudo as constantes zy(0) = x e py(0) = p sao de fato os operadores
posi¢cao e momento, respectivamente, na representacao de Schrodinger.

Podemos também obter a evolugao temporal de um oscilador harmo-
nico simples utilizando os operadores de criacao (ay) e aniquilacio (al;)
definidos no capitulo 6. Nestas variaveis a hamiltoniana do sistema

toma a forma

1
H = hw (aLaH+§) : (7.24)

Utilizando que [agy, CLL] = 1, as equacgoes de Heisenberg sao

da 1 .
d—tI{ g %[OJH7 H] = — Z(,L)CLH y (725)
dal 1 .
d—f = ﬁ[a}{,H] = +iwal; . (7.26)
cujas solugoes sao
ag(t) = ag(0) e ™", (7.27)
al,(t) = ab(0) e . (7.28)

7.2 Leis de Conservacao

Leis de conservacao sao muito uteis em Fisica ja que nos permitem
simplificar e entender melhor os fenomenos. Por exemplo, na colisao de
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duas particulas podemos obter a magnitude dos momentos finais uti-
lizando a conservagao de energia e a de momento dado o angulo de es-
palhamento, mesmo que nao conhecamos a secao de choque diferencial
do processo. As leis de conservacao possuem uma gama de aplicacoes
muito mais vasta que essa, podendo ser usadas para saber se transicoes
atomicas sao permitidas ou nao, para explicar a estabilidade de sis-
temas, etc.

Em Mecanica Classica uma quantidade observavel, digamos a ener-
gia, é conservada se o seu valor nao variar com o tempo. A situagao nao
é tao 6bvia em Mecanica Quantica. Consideremos, a titulo de exemplo,
um oscilador harmonico que se encontra no estado’

1
[¥) = 7 (10) +11)) (7.29)

onde H|n) = hw(n + 1/2)|n). E natural considerarmos este sistema
como sendo conservativo porém medidas da energia em tempos distin-
tos podem fornecer hw/2 ou 3hw/2 ambas com probabilidade 1/2. Por-
tanto, temos que o valor medido da energia pode variar com o tempo.
Entao como podemos definir a conservacao de energia? A resposta é
simples: o que se conserva em Mecanica Quantica é o valor médio do
observavel. No exemplo acima o valor médio da energia é constante,
valendo hw.

Em Mecanica Quantica existe um critério muito simples para saber
se uma dada quantidade é conservada ou nao, bastando avaliar o seu
comutador com a hamiltoniana do sistema. De fato, a partir da equacao
de Heisenberg (7.10) segue que o valor esperado de um observavel Ay
num estado [¢y) é obedece

d
a Vol Anlto) = %WOI[AH,H]I%), (7.30)

onde estamos trabalhando na representagao de Heisenberg, e conseqjiien-
temente a derivada em relacao ao tempo atua somente sobre Ay. Por-
tanto, o valor esperado de Ay sera independente do tempo para qual-
quer estado [io) se [Ag, H] = 0, i.e. basta que Ay comute com a

IEstamos aqui trabalhando na representacio de Heisenberg, mas as conclusoes
sao idénticas para a de Schrodinger.
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hamiltoniana. Por exemplo, a hamiltoniana de uma particula livre
tridimensional comuta com todas as componentes do momento linear,
bem como as do momento angular, logo, este sistema exibe tanto con-
servacao de momento linear como de momento angular.

Podemos também notar a partir de (7.30) que o valor médio de
qualquer observavel Ay é conservado se [iy) for um autoestado da
hamiltoniana! De fato, se H|yy) = E|1y) entao
%WO\AHW(J) = %<w0|(AHH_HAH‘wO> = %WOMHWJO) =0.

(7.31)

7.3 Simetrias

A existéncia de leis de conservacao estd intimamente ligada as simetrias
do sistema. Por exemplo, sabemos da Mecanica Cléssica que?

e sistemas exibindo simetria de translacao espacial, i.e. nao pos-
suem pontos privilegiados do espaco, apresentam conservagao de
momento linear;

e sistemas invariantes por translagoes temporais apresentam con-
servacao de energia;

e sistemas invariantes por rotacoes exibem conservacao de momento
angular.

Em Mecanica Quantica também temos essa associacao de quanti-
dades conservadas a simetrias do sistema. Para prosseguirmos, defi-
namos mais precisamente o que é uma simetria: uma transformagao
que leve uma solucao do um sistema a outra solugao é dita ser uma
simetria, tanto em Mecanica Clédssica como em Mecanica Quantica.
Note que as solugoes nao precisam ser necessariamente idénticas. Por
exemplo, o problema de Kepler classico exibe a simetria de rotacao: se
tomarmos uma trajetoria eliptica e a rodarmos de um angulo 6 teremos
uma outra trajetoria possivel, a qual em geral nao é igual a inicial.

2Para maiores detalhes veja a secdo 1.1 do “Quantum Mechanics: Symmetries”,
de W. Greiner e B. Miiller.
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Figura 7.1: Definicao da geometria do sistema bidimensional.

Vejamos em um exemplo simples, como as simetrias estao rela-
cionadas as leis de conservacao em Mecanica Quantica. Considere-
mos um sistema bidimensional o qual é invariante por rotagoes ao re-
dor do eixo z perpendicular ao plano. Utilizando coordenadas polares,
vide Figura 1, os estados deste sistema sao dados por fungoes de onda
W(r,0,1). Se o sistema for invariante por rotagdes temos que

W(r,0,t) =(r,0 4+ a,t) (7.32)

também é solugao se ¥(r, 0,t) o for, i.e.

oy
o

Nunca é demais destacar que estas duas solucoes nao sao necessaria-
mente idénticas.

A primeira licdo que este exemplo nos fornece é que podemos rela-
cionar v e v através de um operador unitério. Para tanto basta ex-
pandir ¢ em série de Taylor em torno de av = 0 e reescrever os termos
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de forma conveniente:

(r,0,t) = Y(r,0+ a,t)

X qn dmp S| d\"
- S, - Salvd) v
— ey = 0y (7.35)

onde L, é a terceira componente do momento angular. E f4cil mostrar,
faga-o, que o operador U = exp(iaL,/h) é unitario.

Neste exemplo é facil ver que a simetria de rotagao ao redor do eixo
z esta associada a conservagao do momento angular na direcao z. De
fato, substituindo (7.35) em (7.34) temos que

Lz . O L
ekt i 90 _ ooty (7.36)
ot
Agora aplicando emio 3 esquerda nos dois membros desta equacao
segue que
0 Lz o Lz
ma—f — T e qp (7.37)

Visto que esta tltima equacao deve ser igual a (7.33) temos que
. L, . L,
H=¢e"%" Hen | (7.38)

que é valida para qualquer valor de .. Derivando esta ultima expressao
com respeito a « e fazendo a = 0 conduz a

dH [
— = =—(HL,—-L,H). 7.3
| =0 = 0=jl ) (7.39)

=0

Portanto, temos que L, é conservado ja que da tultima igualdade segue
que
[H,L,]=0. (7.40)

7.3.1 Transformacoes

Neste ponto é interessante analisar como os estados e os observaveis
mudam quando fazemos uma transformacao em um sistema, a qual
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nao é necessariamente uma simetria. Iniciemos definindo quais sao
as transformacoes que sao validas em Mecanica Quantica. Dada a
estrutura da Mecanica Quantica desejamos que as transformacoes sobre
um sistema sejam tais que

1. os valores esperados nao sejam modificados pois estes estao asso-
ciados a possiveis resultados de medidas;

(4) = A)=(4) (7.41)

2. os médulos de produtos escalares também devem ficar inalterados
ja que estes estao associados a probabilidades;

[{alB)] = N|8)] = [alB)] (7.42)

onde denotamos com uma linha os estados e observaveis apds a trans-
formacao.
Representemos uma transformacao sobre os estados de um sistema
por U tal que
o) = Ula) . (7.43)

Para que esta transformagao nao altere os autovalores de um observavel
A temos que

Ala) = ala) =
UAla) = U ala) = (7.44)
UAla) = aUla) =
UAU 'Ula) = aUla), (7.45)

onde utilizamos que o operador U é linear com respeito a constantes
reais, que sao os autovalores de A. Da tltima igualdade podemos con-
cluir que os autoestados do operador A sao transformados em

la"y = Ula) , (7.46)
ao passo que o operador associado ao observavel A é transformado em

A =UAU". (7.47)
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Estas leis de transformacao sao as mesmas que obtemos quando
fazemos uma mudanca de base em um espagco vetorial. Tendo em vista
que desejamos que a estrutura da Mecanica Quantica seja preservada
o operador U deve ser tal que U~! = U!. H4 vérias maneiras de ver
que isto é verdade. Usando que as médias de observaveis nao devem
ser modificadas temos que

(WAW) = WUTUAUTUW) = (p|[UTUA) (7.48)

o que nos conduz a U~! = U'. Esta mesma conclusdo poderia ser
obtida requerendo que o operador A’ seja hermitiano, para qualquer A
hermitiano,

AT = UTHAUY = UAUT. (7.49)

Exercicio:

Obtenha este resultado a partir de |(/|')| = |{«|B)].

Teorema de Wigner

Quando consideremos transformagoes de um sistema (7.43) e (7.47)
e exigimos que a estrutura da Mecanica Quantica seja preservada é
possivel demonstrar que existem duas possibilidades para o operador
U:

1. U é unitério, isto é, UUT = 1 e U é um operador linear
Ularle) + e2|B)) = alU|a) + cU|B) -

2. U é anti-unitario, isto ¢, UUT = 1 mas
Ulerle) +eB)) = Ula) +cU|S) .

Esta possibilidade acontece quando consideramos a simetria por
reversao temporal.
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Neste ponto é interessante dar alguns exemplos de transformacoes
associadas a operadores unitarios, sugerindo fortemente que o leitor
prove que suas expressoes estao corretas.

e Como vimos anteriormente, rotacoes de um angulo o ao redor do
eixo z sao dadas por

U _ eia’“h—z .
- I

e Translacoes espaciais por a, i.e. X' = x + a sdo implementadas
pelo operador unitario

ap
U = eZT’
onde p é o operador momento linear. Note que este operador

nao s6 desloca a coordenada de um estado por a, mas também
modifica o operador posicio segundo x' = U x Ul = x + a.

e Translagbes temporais por 0t sao realizadas pelo operador unitario

U =¢€e"r .

7.4 Simetrias e Leis de Conservacao

Agora estamos em condigoes de demonstrar que simetrias estao associ-
adas a quantidades conservadas em Mecanica Quantica. Consideremos
uma transformagao U (unitdria) a qual leva solugoes da equagao de
Schrodinger em solugdes, isto é satisfaz (7.33) e (7.34). Escrevendo
1Y) = Ut e substituindo em (7.34) temos que

R
ihoe = Hy =
L0
zha(Uw) = HUYy =
Loy
Uihm- = HUY  —
iha—w = U 'HUY. (7.50)

ot
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Logo, temos que H = U 'HU o que nos conduz a
U,H| =0, (7.51)

e que os valores médios de U sao conservados pela evolucao temporal.
Em geral, o operador U nao é hermitiano, ou seja nao estd associ-
ado a um observavel fisico, o que aparentemente diminuiria a utili-
dade desta lei de conservacao. Todavia, podemos escrever o operador
unitario associado a uma transformacao que depende continuamente de
um parametro o como

U = ¢, (7.52)

onde G é um operador hermitiano. Por exemplo, no caso de rotacao
ao redor do eixo z temos que G = L., como vimos anteriormente.
Substituindo (7.52) em (7.51) e derivando com respeito a a temos que

%[U,H] —0 — [G.H =0, (7.53)

a=0

ou seja, G é conservado. Lembre-se que isto é exatamente como o
exemplo acima da simetria por rotacoes em torno do eixo z. Tendo em
vista os exemplos de operadores unitarios do final da secao anterior,
segue que

e sistemas exibindo simetria de translacao apresentam a conservagao
do momento linear;

e sistemas invariantes com respeito a escolha da origem do tempo
exibem conservacao de energia.

Cumpre frisar que existem transformacoes de simetria para as quais
o operador unitario associado também é hermitiano. Este é o caso das
transformacoes de paridade.

Paridade

Consideremos, a titulo de exemplo, um oscilador harmonico unidimen-
sional cuja hamiltoniana é

2 2
p p I 5,

H=—4+V = — 4+ - . 7.54
2M+ (z) 2M+2uwx (7.54)
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Esta hamiltoniana é invariante pela transformacao de paridade r —
—x. Esta transformacao é implementada pelo operador P tal que

U(x) = Py(z) = v(-z). (7.55)

E facil verificar que 1 é solucao da equagao de Schrodinger se ¢ o for,
e conseqiientemente que a paridade é uma simetria do sistema. Para
provar este fato basta notar que

PV(x)p(r) = V(=2)p(=z) = V(z)yp(-z) = V(z)P(r)

e também

o\ o o7 w2
P o)~ mata ) T ™

2u Oz

Logo, PHvy = HP1.

Visto que a transformacdo x — —x nao pode ser feita continuamente,?
o operador paridade P ndo pode ser escrito na forma e’*“. Mais ainda,
o operador P possui as seguintes propriedades:

e P ¢ hermitiano: para ver este fato avaliamos

/:x) dz i () Pya(z) = /:0 dz Y7 (z)a(—2)

fazendo a troca de variavel © — —x temos que

[ s si@Pie) = [ de i)

+oo
— /OO dx (Pr1)*(z)a(7) ,

o que demonstra que P = P.
e P? =1: de fato
P*)(x) = Py(-z) = ¢(z),
qualquer que seja 1. Logo, P? = 1.

e P ¢ unitdrio j4 que PP = PP = 1, onde usamos as pro-
priedades anteriores.

3Para ver isto basta notar que nao existe escolha de parametros da transformacio
tal que a transformacao seja igual ao operador unidade.
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Exercicio

Mostre que os autovalores de P sao =+1.

7.5 Simetrias e Degenerescéncia

Mostraremos agora que degenerescéncias estao associadas a existéncia
de quantidades conservadas as quais nao podem ser diagonalizadas si-
multaneamente por nao comutarem entre si. Para demonstrarmos este
fato, assumamos que existe uma transformacio de simetria U = ¢ e
que a hamiltoniana do sistema foi diagonalizada simultaneamente com
outros operadores os quais nao comutam com G. Como G nao pode
ser diagonalizado juntamente com os outros operadores, temos que os
autovetores da hamiltoniana nao sao em geral autovetores de G. Por
exemplo, no caso do atomo de hidrogénio, temos que rotagoes em torno
dos eixos x ou y nao comutam com L., o que nos leva a identificar G
com L, ou L,. Note que os estados |nfm) nao sao autoestados de L)
exceto para £ = 0.
Escrevamos o problema de autovetores de H na forma

H|E,) = E,|E,) .

Dado que G e H comutam temos que G|E,,) também ¢é autovetor de H
com autovalor E,,:

Visto que |E,) também é autoestado de operadores que ndo comutam
com G é mandatério que existam estados para os quais G|FE,) nao é
proporcional a |FE,). Se isto nao ocorresse, poderiamos diagonalizar
G simultaneamente com os outros operadores, o que vai de encontro a
nossa hipétese destes operadores nao comutarem com G. Logo, G|E,,) é
linearmente independente de | E,) e como estes vetores estao associados
ao mesmo autovalor de H (FE,,) vemos que existem estados degenerados.

A guisa de ilustragao, consideremos um dtomo de hidrogénio. Tradi-
cionalmente diagonalizamos H, L? e L., sendo que os operadores L, e
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L,, ou Ly, nao comutam com L,. Sabemos que a energia dos estados
|n¢m) independe de m, logo sendo degenerados para ¢ # 0. Aqui é
facil ver que o operador associado a simetria nao diagonalizada (L)
conecta estados com valores diferentes de m e mesmo n e £ ja que

Li|ntm) o [nfm 1) .

Com isto compreendemos a degenerescéncia dos estados p, d, etc. To-
davia, esta nao ¢é toda a histéria para o atomo de hidrogénio ja que os
autovalores da energia nao dependem de ¢. Por exemplo, sabemos que
os estados 2s e 2p sao degenerados, mas por outro lado estes nao po-
dem ser relacionados utilizando apenas os operadores L. Isso significa
que o atomo de hidrogénio possui uma simetria adicional, dita aciden-
tal, a qual também nao comuta com L2 Classicamente, esta simetria
adicional estd relacionada ao fato das érbitas do atomo classico serem
fechadas e nao sofrerem precessao. A quantidade conservada associada
a esta simetria extra é o vetor de Runge-Lenz

2

1 e
R = —(pAL-L —r. 7.56
2M(p AP) ot (7.56)



