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Capitulo 9

Problemas Tridimensionais |

Neste capitulo vamos estudar alguns problemas tridimensionais, a saber,
a particula livre e o espectro discreto de hamiltonianas envolvendo po-
tenciais centrais. Devido a simetria de rotacao destes problemas, os
autoestados da hamiltoniana serao escolhidos de modo a serem também
autoestados do momento angular, i.e. de L, e L? estudados no tltimo
capitulo.

9.1 Problema de dois corpos quantico

A exemplo do que ocorre em Mecanica Classica, o problema quantico
de dois corpos pode ser separado no movimento do centro de massa
e no relativo, desde que o potencial de interacao dependa apenas da
coordenada relativa entre as particulas. Consideremos a hamiltoniana
2 2
P1 |4
H=—+—+V(r —ry), 9.1
o T omg TVt = r2) (9.1)

a qual apresenta seis graus de liberdade (ry, rp). A transformacgao

r = r;—ry, (9.2)
mMaP1 — M1P2
= — - 9.3
P my1 + Mo (9:3)
R - [l el 7 (9.4)
my1 + Mo
P = P1 + P2, (95)
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permite separar a hamiltoniana H em duas partes
H=H.(P,R)+ H.(p, 1), (9.6)

com H.,, dependendo apenas das varidveis do centro de massa (P, R),
enquanto H,, depende apenas da coordenada relativa das duas particulas

(p,1):

P2

Hcm(P, R) - m 5 (97)
p2

Hrel(pv I') = ﬂ + V(I‘) ) (98)

onde M = m; +my é a massa total do sistema e p é a massa reduzida,
= mims/(my + msy).

A separacao do sistema é realmente completa dado que r, p, R e P
satisfazem as seguintes relacoes de comutagao

r;,P;] =[pi,R;] =0, (9.9)
r;,R;] =[p;,P;] =0, (9.10)
[ri, pj] = ihdy; (9.11)

E importante salientar os seguintes pontos:

e Classicamente a transformacao (9.2)—(9.5) ¢ canodnica, i.e. ela
preserva os colchetes de Poisson. No caso quantico, os comutadores sao
preservados, como era de se esperar. Este fato possibilita representar
os momentos segundo p = %Vr, P = %VR, e os operadores posi¢ao
pela simples multiplicacao por r e R.

e Note que R é uma coordenada ciclica, o que acarreta que P é
conservado, j& que [H,P] = 0.
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9.1.1 Separacao das variaveis

Uma vez que [Hen, Hra] = 0, podemos aplicar o método de separacao
de variaveis para resolver o problema de autovalores de H

H® = Ed . (9.13)

Dado que H é a soma de dois operadores que dependem de variaveis
diferentes, vide (9.6), é natural procurar solucoes da forma

O = Uy (R) Ty (r) (9.14)

que substituida em (9.13) conduz a

Hcm\pcm = Ecm\I[cm ) (915>
Hrel\prel = Erel\I[rel ) (916>
E = Eun+t Era. (9.17)

Esta tltima expressao nada mais é do que a afirmacao de que a energia
total do sistema é a soma da energia interna (F.,e ) com a energia cinética
do sistema como um todo (Eepy).

Vamos agora revisitar o problema de uma particula livre em trés
dimensoes, ja este esta associado ao centro de massa do sistema, bem
como analisar diversos exemplos de movimento internos, para os quais
o potencial de interacao é central.

9.2 Particula livre

Encontremos os autoestados e autovalores de uma particula livre, cuja
hamiltoniana ¢ dada por H., = P?/2M. Para tanto vamos procu-
rar o maior numero possivel de operadores que comutem entre si e
com esta hamiltoniana, visando requerer que os autoestados da hamil-
toniana também sejam autoestados destes operadores. FEste procedi-
mento permite rotular os autoestados através dos autovalores (ntimeros
quanticos) associados aos diversos operadores. Devido a simplicidade
desta hamiltoniana é possivel fazer varias escolhas distintas do conjunto
de operadores a serem diagonalizados simultaneamente.
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0.2.1 Autoestado do momento linear

Uma vez que a hamiltoniana deste sistema comuta com o momento
linear (P) podemos diagonalizar simultaneamente estes operadores:

Pu(R) = kux(R), (9.18)
P2

A solugao da equagao (9.18) é
u(R) = A B/ (9.20)

onde A é uma constante. Substituindo esta solucado em (9.19) temos
que os autovalores da hamiltoniana sao

k2
Een = R (9.21)
Note que neste caso os autoestados da hamiltoniana e seus correspon-
dentes autovalores sao completamente especificados fixando trés niime-
ros quanticos, a saber, k;, k, e k..

A constante de normalizacao A depende do esquema utilizado, como
discutimos anteriormente. Caso suponhamos que o sistema esta contido
numa caixa de lados L temos que A = 1/L%2 e que o espectro é
discreto, dado por k = (n,i + n,j + n.k)2n/L, onde n,, n, e n, sao
inteiros. Por outro lado, se o espaco for infinito, podemos normalizar
os autoestados utilizando um delta de Dirac, resultando que o espectro

é continuo e que A = 1/(2mh)%/2.

9.2.2 Como autoestado do momento angular

Podemos também diagonalizar H.,, simultaneamente com os operadores
L. e L2,! uma vez que 2

[HCIIMLZ] = [HcmaLQ] = [LZvLQ] =0.

Usamos aqui que L =R A P.
2Exercicio: mostre estas relacoes de comutacio.
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Neste caso podemos exigir que os autoestados satisfagcam

Hcmq)Eém = Ecm q)EZm ) (922>
L*®g, = B0+ 1) g , (9.23)
qu)Eém = hm (I)Eém . (924)

A maneira natural de tratar este problema é resolvé-lo em coordenadas
esféricas (R, 6, p). Como estudamos anteriormente no capitulo 8, a
solucao para as ultimas duas equacoes é conhecida e conseqiientemente
podemos escrever que

Cpim = Rem(R)Yim(0, @) , (9.25)

onde os harménicos esféricos Yy, sdo autoestados de L, e L? com auto-
valores hm e h*((£+1) respectivamente. Substituindo (9.25) em (9.22),
e usando que em coordenadas esféricas

1@ 1[10 0 1 &
2 - - T G i -
Vi = ot [sin0898m980+sin2«98¢2] ’
1 o L2
_ 1 _ 2
R8R2R h’R2’ (9:26)

obtemos que

PRetm | 2 ARpim L2 I(l+1)
dR? R dR R?

1 Rim =0, (9.27)

com k* = 2ME/ h?. Esta dltima equacdo implica que Rgm, ¢ F nao
depende de m. Por esta razao nao usaremos mais o subscrito m para
R. Agora, tudo que resta para fazer é resolver a equacao diferencial
(9.27). Faremos isto em quatro passos®:

1. Inicialmente mudamos a variavel R para p = kR.

*Rer  2dRpe I(1+1)
- 1— =0. 9.2
i + > dp + P REe (9.28)

3 Alternativamente poderfamos reconhecer que as solugoes de (9.27) sdo dadas
pelas funcgoes de Bessel esféricas.
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2. Agora notamos que para ¢ = 0 as solugoes linearmente indepen-
dentes sao dadas por

(9.29)

3. A seguir extraimos o comportamento assintético de R para p indo
a zero. B facil mostrar que neste limite* as solucoes do problema
sa0

pf e p L. (9.30)

Portanto, definimos

Ree(p) = p'xee(p) | (9.31)

onde g, satisfaz

dQXEg i 2(€ + 1) dXEé
dp? p dp

+xpe=0. (9.32)

4. E facil ver, substituindo em (9.32), que

Ldxge
XE(+1 = — ; 9.33
"= (9.33)

ou seja, %%5“ é solucao de (9.32) com ¢ substituido por ¢ + 1.

Esta dltima relacao (9.33) permite-nos obter todos os xg¢ a partir
das solugdes xgo (9.29).

1d ¢
¢
= —— .34
Ree=p <pdp> XEo0 (93 )

4Exercicio: Mostre este fato.
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Solucoes padronizadas e suas propriedades

E tradicional padronizar as solugoes através de

i) = (-1 (%dip) e, (9.35)
o) = (—1)f (%dip) e (9.36)

onde j; (= el /2(p)) é a funcao de Bessel esférica, enquanto que

ne (= \/3=Net1/2(p)) € a funcao de Neumann esférica. E também usual
definir as funcoes de Hankel esféricas através de

h = et ine, (9.37)
MY = g—in,. (9.38)
As fungoes de Bessel esféricas de ordem mais baixa sao dadas por

sin p

Jolp) = r (9.39)
CoSs p

mlp) = === (9.40)

, sinp  cosp

Jilp) = — , 9.41

1(p) e ; (9.41)
cosp sinp

mip) = ——=p_ TP (9.42)

' p? p

Uma propriedade importante das funcoes de Bessel esféricas é o seu
comportamento no limite de p — 0:

ot

Je(p) — EESE (9.43)
mp) — ~EE (9.44)

onde 20+ 1)!!'=1-3-...- (204 1). Por outro lado, o comportamento
destas fungoes para p — oo é dado por
sin(p — (m/2)

je(p) — — (9.45)
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n(p) — ———, (9.46)

hél)(p) —  ——eeT'2 (9.47)

Resumo para particula livre

Como vimos acima a solucao do problema de autovalores — autoestados
de uma particula livre em coordenadas esféricas envolve a presenca
de uma fungao de Bessel esférica. Requerendo que R seja finito para
R = 0,° os autoestados da hamiltoniana de uma particula livre sao

(I)(Ra 07 30) = ]Z(kR)nm(ev 90) ) (948)

sendo os correspondentes autovalores de H dados por E = h*k%/2M.
Note que neste caso o estado é completamente especificado dando trés
nimeros quanticos, a saber, (E, ¢, m), sendo que E nao estd fixo para
um dado par (¢,m). Mais ainda, é facil verificar, usando a propriedade
(9.45) das fungoes de Bessel, que o estado (9.48) nao é normalizdvel.
Isto nao é uma surpresa ja que estamos tratando de um sistema que
nao exibe estados ligados, possuindo apenas o espectro continuo.

9.3 A equacao radial

No restante deste capitulo vamos assumir que o potencial de interagao
entre duas particulas é central, i.e. V depende apenas da distancia r

entre as particulas.

p?

H=—+YV 9.49

y V() (9.49)

Em coordenadas esféricas o problema de autovalores de H toma a
forma 0 )
he 0 L

- (r¥
2ur Or? (r?) +

Neste caso é facil ver® que

[HvLQ] = [HaLz] =0,

A V(r)W = EV . (9.50)

5Para maiores detalhes vide a préxima secdo.
SExercicio: Mostre que isto é verdade
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o que significa que podemos diagonalizar simultaneamente H, L? e L.
Logo, analogamente ao que fizemos no estudo da particula livre, ¥ pode
ser escrita na forma

v = REﬁ(r)nm(ea SD) ) (951)
que substituida em (9.50) resulta na equagdo radial

K2 92

e R+ 1)
2ur Or?

(rRed) + (V('f’) LY

) Rer= EREgs , (9.52)

a qual é uma equagao diferencial de segunda ordem para Rpg(r).
A equacao (9.52) toma uma forma mais sugestiva se escrevermos

Ripelr) = 224 (9.53)

r

uma vez que ugy obedece a

K2 d? R+ 1
o DB <V(r) | )

— =F . 9.54
2 dr? )uEé UEge ( )

2pur?

Esta equacao possui uma interpretacao simples: ugy é o autoestado de
um problema unidimensional sujeito a acao de um potencial efetivo

AL+ 1)

Vanlr) = V) + =

(9.55)

Note que este potencial efetivo também aparece naturalmente em Meca-
nica Classica! Devido ao significado de r, este problema unidimensional
possui a peculiaridade de estar definido apenas para r > 0.

Dado um autoestado do problema unidimensional ugy, o qual inde-
pende de m, podemos ver de (9.51) que os autovetores de H (V) sao
degenerados, com uma degenerescéncia minima 2/ + 1, que corresponde
ao numero de estados com um dado momento angular total /.

Neste capitulo consideraremos apenas os estados para os quais ¥
¢ normalizével, i.e. analisaremos apenas o espectro discreto. Se U é
normalizavel, entdo os R (uge) devem satisfazer
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(U|W) = /°° dr 1 [ A9 [Rise(r)Yim (6, 9)1*
0
= /OO dr r? |Rg(r)|> < oo, ou (9.56)
0

- /°° dr Jup(r)? < 00 | (9.57)
0

onde utilizamos a normalizacao dos Y.

9.3.1 Condicoes de contorno

Para que o estado seja normalizavel, satisfazendo (9.56) e (9.57), deve-
mos impor que R (uge) tenda a zero para r indo para infinito. Mais
especificamente, Ry, (ug) deve ir a zero mais rdpido que r=%/2 (r~1/2)
para grandes 7’s.

Analisemos agora qual a condicao de contorno que devemos impor
sobre Ry (uge) no ponto r = 0.7 Para que o estado ¥ seja normalizével
é natural requerer que a integral na origem [, dr r?|Rpg|? seja conver-
gente. Todavia, esta exigéncia nao é suficiente para fixar a condicao
de contorno em r = 0. Para vermos isto, consideremos o caso V = 0
(particula livre) e £ = 0. Neste caso existem duas solugoes para R gy, a

saber in(hr)
_ sin(kr
Jo(kr) = — e no(kr)=

A segunda solugao (1) apesar de satisfazer o critério que [, dr r2|no(kr)
< 00, nao pode ser aceita pois, para r — 0, temos que 1y — r~! e con-
seqiientemente V27, o< d(r)! Logo, 1y nao é solucao da equacao de au-
tovalores da Hamiltoniana!® Mais ainda, em geral, para que a equacao
de autovalores de H em coordenadas esféricas seja igual a mesma es-
crita em coordenadas cartesianas devemos impor a condicao adicional
que "Rg¢ — 0 no limite r — 0. Em termos de ugy, esta condicao
significa que ugy, — 0 neste limite.

_ cos(kr)
—
2

"Vamos aqui delinear um argumento usado por Dirac. Para maiores detalhes vide
P.AM. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics (Oxford, New York, 1958).

8 Além disso lembre-se que a solugao em coordenadas cartesianas exp(—ik - x) é
finita em todos os pontos.
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Uma segunda maneira de obter-se esta condi¢ao de contorno ¢é re-
querer que a hamiltoniana do sistema
n o L?

= ————T

2ur Or? + 2ur?

+V(r) (9.58)

seja hermitiana. Dados dois estados quaisquer ¥y = u;Yp,/r e ¥y =
usYem /17, a imposicao que (U;|HW,) = (HW,|¥s) conduz ao vinculo

dusy  duy
li —2 | =0. .
lim [ul o ugl (9.59)

Usualmente esta condigao é satisfeita impondo que u(0) = 0.

0.4 Caixa esférica

Nosso primeiro exemplo serd uma particula livre contida numa caixa
esférica de raio a. Neste caso a hamiltoniana do sistema é dada por

p’
H== .
3 V) (9.60)

onde o potencial é

0 O<r<a
00 r>a

Vir)= { (9.61)

Adotando-se que os autoestados (V) de H sao também autoestados
do momento angular, escrevemos ¥ = Rpg/Yy,,, onde a equagao radial
que Rgy satisfaz, para r < a, é dada explicitamente por

dQ'R,Eg n ngEg _ 6(6 + 1)

dr? r o dr r2

Rie+ kK Re =0, (9.62)

onde o autovalor da hamiltoniana dado por E = h*k?/2u. Para r > a
temos que Rgy = 0 jd que o potencial é infinito nesta regiao.

Tendo em vista que esta é mesma equacao de uma particula livre,
sabemos que a solucao geral do problema é

Ree = Agje(kr) + Bene(kr) (9.63)
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Figura 9.1: Valores de a2 , como funcao de n,. O valor de ¢ estd

indicado sobre as linhas.

onde Ay e By sdo constantes. Utilizando a condigao de contorno (u(0) =

0) discutida na se¢ao anterior, concluimos que B, = 0. A outra condigao

de contorno deste problema é Rgy(a) = 0, devido a continuidade de R

em r = a. Logo, j/(ka) = 0, implicando que ka = a4, onde a, ¢ é o

n,-ésimo zero da funcao de Bessel esférica j,. Portanto,
2

E = h—oz2

o (9.64)

nyl *

A tabela abaixo fornece «,,, para alguns pares (n,, £), enquanto que
os niveis mais baixos do espectro sdo mostrados na Figura (9.1).

I\n. |1 2 3 4
0 s 2w 3w 47
1 4.493 | 7.725 | 10.904 | 14.066
2 5.764 | 9.095 | 12.323
3 6.988 | 10.417 | 13.698

Note que o estado fundamental deste sistema possui ¢ = 0, e con-
seqilentemente ele é nao degenerado. FEste ¢ um fato geral em Mecanica

Quantica.
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Exercicio:

Para ¢ = 0 a situa¢do é bem mais simples ja que jo = sin(kr)/r, sendo
a0 = n,m. Qual a relagao entre os estados com ¢ = 0 e os estados de
uma caixa unidimensional?

9.5 Poco esférico

No capitulo 4 vimos que um poco de potencial atrativo sempre possui ao
menos um estado ligado, nao importando a sua profundidade ou o seu
alcance. Visando mostrar que o mesmo fenomeno nao ocorre em pro-
blemas tridimensionais, vamos agora estudar a condi¢ao de existéncia
de estados ligados para o poco esférico descrito pelo potencial

] =Vo para 0<r<a
V(r)= { 0 para 1> a . (9.65)

Para forcas que independem do momento angular do sistema, o
estado de mais baixa energia possui ¢ = 0 ja que isto minimiza a energia
cinética’. Logo, para verificarmos a existéncia ou nao de estados ligados
basta estudarmos a sua existéncia no caso ¢ = 0. A equacao radial para
upo neste caso é dada por

1 d*uo Vi E 0<r< (9.66)
_ — U = U ara r a .
2 a2 0UE0 E0o P
K2 2
o aye = Puro para 1 >a, (9.67)

onde —Vj < E < 0 no caso de estados ligados. A solugao geral destas
equacgoes é

| Asin(gr) + Bceos(qr) para 0<r<a
Uro = { Ce " 4 Debr para 1 > a ’ (9-68)
onde A, B, C' e D sao constantes e definimos
2 2
qzzh_’; (E+V) e kQ:—h—’jE. (9.69)

9Prove este fato.
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As condigoes de contorno upe(0) = 0 e ugg(r) — 0 para r — oo
acarretam que B = D = 0. Agora impondo que ugy e dugy/dr sao
continuas em r = a temos que

Asin(ga) = Ce ™

qAcos(qga) = —kCe ke - (9.70)

o que nos conduz a
—ksin(ga) = qcos(qa) . (9.71)

Daqui podemos concluir que ga encontra-se no segundo ou quarto qua-
drantes ja que o seu seno e o seu cosseno tem sinais opostos. Mais
ainda, quadrando esta expressao e usando (9.69) temos que

21V
h2

2uVoa?
h2

sin?(qa) = ¢* | sin(qa)| = qa . (9.72)
Note que esta nossa andlise é idéntica a que fizemos no poco unidi-
mensional e que naquele caso deu origem as fungoes de onda impares
e a condicao de existéncia do primeiro estado excitado. Da analise
grafica que fizemos deste problema no capitulo 5 temos que esta equacao
possui ao menos uma solugao somente se

2uVpa?
hQ

(e
> —. .
> (9.73)

Logo, se o potencial for muito raso ou seu alcance for muito curto nao
teremos o aparecimento de estados ligados em trés dimensoes.

9.6 Atomo de hidrogénio: espectro discreto

Consideremos agora um atomo de hidrogendide i.e. um nicleo de
nimero atomico Z que possui apenas um elétron ligado. Exemplos de
atomos hidrogendides sao H, He™, Li*", Be™ ™", etc. A hamiltoniana
que descreve o movimento relativo deste sistema é

p2 Z62

H=—_-2= 74
TR (9.74)



9.6. Atomo de hidrogénio: espectro discreto 159

onde e ¢é a carga elétrica do préton. O problema de autovalores desta
hamiltoniana é

2 a2 2 2
OO Cu L (9.75)
2ur Or? 2ur? r

Os estados ligados deste sistema sao aqueles associados a autovalores
negativos da hamiltoniana (£ < 0). Utilizando o ansatz (9.51) e (9.53),
obtemos que a equacao radial deste problema é dada por

?  ((l+1) 2uZe*l
<_ﬁ + 7’2 — h2 ; + K Uy = 0 s (976)
onde E = —h*K? /2p. Nosso primeiro passo para resolver esta equacao

serd escreve-la em termos de varidveis adimensionais. Para tanto defi-
nimos

p=2kr, (9.77)
o raio de Bohr
h2
ag=— =0,529 x 107" m (9.78)
e
© Z
E=—. (9.79)
Rag

Em termos destas quantidades (9.76) toma a forma

d*u 0+ 1) & 1
— = = — = =0. 9.80
0 e u+ <p ik 0 (9.80)

Visando simplificar esta equacao, vamos fatorar o comportamento
assintotico da solucao nos limites p — 0 e p — oo. No limite p — 0,
podemos desprezar os dois ultimos termos da equagao (9.80), resultando
em

d*u 0+ 1)

dp> 2
Daqui podemos ver que para pequenos p’s o comportamento das solugoes
é o mesmo encontrado para as particulas livres, i.e.

=N (9.81)

pt ou pitt. (9.82)
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Por outro lado, no limite p — 0o a equacao (9.80) reduz-se a

Fu 1~ (9.83)
— — —u = .
dp?> 4 ’

cujas solugoes sao
€5 e eb. (9.84)

As condigoes de contorno sobre u (u(0) = 0 e u(oco) = 0), junta-
mente com estes comportamentos assintoticos, sugerem que fagamos a
seguinte transformacao

u=p"e i x(p) (9.85)

onde a nova variavel dependente x satisfaz a

d*x dx
dEASING V) B b 1—&)y=0. .
pdp2-+( C+ p)dp (l+1=&x =0 (9.86)

Neste ponto!? utilizamos o método de Frobenius para obter y. Para
tanto escrevemos

W) = (9.87)

Para verificar qual a relacao de recorréncia que os a; satisfazem sub-
stituimos (9.87) em (9.86), implicando que

k+0+1—¢
k+1)(k+20+2)

Ag11 = ( ag . (988)

Agora devemos analisar o comportamento assintético (p — oo) de

x com o intuito de verificar em que circunstancias u satisfaz a sua

condicao de contorno no infinito. Para tanto estudemos esta série para
k grande:

k41 A~ 1

Qg E

(9.89)

10Para o eleitor mais atento, a equacdo satisfeita por x é a de Kummer cujas
solugoes podem ser expressas em termos das fungoes hipergeométricas confluentes;
vide apéndice.
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Este é o mesmo comportamento da série da funcao e”. Logo,
X e’ para p— 0. (9.90)

Todavia, este comportamento nao pode ser aceito senao u nao satisfaz
a condicao de contorno para p — oo. Por conseguinte, a série deve
terminar, o que significa que um existe um k maximo (= n, =0, 1,...)
tal que ax = 0 se k > n,. Logo, a partir de (9.88) concluimos que

E=n=n,+0+1, (9.91)
onde o inteiro n ¢ usualmente chamado de ntimero quantico principal.
A partir desta tltima relagao podemos concluir que n =1, 2, 3 ..., e
que £ <n—1.

Polindmios de Laguerre

As solucoes polinomiais da equacao diferenciall!

214 dLd
P 1— p)—2 £ pLi(p) =0 9.92
Gy +(g+1—p) 0 + pLi(p) , (9.92)

onde p e ¢ sao inteiros nao negativos, sao os polindmios associados de
Laguerre Li(p). Este polinomios possuem as seguintes propriedades’?:

e A fungao geratriz U(s, p) destes polinémios é dada por

Us) = T = S i) (099

a qual nos permite calcular os L1 através de

L9(p) = (p+q)! PU

T G (9.94)

=0

1 Adotaremos aqui a normalizacio empregada em E. Merzbacher, Quantum Me-
chanics (Wiley, 1970).

12A convencdo adotada aqui difere da utilizada no I. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik,
Table of Integrals, Series, and Products. Lg|aqui =(p+ q)!Lg|Gmds.
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Segundo esta padronizacao L;_,(0) = %.

e Os polinomios de Laguerre podem ser obtidos utilizando a férmula
de Rodrigues:

L(p) = Ly(p) = 4 (97") (9.95)

Por exemplo, utilizando esta expressao temos que

Li(p) = 1—-p, (9.96)

La(p) = 2! (1 %+ %) . (9.97)

Por sua vez, os polinomios associados de Laguerre podem ser cal-
culados a partir dos polinomios de Laguerre através de

d?

Li(p) = (—1)qd—pq (Lpva(p)] - (9.98)

Alguns dos polinomios associados de Laguerre sao

Lg=1 [2=2
LV=1-p L? =18 —6p

0 _ 2 2 _ 2
ﬁi;?—élerp ﬁg;é44—96,0+12p (9.99)
Li=4-2p L3 =96 —24p

Ll =18 —18p+3p> L3 = 1200 — 600p + 60,2

e Também temos que a seguinte relacao de ortogonalidade é satis-
feita.

00 B p+q ns3
/0 dp e Pp™ Li(p) LY, (p) = (2p+ q + 1)%@,},/ . (9.100)
9.6.1 Autovalores e autofuncoes normalizadas

Podemos agora explicitar a forma dos autoestados de H para dtomos
hidrogendides. Para tanto basta utilizar (9.51), (9.53), (9.85), (9.86) e
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136V

Figura 9.2: Niveis de energia dos estados ligados do atomo de
hidrogenio.

(9.92), resultando que os autoestados normalizados sdo dados por

n — g —1 ' P
Voanl0,0,9) = 0" e L Yin0.0),
(9.101)

onde k = Z/nag e p =27 /nay. Os autovalores (E,) associados a estes
autoestados sao dados por (9.79) e (9.91).

ety 7? 72
E importante lembrar que n = 1, 2, ... equel < n — 1. O estado

fundamental possui n = 1 e [ = 0, com uma energia de aproximada-
mente -13.6 eV para o dtomo de hidrogénio. Note também que existe
um numero infinito de estados ligados, os quais possuem um ponto de
acumulagao em F = 0; vide Figura 9.2.

Mais explicitamente, as funcoes de onda radial para os estados de
menor energia sao

IN*? _z
Ryo(r) = 2(@—) e o, (9.103)
0



164 Capitulo 9. Problemas Tridimensionais |

7\ Zr\ _zr
= 2(— 1-— 2a 104
20 (2 ) (-5 (9100
3/2 Z .
Roi(r) = <2a ) —T(f?z“o : (9.105)
0
2 7\ 27r Zr\? _z-
= —|— 3——+2(— 3a .106
Ry (r) 3 \3a > l ao * <3a0> ]e - (9:106)
4+/2 312 7y Zr\ _.zr
= — [ — —(1—-— 3a 1
R31(T) 9 (3&0) Qo < 6&0)6 o (9 07)

Rso(r) = % (ﬁ)gﬂ (%)263%) ) (9.108)

A distribuicao de probabilidade em r dos estados mais baixos estao
apresentadas na Figura 9.3. Como podemos ver a probabilidade de um
elétron ser encontrado mais afastado do niicleo aumenta com a energia
do estado. Podemos ter uma melhor estimativa do tamanho dos atomos
hidrogendides através dos seguintes valores esperados.

) = o5 (3 200+ 1)) (9.109)
b -

H&4 um fato interessante que podemos constatar tanto na Figura 9.3
bem como no valor esperado de r dado por (9.109): para um valor
fixo de n a tendéncia do elétron estar mais préximo do ntcleo cresce
com ¢! Este fato é curioso ja que poderiamos esperar que quanto maior
o momento angular do elétron mais afastado este estaria do ntcleo.
Desafio: voceé consegue explicar este fato?

Discussao dos resultados

Haviamos visto no inicio deste capitulo que os autoestados de uma
hamiltoniana central sao degenerados 2/ + 1 vezes, devido aos autova-
lores E,; independerem do nimero quantico azimutal m. Todavia, a
degenerescéncia dos niveis de energia no atomo de hidrogénio é maior
que essa ja que os autovalores E, independem também de [! Esta de-
generescéncia extra exibida por este sistema é chamada de degeneres-
céncia acidental. O nimero de estados com a mesma energia £, é dado
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Figura 9.3: Densidade de probabilidade da varidvel r (47r?| R,.(r)|?).
Do lado direito de cada figura encontra-se um esbogo da distribuicao
espacial levando em conta a dependéncia angular. O eixo z encontra-se

na vertical.
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por
S (26+1) = [H@Z_l)]” —n?, (9.111)
/=0

onde utilizamos que F,, independe de £ e que ¢{ < n — 1.

Mas qual é a origem da degenerescéncia em Mecanica Quantica?
Para respondermos a esta pergunta analisemos um caso concreto e
geral que ¢ a razao de E,; independer de m para potenciais centrais.
Neste caso, sabemos que H comuta com todas as componentes do mo-
mento angular, mas estas nao comutam entre si. Logo, sé podemos
diagonalizar apenas uma das componentes, por exemplo L., simultane-
amente com H e L. Portanto, existem dois operadores (L, e L,) que
comutam com H mas que nao sao diagonais na base escolhida. Esta ¢ a
origem da degenerescéncial Para vermos isto consideremos um estado
v tal que

HV = EV, (9.112)
L.V = hmU. (9.113)

Entao, o estado W' = L, ¥ satisfaz

HY = EV (9.114)
LV = h(m+ 1)V, (9.115)

uma vez que L, comuta com H e nao comuta com L,. A primeira destas
equacoes diz que ¥’ é um autoestado de H com o mesmo autovalor F
que V. Por outro lado, a segunda implica que ¥ # ¥ uma vez que
estes sao estados associados a diferentes autovalores de L.! Logo, os
niveis de energia F sao degenerados!

Moral da histéria: a degenerescéncia dos autovalores de H tem por
origem a existéncia de operadores hermitianos que comutam com H
mas nao entre si. Os autoestados degenerados com um dado ¥ podem
ser obtidos atuando-se sobre W com uma combinacao dos operadores
nao diagonalizados simultaneamente com H.

Fisicamente o paragrafo anterior significa que se o sistema exibir
diversas quantidades conservadas'® que nao podem ser simultaneamente
medidas com precisao absoluta, o espectro de H sera degenerado.

13Lembre-se que na representacio de Heisenberg ihX = [X, H].
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Agora podemos explicar a degenerescéncia acidental do atomo de
hidrogénio. Este sistema possui uma quantidade conservada, o vetor
de Runge-Lenz,'4

Ze*r 1
— (pAL—-LA 9.116

a qual satisfaz as seguintes relagoes de comutacao.

A, H] =0 (9.117)
[Li, Aj] = ihe'* A, (9.118)
m

A existéncia desta nova quantidade conservada que nao pode ser
medida com precisao absoluta simultaneamente com L. é a razao da
degenerescéncia acidental.

Na vida real o &tomo de hidrogénio é bem mais complexo, devido ao
ntcleo atomico nao ser pontual e a existéncia de correcoes relativistica
para H. Contudo estas modificacoes sao pequenas e os resultados aqui
obtidos oferecem uma boa descricao deste sistema. Oportunamente
calcularemos as correcoes induzidas por estes efeitos.

9.7 Apéndice: Solucoes da Equacao de Kummer

A equacao diferencial de Kummer é dada por

d*u

du
e —I)— —qu = 12
Tt (c—x) o~ au 0, (9.120)

onde a e ¢ sao constantes. A solugao geral desta equacao é

u=Cy 1 Fi(a,cz)+Cy ol “Fila—c+1,2—¢m), (9.121)

14Classicamente é sabido que a érbita do elétron num potencial coulombiano é
fechada, sendo a dire¢ao do seu eixo maior uma constante de movimento.
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onde C] e Cy s@o constantes e 1Fj(a,c;z) é a funcdo hipergeométrica
confluente, a qual é dada por

(c > a+n) "
F — . 9.122
thifa, ¢ o) (a) ; C(c+n) n! ( )

Esta série converge uniformemente em todo plano complexo z , porém
ela nao esta definida para ¢ =-—ncomn =20, 1, 2,---
O comportamento assintético de 1 Fy para |x| — oo é conhecido

W Le) ., T(o _
F ; T —= e 9.123
1Fi(a,c;z) — e F(c—a)x +T(a)6x ( )
Note que esta expressao nao é vélida paraa = —ncomn =0,1,2, ---

porém neste caso 1F; tem um comportamento polinomial. De fato,
neste caso 1[I} pode ser reduzida a polinomios associados de Laguerre

m! n!

Fi(-n,m+1,2) = ——— L"(x), 9.124
bem com a polindmios de Hermite.
2n)! 1
H2n<.§lf) = <_1)n(n') 1 1(—77/, 5,372) y (9125)
,(2n +1)! 3
H2n+1<.§lf) = (—1) (')’1,7|) 2z 1F1(—n, 5,.’172) . (9126)

Exemplo: atomo de Hidrogénio

Estudemos a equagao (9.86) para a funcdo de onda radial utilizando
as fungoes hipergeométricas confluentes. Tendo em vista que esta é a
equacao de Kummer, sua solucao geral é dada por

X = Cr iR (0+1=8,2042;p)+Co p~ 72 Fy (—0—&,—20;p) , (9.127)

onde C; sao constantes. Tendo em vista a condigao de contorno u(0) = 0
e (9.85), segue que Cy = 0. Note que 1Fi(a,c;0) = 1.

Neste ponto restamos impor a segunda condicao de contorno, a
saber, que u — 0 quando p — oo. Contudo, podemos ver a partir de
(9.123) que isto nao ocorre para uma escolha arbitraria dos argumentos
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de 1 Fy j4 que, a menos de casos especiais, u apresenta um fator et?/2.
Logo, devemos fixar o parametro £ de modo a evitar este crescimento
de u. Como vimos acima, basta escolher £ +1 — & = —n, com n, =
0, 1, ,2, ---. Com isso recuperamos o resultado anterior (9.91) para
os autovalores da energia.

No tocante aos autoestados, temos que

x=Ci1F1(l+1—n,20+2;p). (9.128)

Utilizando (9.124), que relaciona esta funcao hipergeométrica conflu-
ente aos polinomios de Laguerre, finalmente obtemos que, a menos de
uma constante (A) que

x = AL (p) (9.129)

reproduzindo o nosso resultado anterior.



