Capitulo 6

A Equacao de Schrodinger

6.1 Funcgoes de Onda

Na mecanica quantica, a natureza ondulatéria dos fenémenos faz que tenhamos que descreveé-los
por meio de uma fungao de onda ¥(z,t). Mas o que é exatamente a fungao de onda?

A interpretacao correta da funcao de onda foi dada por Max Born, de que ela é uma amplitude
de densidade de probabilidade, ou seja:

Pla,t) = [U(z,t)[2 = U (o, 1)Uz, ) (6.1)
é a probabilidade de encontrar a particula na posicao x no tempo t. Max Born ganhou o prémio

Nobel de 1954 por esta interpretacao. Mas como podemos encontrar a funcao de onda de um
sistema? Ela é descrita pela Eq. de Schrodinger, que veremos a seguir.

6.2 Operadores Posicao, Momento e Energia

Na mecanica quantica, a posicao x e momento p sao promovidas a operadores X, P

X =z (6.2)
P = —ih% (6.3)
que atuam em uma funcao de onda
XU = U (6.4)
PUV = —ih% (6.5)

A energia E também é promovida a um operador H. No caso comum em que a energia é dada pela
energia cinética mais uma energia potencial, o operador H é dado pela mesma funcao cléssica, mas
promovendo x e p a operadores como acima:

2

H = H(X,P) = ;im +UX) (6.6)
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ou seja:

1 ([ d\?

h? d?

Se a fungao de onda ¥ é um auto-estado (auto-vetor) do operador H, com auto-valor F, temos

HVU = EV (6.8)

6.2.1 Valores Médios

Com a interpretacio de que P(z) = |1|? = 1*¢, podemos calcular valores medios de grandezas
(posi¢do, momento, etc) no estado descrito por ¥. Por exemplo, os valores médios de = e 22 sdo
dados por

() = /$ P(z)dx = /m P (x))(x)dx (6.9)
(%) = /a:2 P(z)dz = /a:2 Y (x)p(x)dx (6.10)

6.3 Equacao de Schrodinger

Em 1926, Schrodinger propés uma equacao que descreve a evolugao temporal da funcao de onda de
um sistema com operador energia H definido. Por esse feito, Schrodinger ganharia o prémio Nobel
em 1933. A equacao de Schrodinger é dada por

ma‘pgg’“ — HU(z,t)|  (Eq. Schrédinger) (6.11)

Essa equacao é a lei fundamental da mecanica quantica. Ela é equivalente a 2a Lei de Newton
F = ma que descreve a evolucao temporal da posi¢do de um sistema. Aqui a descrigao é feita
para a funcao de onda, que d& a amplitude de probabilidade do sistema. Vamos assumir casos
estacionarios, em que H nao depende do tempo. Podemos assumir que a funcao de onda se separa:

U(x,t) = ()i (t) (6.12)
a equagcao acima fica

0
iho- [P(@)u(t)] = Hp@)h ()]

2 2 T
i@ = i) |- T s U@ (6.13)

Dividindo esta equacao por 1 (z)1(t), obtemos:

Lody(t) 1 h? d*y(x)
! Yi(t) dt - P(x) [_Qm dx?

+ U(:U)w(m)] (6.14)
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Como o lado esquerdo depende apenas do tempo ¢, enquanto o lado direito depende apenas da posi-
cao , a unica maneira de serem iguais é que sejam ambos iguais a uma constante, que identificamos
com a energia E. As equacoes ficam

dipe(t
ih wc;t( ) = EYy(t) (Eq. Schrodinger dependente do tempo)  (6.15)
h? d%y(x) - :
o a2 +U(z)Y(x) = Ey(x) (Eq. Schrédinger independente do tempo) (6.16)
m  dx

A solucao da primeira equacao é dada trivialmente por

bi(t) = e BN (6.17)

Para encontrar ¢(z), bem como os niveis de energia F, precisamos resolver a equacao HV = EV:

h? d%y
_ - _ Bl = 1
o dr? + [U(x) 1Y =0 (6.18)
que pode ser escrita como
d*>y  2m
i + - [E—U(x)]y=0 (6.19)

Portanto s6 precisamos especificar a energia potencial U(x) do sistema para encontrar seus estados
possiveis resolvendo a equagao acima.
As solugoes sao portanto da forma

(x,t) = (x)e BN (6.20)
— U (z,t) = (z) e P/M (6.21)

e tem probabilidade
P(x,t) = W (z, ) ¥(, t) = () () = [¢(z)]? (6.22)

ou seja, independente do tempo. Portanto, no caso em que a energia H e a probabilidade P nao
dependem do tempo, as solucoes sao chamadas de estados estaciondrios.

6.3.1 Condicoes de Contorno

Sendo 1 relacionada com a probabilidade em certo ponto do espaco, ela deve obviamente ser uma
funcao continua e definida em todos os pontos do espago. Pela Eq. de Schrédinger, podemos
concluir o comportamento das derivadas de 1. Temos entao que:

1) ¥ deve ser sempre continua e finita em todos os pontos.

2) Se U(x) é finita no ponto z, entdo d?1/dz? deve ser finita, o que implica que di/dz deve ser
continua em zx.

3) Se U(x) é infinita no ponto w, entdo d?1/dx? também serd infinita neste ponto, e di/dx
podera ser descontinua em .

Para o que nos interessa nos problemas a seguir, temos entao que ¢ e d¢/dx sdo sempre
continuas, exceto quando U(z) for infinita, e neste caso d¢/dx podera ser descontinua.
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6.4 Particula Livre

O caso mais simples é o de uma particula livre, i.e. com energia potencial nula, U(x) = 0:

d2¢
de hQ w =0 (6.23)
cuja solucao fica
. . 2mFE
Y(x) = e 4 p_eh onde k = % = ;in (6.24)

e ¢4 e ¢_ sdo constantes, que dao pesos as solugoes com momento p e —p, respectivamente, para
uma dada energia E. Juntamente com a parte temporal, a solucao completa fica

U(z,t) = ¢yeka=wtl g gmilkatwt) (6.25)
p  V2mE E
2 _ ——— 2
k " pew= 4 (6.26)

que é uma onda plana. Note que k = p/h — A = h/p, exatamente como sugerido por de Broglie.
Além disso, F = hw = hv, similar a hipétese de Planck/Einstein. Outra forma de expressar a
solucao em ondas planas seria em termos de senos e cossenos, i.e.:

Y(x) = Asin(kx) 4+ Bsin(kx) (6.27)

6.4.1 Pacote de Ondas

Combinacgoes lineares destas solucoes também sao solugoes e podem ser usadas para obter pacotes
de ondas com localizacio no espaco ou no momento linear. De fato, senos, cossenos ou e?** formam
uma base completa que pode ser usada para expressar qualquer solucao, e.g. séries e transformadas
de Fourier.

Por exemplo, podemos obter uma fungéo de onda periédica em x = L como

z) = Z_;)¢+(k'n)eik”w + z_;)gb(kn)e—“w - _Z_: $(kn)e*n® (6.28)

onde ¢(k,) = ¢4 paran > 0 e ¢_ para n < 0, é o coeficiente de Fourier de ¢. A periodicidade
implica ¢(0) = ¢(L), ou seja k, = n27/L. Portanto:

eikmxw(x) — Z ¢(kn)ei(knfkm)x _ Z (b(kn)eiZﬂ(nfm)x/L (629)
., | n=-—00 n=—00
/ dze*m Ty (z) = Z o(k / dze?r(n—m)z/L _ Z d(kn) (Lopm) (6.30)
0 n=—o0o n=-—00

Ou seja,

L
o(km) = - /O dxe*mTq(z) (6.31)



6.5. PARTICULA NA CAIXA

87

Para uma fungdo nao periddica, basta tomar o limite L — oco. Como n é inteiro, An = 1, e o

espagamento Ak, = An2r/L =27n/L — 0, e k, =k

fica continua:

- » L & |
P(z) = lim Z AnqS(kn)eana;: lim o Z Aknqb(k‘n)emnx

L—o00
Ak,—0 Nn=—00

L ikx
= o / dko(k)e™*

L—o00
Ak, —0 n=-—00

Redefinindo ¢(k) — V27 ¢(k)/L (o que podiamos ter feito desde a Eq. 6.24), ficamos com

1
=]
1
]
ou em termos de p = hk, e ¢(p) = ¢(k)/v/h temos
1

dko(k)e*®

drg(x)e

blr) = / dpé(p)e/

\V2mh
1

op) = / dz(z)e= /e

\V21h

6.5 Particula na Caixa

Considere agora uma particula em uma caixa, que
consiste em uma particula sujeita ao seguinte energia
potencial

00 x <0 (Regiao 1)
U@)=< 0 0<z <L (Regiaoll) (6.38)
00 x>1L (Regiao III)

ou seja, a particula estd livre (U = 0) na regiao II,
que corresponde a regiao dentro da caixa, enquanto
nas regioes I e I11, i.e. fora da caixa a energia poten-
cial é infinita, de tal forma que, qualquer que seja a
energia F da particula, é impossivel ela estar nessas
regioes.

A solugao para v (z) neste caso seré parecida com
a particula livre, mas, como veremos, as condicoes de
fronteira do problema determinarao a quantizacgao da
energia do sistema.

Nas regioes I e III, temos que

U()C):OO 00,

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

Figura 6.1: Particula em uma caixa.

Yr(x) = Yrrr(z) =0

Ja na regiao II, a particula satisfaz a Eq. de Schrodinger para uma particula livre:

d*yrr n 2mE
dx? h2

Yrir =0

(6.39)

(6.40)
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Com solucao dada em termos de e*** ou similarmente, senos e cossenos:
Yrr(x) = Asin(kx) + Bcos(kx) (6.41)
2mE k*h?
kL = = E=— 6.42
h ot 2m ( )

Agora usamos as condi¢oes de contorno que v deve satisfazer. Neste caso, as condi¢bes sao
apenas em 1, que deve ser continua nos pontos z = 0, L. Como U(z = 0,L) = oo, dip/dx nao é
necessariamente continua nesses pontos.

Pela continuidade de 9 (x) em = = 0, temos:

0 =17(0) =r7(0) = Asin(0) + Bcos(0) = B (6.43)
—-B=0 (6.44)

Portanto, temos que
Yrr(x) = Asin(kx) (6.45)

A continuidade de ¢ (z) em z = L implica

Yr1(L) = Asin(kL) = (L) =0 (6.46)

— kL = nm com n inteiro. (6.47)

ou seja, sdo apenas possiveis valores de k tais que k = nw/L. Pela Eq. 7.36, isso implica que as
energia possiveis sao dadas por:

nm\2 h2
E, = Qf)gf 4
L/ 2m (6.48)
n2n2h?
E, = 2% (n=1,23,.. 4
— 52 (n 3,...) (6.49)

Jé as fungdes de onda possiveis em II ficam (omitindo o indice II):

””w) (6.50)

Yn(x) = Asin (T

Neste exemplo, vemos algo que acontece com frequéncia na mecanica quantica: as condicoes
de contorno na fungao de onda gera a quantizacao dos niveis de energia. Apenas fungoes de ondas
que se ”encaixem”nessas condicoes sao possiveis, e somente as energia associadas sao permitidas,
sendo todas as outras proibidas. Ja tinhamos visto este efeito quando falamos da radiacao térmica
de corpo negro dentro de uma caixa e contamos os estados possiveis da radiacdo nesta caixa. A
situacao aqui é similar, mas ao invés de termos a onda eletromagnética, temos a fungao de onda
quantica do sistema, que também tem natureza ondulatéria. Esquematicamente, temos entao:

Natureza ondulatéria + condicoes de contorno confinantes — quantizacao dos niveis de energia

Por fim, precisamos normalizar a funcdo de onda. Como P(x) = |¢(x)|?

probabilidade em todo espago deve ser 1, temos:

e a integral desta
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oo (o.9]
/ P(x)dx :/ Wb (x)|Pde = 1 (6.51)
0 0
0 que implica
L
1 = A2/ sin? (%7 ) d
0
2nm
_ AQ/L 1 — cos ( ”L‘”)dm
0 2
L 2
_ g2z _ L (2nT2
2 dnm L 0
L
= ,425 (6.52)
e portanto
2
A= I (6.53)
Assim,
dle) =/ Fsin ("70) (6.:54)
x) =4/ —=sin | —— .
" L L
Temos Ax ~ L/2 e Ap = py — p1 = h(ky — k1) = har/L. Portanto
hm h
ArxAp ~ — > — .
TApr > 5 (6.55)
e verificamos que o principio de incerteza é satisfeito neste caso.
6.6 Barreira de Potencial e Tunelamento
Considere agora uma particula em uma barreira de
potencial. Neste caso: U(x) 4
0 r < —a (Regiao I)
Ux)={ Uy —a<z<a (Regidoll) (6.56) U,
0 x>a (Regiao IIjy ~— _____ R R E<U
Vamos considerar apenas o caso em que F < U,
i.e. a energia total da particula é menor do que = 0 P x>

a energia potencial da barreira. Portanto, se ela
comega do lado esquerdo (z < —a), classicamente
seria impossivel ela entrar na regiao II, ja que para
isso deveria ter energia cinética negativa !

Figura 6.2: Barreira de potencial.
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Entretanto, como veremos, na mecanica quantica, existe uma probabilidade nao nula de a
particula, ndo apenas passar para a regiao II, mas até mesmo chegar a regiao III. Quando isso
ocorre, dizemos que a particula sofreu tunelamento. A idéia é que ela fez um ”tunel secreto” e passou
para uma regiao classicamente proibida. Jogando um niimero grande de particulas, eventualmente
uma delas vai tunelar, pela lei da probabilidade.

A Eq. de Schrodinger é dada por

A’y 2m
e aqui vamos impor a continuidade tanto de ¥ quanto de di¢/dx em x = +a.
Para as regioes I e III, a particula é livre temos

2mE
h2

d21/} 2 ~ ikx _—ikx 2
W:_kw_) Solugoes : e e , com k* =

(Regides I e I1I) (6.58)

E para a regiao II, temos um potencial constante. Como (Uy — E) > 0, temos

>

2m(Uy — F
—3 = (ko)™ — Solugdes : €0, 7%, com kf = 2m(Uo — B)

2 (Regiao 1) (6.59)

Note que k% + k¢ = 2mUy/h%. A solugio completa fica:

Aetkz 4 Be~ike r < —a (Regiao I)
Y(z) = Ce F7 f Dekor g <x<a (Regido II) (6.60)
Eethe 4 Feithe x>a (Regiao IIT)
e sua derivada é
do() ikAek® — jkBe~h® < —a (Regiao 1)
i —koCe k0% 4 kg Dekor —a <z <a (Regiao II) (6.61)
v ikBekr — i Fe~ike >a (Regido III)
Condigoes de contorno em = = —a:

1/11(—(1) = w]f(_a’)
Aefika_'_Beika _ Cekoa_i_Defkoa X (Z]C)

ik(Ae~*e 4 Betha) = jk(Cefo? 4 De~koa) (6.62)
(§
dyr o dygr
E( a) = “dr (—a)

ik(Ae~ — Beta) = _kg(Cefos — De~koa) (6.63)
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Somando a Eq. 6.62 com a Eq. 6.63, temos

Da Eq. 6.62, temos

2ik Ae~"ka
— A

(ik — ko)Ce™ + (ik + ko) Ee ™
<1 + k0> 6*k0a+ikaD

1
~ (1
o

_ko
ik

Cekoa +D€_k0a _Ae—ik:a

Cefoe 4 De~hoa _ [1 (1 _

(1

Em forma matricial, temos

(5)

1

2

+ ko) hoa=ikacy 1. 1 <1

ik

(1 + lkTo) €k0a+ika

(1 . ZICT()) ek’oa—ika

2 ik

2

k

(1 _ @) e—koa—i-ika

(1 + 1%)) e—koa—ika

> ekoaJrikaC +

_Fo
ik

Similarmente, as condigbes de contorno em z = a dao

ik
ko

ik
ko

) ekoa+ika

) e—kga—i—ika

(1 + %) ekoa—ikza

ko

Portanto, combinando os resultados, temos

onde

MMy =

onde

Note que

—%7 sinh(2kpa)

(

[cosh(2kga) + % sinh(2kga)] ek

A
B

)

[cosh(2kga) — % sinh(2kga)] e~ 2k

ko _ K
ko ko
_ko K
ko ko
e =4

(1 _ ﬁ) e—k’oa—ika (

1

2

ik

) e—k‘oa—’ik‘aD

4 sinh(2koa)

0

Ko\ roar 1 (. K
a - 1 Y
)e C+2(+ik

)
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(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)
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Vamos assumir que G = 0, caso que representa uma onda incidente da esquerda para a direita
e transmitida a regiao II e III, onde se move apenas para a direita. Neste caso

A = |cosh(2koa) + %sinh(Qk:oa) e?kap (6.72)

e temos

F 672ika
A cosh(2kpa) + % sinh(2koa)

Podemos calcular entdo o coeficiente de transmissao T = |F/A|?:

1

T = 2 2 2
cosh”(2koa) + 5 sinh*(2koa)

2 -1
= [(1 + sinh?(2koa)) + % sinh2(2k0a)]

[1 + (1 - 12) sinh2(2koa)] B

(6.74)

Mas

2
4+e2n21<k3+k2>21 2mUy/h? Y (6.75)
4 4 4\ kko 4\ /2mE/h2\/2m(Uy — E) /K2 AE(Uo — E) '

Portanto

Ug

-1
T= (1 + 1B B sinh2(2k0a)) (6.76)

Para uma barreira muito alta Uy > E, temos (kga)? = 2m(Uy — E)a?/h? > 1, e temos

2koa

sinh(2kpa) ~ >1 (6.77)

Portanto

—1
T ~ UYO2 e4k0a
1E(Uy — E)

. 16E(U02 —B) ikoa
UO

(6.78)

o que indica que quando a barreira é muito alta, a transmissao é exponenciamente suprimida. Mas
ela ainda acontece, e com um numero grande de particulas, eventualmente uma chegara da regiao
I & ITI, o que classicamente seria sempre impossivel.
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6.7 Oscilador Harmonico Simples

No caso do Oscilador Harmonico Simples (OHS) unidimensional, a energia potencial é

U(x) = 5 (6.79)
e a Eq. de Schrodinger fica:
> 2m mw?
(BT (6:80)
ou
d* 2mE  mPw?
e < T 3 :1:2> =0 (6.81)

Para simplificar a equacao, vamos propor uma mudanca de variavel x = by, com b sem unidades.
Como d/dx = (1/b)d/dy e d/dx* = (1/b®)d/dy?, a equacdo fica

d*y 2mEb? m2w?b?
Portanto escolhemos
h
Vo= — (6.83)
mEV E
— - = 6.84
‘ R hw (6.84)
e temos
d2
dyf +(2e—y*) v =0 (6.85)
Examinamos agora a equacao e sua solucao em casos limite. No limite y — co, temos
d*y
Fi 2p =0 (6.86)
cuja solucao neste limite y — oo é:
P = AymeV 2 (6.87)
como podemos checar:
d
dZ} = Amy" letV/2 £ Aytlety? /2 (6.88)
d2¢ m—2_+y2/2 m_+y?/2 m_ +y2/2 m+2 _+y2/2
e = Am(m—1)y™ “e + Amy™e + A(m+ 1)y"e + Ay™ e

=  Am(m — 1)ym_26iy2/2 + A(2m + 1)mymeiy2/2 + Aym+26iy2/2
2m+1  m(m—1)
2 T 1
Y Yy
BN Aym-i-Qe:tyQ/? — wa (6.89)

— Aym+2€:ty2/2 1 j:

Yy — OO
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Obviamente, devemos descartar a exponencial positiva, ja que ela nao permite que a integral
de [|? seja finita. Portanto

Y(x) = Ayme v’/ Yy — 00 (6.90)
No limite y — 0, temos
4>y
W7 +2ep =0 (6.91)
cuja solucao é
Y = Acos(vV2ey) + Bsin(v2ey) (6.92)

que, consistentemente, no limite y — 0 fica
Y =A+cy+O0(y?) (6.93)

Portanto, podemos propor uma solucao geral da forma

) = uly)e ¥/ (6.94)
onde
m — 00
u(y) ={ Zl—f—cy z—>0 (6.95)

Note que a proposta @ = u(y)e_yz/2 permite que, em principio, tenhamos u(y) = ymey2 para
Yy — 00, pois isso leva a ¢ = ymeyQ/ 2 que também é solucdo formal da equacdo. Mas sabemos que
essa solucao nao ¢ fisicamente aceitdavel, e estamos descartando essa possibilidade.

Incluindo esse anzatz, obtemos uma equagao para u(y):

d?u du
— — 2y— 2¢ —1u=0. 6.96

Assumindo para u(y) uma solugao em série de poténcias, temos:

uly) = > Cuy" (6.97)
n=0
du - n—1
@ Z_:nC'ny (6.98)
2 e e
_>d7y12L = Y nn-1)Cy 2= (k+2)(k+ 1)Cray*  (k=n-2)  (6.99)
n=2 k=0

e substituindo essa expansao na equagao, obtemos

ch+2n+2 (n+1)y" —ZC 2ny" +ZC (2 — 1)y 0 (6.100)

— Z [Cria(n+2)(n+1) — Cp(2n — 2+ 1)]y" =0 (6.101)
n=0
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A igualdade implica que o termo entre colchetes deve ser identicamente nulo para qualquer n,

o que da uma relacao de recorréncia para os coeficientes Cy:
2n—2e+1

(n+2)(n+1) "

Como a equagao é de segunda ordem, temos duas constantes arbitrarias, Cy e Cy. Umas

vez especificadas essas constantes, todas as outras sao determinadas pela relacdo de recorréncia
Eq. 6.102. Portanto

Chio = (6.102)

u(y) = Co+ Cry+ Coy® + Csys + Cuya + Csys + ...
= [Co+ Coy® + Cay*..] + [Cry + Csy® + Csy°..]
Cy 2 C4 Cy S C3 3 C5C3 5
= 1 —— — — = 1
Co +C’0 +02C ]+C’1[y+c, +0301y (6.103)
Quando n — oo, temos
Cria — %Cn n — 00 (6.104)
Mas a série de ymey2 da
YVt — ym Lypm o5 L (6.105)
p ke — [(n —m) /2! i
onde mudamos n = 2k + m. Portanto
c, = ; (6.106)
" [(n —m)/2]! ’
e temos
Cor _ lln—m)2 _ [(n —m)/2)!
C,, [(n+2— )/2]' (m+2—m)/2][(n+2—-m)/2—1]!
[(n —m)/2]! 1 2
= = - — — 6.107
[(n+2—m)/2[(n—m)/2]!  (n—m+2)/2  (n=o0) (6.107)

Portanto, a série de u(y) cresce da mesma forma que ymeyz, 0 que implica ¥ = u(y)e*yQ/ 2~
ymeyQ/ 2 que é exatamente a solucdo que haviamos descartado anteriormente, por |¢|? ndo integrar
a valor finito ! Mais uma vez precisamos descartar esta solugao de alguma forma.

A tnica alternativa para que o comportamento no infinito nao seja a de u ~ ymeyz, mas sim
de u ~ y™ é que a série acima seja truncada em algum valor de n = m, i.e. C;, = 0 para algum
n = m. Se isso ocorrer, pela Eq. 6.102 C), 12 = 0 e todos os coeficientes se anulam para n > m, ou
seja, a série passa a ser um polinéomio de ordem m e nao uma exponencial.

Isso ocorre se

1
M—2+1=0 =  e=g+n (6.108)

ou seja, como € = F/hw, temos que a energia é quantizada:

1
E, = <2 + n> hw (6.109)
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J& para as fungoes de onda temos que u(y) serd um polindémio de ordem n. Podemos dividir as
solucoes em:

1. Cop=0 — u(y) = Cry + Csy® + ... + Cpy™, n fmpar
eu(y=0)=0,ie Y(x=0)=0

2. C1=0 — u(y) = Co + Coy? + ... + Cpy™, n par
e du/dy(y=0)=0,ie dp/de(z=0)=0

Para n par tomamos C7 = 0, e para n impar Cyp = 0 . Usando a relacao,

o 2i41-2  2+1-(2n+1) ., 2G-n)
=G0 T GG+ O GG+ (6.110)

obtemos os seguintes polindmios:

e n=0-—=u(y) =Co

e n=1—-uly) =Cuy
Co + Cay? = Cy — 2Cy = Cp(1 — 2¢?)

()
( ):C1y+03y3=(3’1y—%01y3:cl( _%yB)

e n=3—uly

Essas solugoes sao proporcionais aos chama-
dos polinomios de Hermite Hy(y):

Hy(y) = 1 (6.111)
Hi(y) = 2y (6.112)
Hy(y) = —2(1-2y%) (6.113)
2
Hy(y) = —12(y - 3v°) (6.114)
4
Hi(y) = 12(1 -4y + gy‘*) (6.115)
cujas propriedades matemaéticas sdo bem conhe-
cidas. Por exemplo, eles satisfazem a relacao de

recorréncia

H =2yH, — 2nH, 6.116
Figura 6.3:  Auto-fungbes ,(x) do oscilador nt1(y) Yhin fHn—1 ( )

harmonico quantico para n = 0,1,2,3. Os pontos Portanto, as solucdes ficam
+ x¢ indicam o deslocamento méaximo do oscilador
cldssico. Quanticamente, o caso x > xg € permitido, . —y2/2 z mw1/2

: . . . Un(y) = AnHp(y)e ) T x
embora seja exponencialmente suprimido. (Eisberg)

A constante A, é tal que [ |[¢,(z)[>dx = 1, de forma que a solugao final fica

(@) = (%)M H, [(”2’")1/2 x} exp <m;";2) (6.117)

As auto-fungoes do oscilador harmonico sao mostradas para n = 0,1,2,3 na Fig. 6.3.
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6.7.1 Estado Fundamental

O caso n = 0 é possivel e corresponde ao estado fundamental de mais baixa energia no oscilador
1
Ey = ihw (6.118)
mw\ 1/4 mwa?
= |(— — A1
wie) = (22) " ew (") (6.119)

Ou seja, a energia minima nao é nula, diferentemente do caso classico. Além disso, a funcao de
onda é um pacote gaussiano com Az = y/hi/2mw.

6.7.2 Funcao de onda dos momentos

A fungao de onda dos momentos ¢(p) pode ser obtida pelas ¥ (x) via transformada de Fourier, como
mostrado anteriormente. Mas no caso do oscilador, existe uma maneira mais simples de obter o
resultado. A energia do oscilador é

B P2 muwiX?

E=— 6.120
2m + 2 ( )
Mas se mudarmos X — P’/mw e equivalentemente P — mwX’, temos
P2 X/ 2 2 X/ 2
P _ (mwX)” e (XT) (6.121)
2m 2m 2
22 2/ pr 2 /Y2
mw X< (mw* (P’ /mw) _ (P") (6.122)
2 2 2m
(6.123)

ou seja, o problema é totalmente equivalente ao original nessas novas variaveis. Assim, podemos
obter a funcao de onda simplesmente mudando x — p/mw e normalizando apropriadamente. Por
exemplo, para o estado fundamental, temos

1/4 2
dolp) = <7Th71nw> xp <_27$mw> (6.124)

ou seja, Ap = v hmw. Portanto,

[ h h

como esperado para o pacote gaussiano.

6.7.3 Relacao com o caso classico

No caso do oscilador classico, o ponto xg de maxima deflexdo do oscilador (onde a velocidade é
nula), é dado por

va mw2x2 mw2x(2)

2 2 2

(6.126)
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Desta relacao, temos que a velocidade é dada por

v = w(zd — 2?)1/? (6.127)
E como E = (5 + n)hw, e 22 = b%y* = hy?/mw, temos
h
mw?z = 2E = (2n+ Dhw — 22 = (2n + 1)% (6.128)
B\ /2
—xy = £(@2n+1)Y2 (mw> ou yo=+(2n+1)Y2 (6.129)

Na fisica classica, a particula nuncae tem x > xg, ja que isso violaria a conservacao de energia,
mas na fisica quantica, pode ocorrer x > xy. No estado fundamental, g = h/mw e a probabilidade
de encontrar a particula com posicao x é

o = it = (25) " (-257)

_ - _ 6.130
() exp( ) (6.130)

ou seja, a probabilidade de ter = > x(y decai exponencialmente, como no tunelamento de uma

barreira, mas nao ¢ nula.

Classicamente, a probabilidade P,s(z) de encontrar uma particula em certa posigdo x é pro-
porcional ao tempo que ela passa em z, i.e. é inversamente proporcional a velocidade da particula
naquele ponto:

Pclas(x) X U(l.l') = w(l‘ol— .%')2 (6131)

Note que, quanticamente, o estado fundamen-
tal tem comportamento exatemente oposto, i.e.
! 1‘ maior probabilidade em x = 0 e nao em x = x.
] . Para n — oo, temos x3 = 2nh/mw e

 nw x| () e (22

R . | x H? [\/ﬁ x] exp (—QZ§2>(6.132)

| Lo 0

I‘.l‘]] | - | J} H e para n — 00, vemos que os polinémios de
! I NI TG m |“ i Hermite oscilam muito, e a probabilidade de que
_m‘ l ' | | ““”Mlllnllil\h“““l““l‘ l __Lnl_,x T > X fica muito pequena devido ao termo 2n na

0 0 supressao exponencial. Além disso o valor médio

Figura 6.4: Probabilidade Pigo = |th100|2 do oscila- de P,(z), que é o que pode ser medido na pratica,
dor para n = 100. A linha pontilhada indica o limite CONVETge para o valor classico da Eq. 6.131, como
classico da Eq. 6.131, para o qual o valor médio de indicado na Fig. 6.4 para n = 100.

|9, (2)]? converge quando n — oo. (Griffiths)

E por isso que, em situacoes cotidianas, em que n de fato é muito grande, osciladores como
péndulos parecem ter as propriedades classicas usuais, sem efeitos quanticos. Mas para osciladores
atomicos, as propriedades quanticas sao importantes e, por vezes, dominantes.



