Capitulo 9

Indutancia

9.1 Indutores e Indutancia

Neste capitulo, estudamos os indutores e suas indutancias, cujas propriedades decorrem diretamente
da lei de inducao de Faraday.
Capacitores: Recapitulagao

Lembre-se que, no caso de um capacitor, a carga elétrica acumulada nas placas de um capacitor é
proporcional a voltagem entre as placas: ¢ o< V. A capacitancia C foi definida como a constante
de proporcionalidade:

q=CV (9.1)

ou C = ¢/V. Ou seja, entre as placas do capacitor, tem-se uma diferenga de potencial Vi

Vo = (9.2)

q
C
Indutores

Como o capacitor, um indutor é um elemento de circuito, sob o qual existe uma certa voltagem. O
exemplo tipico é um solendide, pelo qual passa uma corrente variavel. Esta gera uma variagdao do
fluxo magnético através do indutor, que induz uma voltagem induzida em suas extreminadas.

Em analogia ao tratamento dos capacitores, o fluxo magnético total em um indutor formado por
N espiras é proporcional ao campo magnético, que por sua vez é proporcional & corrente elétrica
nas espiras: @}5 o i. A constante de proporcionalidade é a indutancia L:

oL =Li (9.3)

ou L = @%/i. Pela Lei de Faraday, a diferenca de potencial no indutor é Vi = —8@%/(%, ie.

0
Vi, =-LY (9.4)

A unidade de indutancia é o Henry [H]=[T][m?]/[A]=[V][s]/[A]
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9.2 Indugao Mutua

9.2.1 Solendide

\ Considere dois solendides concéntricos de raios R e
Ry, correntes i1 e i , N1 e No espiras, e comprimento [.
O campo criado pelo solendide 1 é

N
“Li, (0<r <R (9.5)

B1 = po i

Portanto o fluxo magnético ®,(;) produzido sobre as Ny
espiras do solendide 2 por Bj fica

L N |
(1)2(1) = NQ/Bl : dA2 == NgBl(ﬂ'R%) == NQ(HOTIH)(TFR%)

- uONlelR%il (9.6)
Portanto,
Qo) = Lioia (9.7)
v Ly = MONlNQWZR% (9.8)

e Loi é a indutancia mitua. Similarmente,
Figura 9.1: Indutancia mutua de dois

solenéides (Nussenzveig).

N.
By = MOT%‘Q, (0 <7 < Ry) (9.9)

Portanto o fluxo magnético @,y produzido sobre as Ny espiras do solendide 1 por B fica

Dy =N /J.%dffl = N1 By(nR?) = uoNlelR%ig (9.10)

e temos
Qyo) = Lioiz (9.11)
Ly, = uoNlelR% = Ly (9.12)

9.3 Auto-inducao

9.3.1 Solendide

Se fizermos os dois solendides coincidirem (i.e. Ry = Ry = R, etc.), ou se simplesmente considerar-
mos o fluxo de um solendide sobre ele mesmo, temos

2

P = NONQ#i (9.13)
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Portanto a sua (auto) indutéancia fica
L= pugN?—— (9.14)

Note que L oc N2, pois o fluxo em cada espira é proporcional a N, j& que depende de todas as outras,
e o fluxo total produz mais um N. Adiante, estaremos sempre nos referindo a auto-indutancia, a
qual chamaremos simplesmente de indutancia.

9.3.2 Cabo Coaxial

Considere um cabo coaxial, como mostrado na
Fig[9.2] formado por um fio condutor cilindrico de raio
a, envolvido por capa cilindrica condutora de raio b.
A corrente passa em um sentido no condutor interno,
retornando no outro sentido pela capa externa.

O campo B tem linhas de campo circulares, como
no circuito C. Pela Lei de Ampere

- a e

2mpB = i — B =" (9.15)
2mp

f—tbo

Suponha que a <« b e o fluxo no fio interno pode

. « Fi 9.2: Indutancia d b ial
ser desprezado. Considere o retangulo ADD’A’, onde sura fidutanicia de i cabo coaxia

R (Nussenzveig).
AD = 1. O fluxo neste retangulo fica
b b
> = /é-d§:AD/ Blpydp — 1100 [P
a 2m Jo p
potl b

Portanto, a indutancia é dada por

2T a

= toly, <b> (9.17)
9.3.3 Tordide

Considere o toréide com N espiras circulares, mos-
trado nas Figs 7.10 e com raio médio = a e raio
da secgao circular = b.

O ponto P tem coordenadas (p,¢). A linha de
campo que passa por P, é um circulo de raio r = PP/,
onde

)
P

1
1

: ‘
1

| re—— 3 ——»
b

r=a—pcosy (9.18) ' '
A Lei de Ampere d4 em P: Figura 9.3: Indutancia de um tordide
(Nussenzveig).

2nrB = Npoi (9.19)
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ou seja
N/L()i 1
2T a— pcosy

B(p,¢) = (9.20)

Portanto o fluxo magnético ® através das N espiras do tordide fica

,UO'L 2T
o= N/B dA = / / (9.21)
a— pcos<p

A segunda integral é dada por (veja Apéndice H)

2m

2

/ do 21 (9.22)
0 a—pcosy a? — p?

Portanto

b
. pdp 9 . b 2 .
— N2 I (— 2 _ 2) - N ( - 2—b2) 9.23
,ugz/o s 1ot at—p?) Lot (a a (9.23)
e a indutancia fica

L= N?pu (a —Va?— b2) (9.24)

Para b < a, temos L = N2pga(l — /1 —b2/a?) ~ N2upa(b®/2a%) = N2pg(nb?)/(2ma) =
N21gA/(2ma), como seria obtido com B ~ const.= N oi/(2ma) em toda a secdo circular do toréide.

9.4 Circuito RL

9.4.1 Corrente crescendo

Considere um circuito RL conectado a uma bateria £
¢a S (switch a) e com corrente crescendo:
L ¥/
d
+ R E—Ri— L% =0 (9.25)
€l L
- L A solugdo para i(t) pode ser obtida de maneira
idéntica ao circuito RC:
di R &
S4li=2 2
T AR (9.26)

Multiplicando por /L temos:

% (z’(t)etR/L> - %etR/L (9.27)

Figura 9.4: Circuito RL. (Halliday).

Integrando

i(t)etR/L = /ietR/LdtnLK:;etR/LJrK

—i(t) = % + Ke tR/L

(9.28)
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Como i(0) = 0, temos

& &
0=i0)=—=+K > K=—— 9.29
i(0) = & + = (9:29)
e a solucao fica
€ —tR/L
it) = - (1 e ) (9.30)
9.4.2 Corrente decrescendo
Suponha que agora a bateria seja desconectada do circuito RL (switch b). Temos
di
—Ri—L—=0 9.31
i— Lo (9.31)

Note que Vi, tem o sentido oposto a variacao de fluxo magnético, ou a variagdo da corrente no
tempo. Como agora a corrente estd decrescendo, V7, terd sentido oposto ao caso anterior. Mas isso
ja estd garantido pela equacao acima, pois agora di/dt < 0, que ja produz o sentido correto. A
solucdo para i(t) fica:

% - %z‘ =0—i(t) = Ke /L
Como i(0) = £/R, temos

i(t) = %e_tR/L (9.32)

9.5 Circuito LC

Para um circuito LC, temos
q di di q
C dt dt LC ( ) I - -
No sentido escolhido, o capacitor estd descarregando e —r
portanto temos ¢ = —dg/dt. Derivando temos
d?i i 9.
onde wy = 1 (9.35) Figura 9.5: Circuito LC. (Halliday).

VLC

A solugao fica

i(t) = Acos(wot + ¢) (9.36)
e portanto a carga
A
q(t) = - sin(wot + ¢) (9.37)
0

Como nao hé dissipacao de energia por resistores, as cargas e correntes ficam oscilando, trans-
ferindo energia do capacitor para o indutor e vice-versa.
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9.6 Energia do Campo Magnético

Considere um circuito RL conectado a uma bateria £ e com corrente crescendo:

di

E-—Ri—L—=0 9.38
i— Lo (9.38)
Multiplicando essa equagao por %, temos
di
&i=Ri*+ LiZ (9.39)

dt

O primeiro termo é a poténcia provida pela bateria e o segundo termo a poténcia dissipada pelo
resistor. Portanto, o ltimo termo é a poténcia armazenada no indutor:

_Li?

dUp di Ldi® d (Li?
—C i =2 = = Ug = 9.40
at  dt T 2 dt dt<2 B~ (9.40)
A densidade de energia magnética em um solendide de comprimento [ e area A fica entao:
Ugp Li%/2
=2 = 9.41
YE T Vol T Al (9.41)
Para o solenéide, L = ,ugNTQA e B= ,u0¥i
Li? N? i? wolN%i? B2
I L R P -2 9.42
“B = oAl <“° I > oAl ~ 22 2 (9.42)
e podemos interpretar a energia como armazenada no campo magnético.
9.6.1 Exemplo: Cabo coaxial
Para o cabo coaxial, vimos que
Hot
B=— 9.43
2y (9.43)
o que d4 uma densidade de energia
1 (i po i
- _— (=) -2 9.44
7 20 (27w> 872 p? (944)

Portanto a energia total em um segmento de comprimento [ do cabo fica

l b 27
Up = /quV:/ dz/ pdp/ dy up
0 a 0
! b o 2 2 b
= /dz/ pdp/ d M—%% = Nog(l%r)/ dp
0 a 0 87 p 8 a P

/Loi2l b 1 ,u,ol b )
41 a 2 | 27 a

1
= §Li2 (9.45)
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