Apeéndice E
Coordenadas Esféricas

Considere a Fig. que mostra a definigdo de coordenadas esféricas (r,6,¢) em termos de co-
ordenadas cartesianas (x,y, z) para qualquer ponto no espago tri-dimensional. As coordenadas
angulares # e ¢ representam a longitude e latitude que caracterizam qualquer ponto em uma esfera
de raio r.
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Figura E.1: Defini¢do de coordenadas esféricas (r,6,¢) em termos de coordenadas cartesianas (z,y, z).
O elemento de volume é dado por dV = dxdydz em coordenadas cartesianas e dV = r2sin0dfdpdr em
coordenadas esféricas.

Da figura temos:

x = rsinfcoso
= rsinfsing
z = rcosf (E.1)
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O elemento de volume em coordenadas cartesianas é
dV = dzxdydz (E.2)
enquanto em coordenadas esféricas ele é
dV = (rsin0d¢)(rdf)dr = r? sin Odrdfde (E.3)

Podemos também usar o jacobiano da transformagao de coordenadas para obter este resultado.
Das Egs. temos os diferenciais:

dr = sinfcos¢dr + rcoscos ¢pdf — rsin 0 sin pde (E.4)
dy = sin@sin ¢dr + r cosfsin ¢df + r sin 6 cos pdp (E.5)
dz = cosfdr —rsinfdf (E.6)
ou em termos matriciais
dx sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing dr
dy | = sinfsing rcosfsing rsinfcosg db (E.7)
dz cos —rsinf 0 do
A=53)

onde a matrix de transformagao A = ggf’g ;g O jacobiano (J = det A = |A|) é

0(z,y, 2)
a(r,0,¢)
= (rcosfcos¢)(rsinfcos¢)(cosf) + (—rsinfsin ¢)(—rsin f)(sin § sin ¢)
—(cos0)(rcosfsin@)(—rsinfsin ¢) — (—rsin @) (rsin f cos ¢)(sin 6 cos ¢)
= r2sinfcos® 0 cos® ¢ + r? sin® O sin® ¢
+72 sin 0 cos? @ sin? ¢ + r? sin® 0 cos® ¢
= 71?(sin@ cos® f + sin® )
= 7r?sind (E.8)

J = detA=

Assim,

B Oz, y, 2)
dV = dxdydz = ‘8(7’, 0.0)

Para problemas com simetria esférica, podemos ter uma funcao que dependa apenas da coor-
denada radial r, i.e. f = f(r). Neste caso, a integral de volume desta funcao fica:

/// f(r)av = ///f(?")r2 sin @drdfde = /OT dr /07r do /027r df(r)r? sin 0

2m g T
= / do / sin 6do / f(ryridr
0 0 0

=21 =—cosf|f=2

= /T f(r) dmridr (E.10)
0

drdfd¢ = r*sin Odrdfde (E.9)

Ou seja, com simetria esférica o elemento de volume dV = 4mr2dr é simplesmente uma casca
esférica de area 47r? e espessura dr.
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