Apéndice A

Reflexao, Refracao e Polarizacao

A.1 Leis da Reflexao e da Refracgao

Vamos agora generalizar o resultado anterior,
considerando raios de luz com incidéncia fazendo
um angulo 6; com interface que separa os meios 1
e 2, que assumimos serem lineares.

Meio 1: onda incidente e a refletida:

Ei(Ft) = EpeiFime 4 f eilkeiwt) (7 1)
) = giei(izﬁ—wt)+§Tei(1€m—wt) (A.2)

Meio 2: onda refratada (transmitida):

Figura A.1: Reflexdo e Refragdo de um raio de luz

Eg(ﬁt) _ E;tei(gtf_wt) (A.3) para incidéncia obliqua. (Griffiths)
By(Ft) = Beiker—et (A.4)

Os campos magnéticos sao todos perpendiculares aos elétricos e a direcao de propagagao:

—

1~ -,
Bi,r,t = ;ki,r,t X Ei,r,t (A5)

e como w = vik; = vik, = voks, temos k; = k..
Impondo, por exemplo, a continuidade de B,,, temos a condigao:

—

B (rt) = énQ(F,t) (na interface)
3 e

Bmei(kﬁ—wt) + gm ei(E,.-F—wt) _ gm i(kt-F—wt) em 2 = 0 (A.6)

Cancelando as exponenciais temporais, temos

-
—

BT + Bpre*r T = Be™T em 2 =0 (A.7)

Como essa igualdade deve valer em qualquer ponto do plano de interface, as exponenciais devem
ser todas iguais (Exercicio: Mostre.), o que implica:

-

ki 7=ky 7=k 7, onde ¥ = (z,y,0) é um vetor no plano de interface. (A.8)
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Esta condicao nos da 3 resultados importantes. Primeiro, podemos escrever essas equagcoes:

(ki =) - 7=0, (Fo—k)-7=0¢ (ki—k) 7=0, (A-9)

e como 7 L n, segue que

(Fi= k) i, (B —F) | A e (ki —E (A.10)

Primeira Lei: k;, k. e k; e n formam um plano, chamado plano de incidéncia
Como 7 L 7 estd no plano da interface, e os angulos 6; ,; sdo relativos a 7, a Eq. implica

(A.11)

k;sin@; = k. sinf, = k;sin 6;
Como k; = k,., temos entao:
Segunda Lei: [6; =0, | (Lei da Reflexao).

Além disso, usando como ny = ¢/v; = ck; /w e ny = cky/w, temos

Terceira Lei: ’nl sin§; = ngsin Ht‘ (Lei de Snell).

que reconhecemos como leis bésicas da ética geométrica e sdo derivadas das Equacoes de Maxwell !

A.1.1 Condigoes de Contorno

Os campos eletromagnéticos incidentes podem ter
uma direcao qualquer perpendicular ao vetor k;.
Vamos descrevé-los com eixos paralelos e perpen-
diculares ao plano de incidéncia:

|| : paralelo ao plano de incidéncia

1 : perpendicular ao plano de incidéncia

e ja vinhamos usando a convencao

t : tangente a interface dos meios

n : normal a interface dos meios

Figura A.2: Reflexdo e Refracao para incidéncia
obliqua. Os campos tém componentes || e L ao plano

de incidéncia.
Obviamente vetores L sao ¢, enquanto vetores || tém ambas componentes ¢ e n.

Usando as condigbes de contorno, temos entao
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€1Bp = eaFpa | :

Como

En = Ein+ B =By + By = Eysinb; — E,sin 6,
Eng = Etn = EtHn = ZH sin Ht

onde nao escrevemos as exponencias temporais, pois elas se cancelam por serem iguais, como
mostrado na segao anterior. Portanto

61(Ei|| sin 92' — ET” sin GT) = GQEt” sin (9,5

Usando a Lei da Reflexao, temos

€9 sin 6;
B = En = B
e usando a Lei de Snell, temos
ni€ez
Ey — By = - Ey| (A.12)

Ey = Ep|:

As duas componentes tangentes (|| e L) geram duas condigoes:

E;cost; + E,cos0, = Eycost;

Ei+E. = Ey
ou, usando a Lei da Reflexao:
By + By — Byl (A.13)
gl all t cos 0, :
Ei+E.. = Ey (A.14)
Bp1 = Bpa | :
BzH sin 92' + Br|| sin QT = BtH sin Ht
ou

ni
BiH + Br” = ;23,5” (A.15)
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e finalmente

étl/ul = §t2/ﬂ2 :

1 1
— (B cos; — By costy) = — By cost;
M1 H2
1 1
—(BiL —Br1) = —Bu
H1 H2
ou
By —B, = Mp, % (A.16)
il T T M eos 6 :
Bi-B. = 2B, (A.17)
2
Como B = E/v e B L E, temos para cada uma das 3 ondas
B =_E, (A.18)
c
B, = _F, (A.19)
c

Portanto, s6 precisamos resolver para, e.g. E) e £, e B correspondentes estarao determinados.
Definimos (usando €1 = 1/(u1v?)):

cos 0,
(8% =
cos 0;
2
ni€y V€2 VU1V H1v1
g = = = ; = (A.20)
g€l V1€l VUiaU; 202
Para E), temos
aby — By = By
BEy +Ey = By
que podemos resolver:
2
(a + B)Et” = 2E1H — EtH = mEZ” (A.Ql)
e
2« a—pf
Er|| = OzEt” - Ez|| = 7{1 n 5E’LH — EzH — ETH = 705 n 5Ez|| (A.22)
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Ja para E |, temos
Ey—-E., = E (A.23)
e
U1 . cosd
By =By = "By
723 cos 0;
E; E E 0 0
il Ll M1 Bl COSO N B, —E, = 'ulleuCOS t (A.24)
U1 U1 o vy cosb; 2V cos 0;
Temos, entao, o sistema
Ey — B Ei\ (A.25)
af By + B = Ej (A.26)
e, portanto,
(1+aB)E = 2Ei —|E, - ——&, (A.27)
« tL = il tL_l—}—OéB il .
e
2 1—apB
E = B, — FE; E. = ; A.28
rl 1—|—C¥ﬁ i il —7 rl 1‘1’055 il ( )

A.1.2 Refletividade e Transmissividade

Podemos definir amplitudes de reflexao r e transmissao ¢ para as componentes || e L dos campos:

r _ET”:a_ﬂ
I EZ” Oé—i-,B
r _E’I”J_ 1_04/3
~ T Bl 1+ap

T - (4.29)
I Ez|| o+ B

on 2
t| = = A.30
e Y (A.30)

A componente do fluxo normal & interface é S - 7, e a intensidade (valor médio do fluxo) fica

1

I, = QellechosHi (A.31)
1

I, = Qellefcost% (A.32)
1

I, = 5627)2Et2C089t (A.33)
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A refletividade R e a transmissividade T sdo definidas como

L B,

R = Z_Eg_r (A34)
I; €99 cos by Ef 9

T = ==—= — = t A.
Ii €1V1 COS Qi Ez2 OZB ( 35)

Note que temos:
o® + B2 — 208 4 (a+B)?
Bl = Tavgr T T @eap A3

14 a?p% —2ap 4 _ (14 ap)? _

R, +T, = + = =1 A.37
LT G+ap? P ap? = (1+ap)? (A.31)
A.1.3 Reflexao Total
Pela lei de Snell
nysinf; = ngsinfy temos |ny > no — 01 < Oy |, (A38)

i.e. o angulo feito com a normal é menor no meio de maior indice de refracao e vice-versa. Considere
a Fig. em que my > ng € o raio se propaga de 1 para 2:

Normal Normal
[ [
| |
1 | n1>’n,2 :
: | h1>"ng
| | l
| [
o 3 :
|
n2 | / i |
n1 61 "o |l

n
: 5 1 //ei\
|
I

Figura A.3: Reflexao total da luz ao passar de um meio com indice de refracdo n; para um meio com indice
de refracao ny < ny. Quando 0; > 6. = sin~'(ny/n1), a luz é totalmente refletida no meio n;. (Serway)

Para 61 = 0 a lei de Snell dd sinfy = 0 — 05 = 0, i.e. incidéncia normal produz refragdo normal.
A medida que 67 cresce, 6 cresce mais répido e, para algum valor de 61, teremos 0y = 7/2, i.e.
o raio refratado tangencia a interface. Neste caso, nao hé refragdo, i.e. o raio é todo refletido de
volta ao meio 1. Pela lei de Snell, temos:

. . . . ng
nisinfy = ngsinfy = ny — sinfy =|sinf, = — (A.39)
ni

onde 6, é um angulo critico tal que para 6; > 6., temos reflexdo total. Note que para 6; = 0.,
temos 0; = /2 — a = 0. Portanto Ry=R, =1eT =T, =0, como esperado.
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Isso quer dizer que o campo transmitido é zero? Nao, apenas que a energia média transmitida
é nula. Vamos ver o que acontece com o campo. Para incidéncia acima do angulo critico, temos

. . n2 . n2
0; >0, —sinf; >sinf. = — —|sinh; > —
ny ny

Note que sin 8, = % sin#; > 1, o que nao faz sentido! Lembre que

— — —

(ke — ki) -

Como nj = ¢/v1 = ck;/w, temos

nw .
(kt)t = (kz)t = % S1n (9Z

Vamos decompor Et em componentes paralela e normal a interface:
ke = (ki)ot + (k)nh

Resta saber quem é (k:),. Usando a relagao de dispersao ng = ¢/vy = ckt/w, temos:
n3w?

k2= ke k= (k)7 + (k)2 = =%

(&

Portanto,

2.2 2 2 2.2 2.2 2

5 MHw o MWt mjw® 5 mjw ny .9,

(k) = 2 (k)i = 2 Tz sin 0; = 2 1- 3 sin 0;
2

Mas, pela Eq. o termo entre parénteses é < 0. Portanto (k;), é imaginério:

2
(k) =22 ["Lsing2 —1 = ik;  (imagindrio)
N3
(ke)t = M sing;, = kg (real)
C

ki = kpt + ikri
Portanto, decompondo o vetor posicio 7 = yt + zi, temos:
i(ky -7 — wt) =i (kry + ikrz — wt) = —krz + i (kry — wt)
e assim o campo elétrico no meio 2 fica:

E_v’2 (TT, t) _ E’tei(ﬁt-F—wt) _ (E’te—kIZ)ei(kRy—wt)

0— (ke)t = (ki)e = k;sin 6, , onde £ é um vetor na interface.

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

i.e. a onda se propaga na direcao t, mas a amplitude da onda decai exponencialmente a medida

que nos afastamos da interface: onda evanescente.
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A.1.4 Angulo de Brewster

Na incidéncia obliqua com campo incidente E; = E;| + E; | tendo componentes paralelas e perpen-

diculares ao plano de incidéncia, encontramos que:

a—f cos 0, Hiv1  pime  ne  sind;
= e = = ~ — =

= — onde o= ~ = —
a+ 3’ cos 0; HoVy  oni  mp siné,

ul (A.51)

onde usamos a aproximagao p1 & 2, tipicamente valida para a maioria dos meios. Portanto:
a=p0§ — TN = 0 (A.52)

i.e. nao hd luz refletida || ao plano de incidéncia, ou seja toda luz refletida é L ao plano de incidéncia.
O angulo de incidéncia em que isso ocorre é chamado angulo de Brewster 6; = 6. A condicdo de
r = 0 se traduz em:

cos 0; sinfp

a=pF = cosGB: sin 6
— sinf; cos@; = sinfp cos g
—  sin26; = sin20p (mas 0; # 0p)
— 29,5 =TT — 203
- @+@:g (A.53)

Portanto, o raio refratado € perpendicular ao raio refletido. Outra maneira de expressar essa
condicao é escrever:

costy \/1 — sin? 6, B \/1 — (n1/n2)?sin’ Op

cosfp cos 0; cosOp =5
—1—(ny/ng)?sin?0p = B%cos®p = B*(1 —sin? 6%)
2
— sinfp (52 — n;) = p2-1
n
2
1 - B2
. 2
— sin“ 0 —_—
P (m/m)? -
Como [ & ng/n1, temos
9 1-p? 821 -p% 8?
sin“0g = = =
B~ 1-p1 1+ P
ou seja
sinfg = B — tanfg = 8 — tanfpg = 2 (A.54)
1+ B2 ny
Como consequéncia, no angulo de Brewster, temos
RH =0 (S} T” =1 (A.55)
n? —n2\? An?n?
R =|—5—3 T =515 A.56
= (35 o newa (450)

Para ny = 4/3ny (ar/dgua), Ry = (7/25)? =~ 8% e T| = (24/25)? ~ 92%, ou seja, de qualquer
forma, pouca luz é refletida.
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A.1.5 Dispersao

O fenomeno de dispersao da luz resulta do fato de que luzes de diferentes frequéncias tém indices
de refracao diferentes e, portanto, refratam de maneira distinta. Se um raio de luz branca no vécuo
(n1 = 1) incide a uma angulo ; em um prisma com ngy, temos

ny sin 0@ — ngzul sin egzul — n\QIermelho sin ggermelho (A57)
Normalmente, n cresce com a frequéncia v, e.g. n® > pvermelho o hortanto
azul vermelho azul vermelho

i.e. a luz azul refrata mais do que a vermelha (fica mais préxima da normal).

—

_.-"
\L_\ i
o
— J

Figura A.4: Dispersao da luz em um prisma. Ondas de diferentes comprimentos de onda refratam de forma
diferente. Como Tazul > Nvermelho, P€la lei de Snell 9?2“1 < 92’”‘“6“10, i.e. a luz azul refrata mais que a
vermelha no mesmo meio. (Serway)

A.2 Principio de Huygens

de pontos com mesma fase da onda
(e.g. mesmo valor de E). Ela é
perpendicular aos raios de luz, que
apontam na direcao de propagacao
da onda. Frente de onda
O Principio de Huygens diz original N e e
que cada ponto de uma frente
de onda se comporta como uma
fonte puntiforme, gerando ondas
esféricas secunddrias, com veloci-
dade da onda no meio. A frente "
de onda em um instante posterior
¢ a envoltoria (obtida somando)
de todas estas ondas esféricas se-
cunddrias.

Uma frente de onda é a superficie A \ B o

\
\
\

Nova frente Frente de onda \‘| | Nova frente

original | | de onda

B’

Figura A.5: Principio de Huygens. (Serway)

Usando o Principio de Huygens, podemos obter as Leis da Reflexdo e de Snell.
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A.2.1 Reflexao e Refracao

No caso da reflexao, considere a Fig. Seja
QP a frente de onda incidente. Note que 61 é o
angulo entre QQP; e a interface e também o raio
PIP e n.

Quando P, atinge a interface em P, a onda
secunddria de @ chega a a Q); portanto P P =
Q1Q = d e PQ] ¢ a frente de onda refletida.

Os triangulos QP P e PQQ séo retangulos
Figura A.6: Lei da reflexdo da luz (§; = ¢7) via o e iguais. Portanto 6 = 0;.
Principio de Huygens. (Nussenzveig)

No caso da refragao, considere a Fig. [A7]
Novamente, QP; é a frente de onda incidente.
Quando P; atinge a interface em P, a onda se-
cundaria de @ chega a a (Q2; portanto o tempo
para que isso ocorra é:

_d_d

t = A.59
o o (A.59)
1
Mas pela figura
2 dy = QPsinfy e do = QPsinfy (A.60)
Portanto
sin 64 _ sin 6o " (A.61)
V1 ()
— N1 sin (91 = N9 sin 92 (A62)

Figura A.7: Lei de Snell (ngsinf; = ngsinfs) via o
Principio de Huygens. (Nussenzveig)

A.3 Principio de Fermat

O Principio de Fermat diz que a luz sempre percorre o caminho que permite ir de um ponto a outro
no tempo minimo.

Essa idéia de minimizar algo, neste caso, o tempo de propagacao, é recorrente na Fisica.

Esse principio também leva as leis de reflexao e refragao.

A.3.1 Reflexao e Refragao

No caso da reflexao, considere a Fig. [A.8] Partindo do ponto P;, qual deve ser o ponto P em que
a luz deve refletir para atingir o ponto P; ?
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Basta considerar o ponto P; simétrico de P;
com relagao a interface. Vemos que

P,QP| = PQP! (A.63)

para um ponto de reflexdo ) genérico. Como a
luz refletida esta sempre no mesmo meio e com
a mesma velocidade, tempo minimo implica
distancia minima. E como a distancia minima
entre dois pontos é uma reta, vemos que o ca-
minho Py PP; deve ser o tomando pela luz. Ge-
ometricamente, isso implica que 6, = 6; = 6.
Reflexdo em qualquer outro ponto, e.g. Q, to-
maria um tempo maior.

No caso da refragdo, considere a Fig B.4.
Partindo do ponto P;, qual deve ser o ponto P
em que a luz deve refratar para atingir o ponto
P, 7 Agora a velocidade muda de um meio para
o outro, o que torna o problema nao trivial.
Ou seja, a resposta nao é simplesmente a reta
que conecta P e P», pois para chegar no tempo
minimo, a luz tendera a percorrer uma distancia
maior no meio de maior velocidade.

O tempo t(x) total viajado pela luz
para ir de P, até P, em funcao da
distancia x (que devemos determinar) é
(tempo=distancia/velocidade):

PP PP
tr) = titto=—— 2
V1 V2
Va2 + a? N Va3 + (d —z)?
U1 V2

O tempo minimo ocorre para x tal que:

0_@ B x B (d—x)
dx vidd 422 ven/d3+ (d— )2
1 =z 1 (d—x)
" u PP v PP
sinf; sinfs
- U1 - V2

Multiplicando a equagao por ¢ e usando a de-
finigdo n = ¢/v, obtemos a lei de Snell:

n1sinf; = nysin by (A.64)
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|
|
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|
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! 1
|
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=y
|
=
b
-
= |
P,y

Figura A.8: Lei da reflexdo da luz (6, = 67) via o
Principio de Fermat. (Nussenzveig)

Fs
I
I
d, |
[
g
O|
[
2

[
==

Figura A.9: Lei de Snell (ngsinf; = ngsinfs) via o
Principio de Fermat. (Nussenzveig)
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A.4 Polarizagao

A.4.1 Ondas Planas Monocromaticas

Até agora consideramos quase sempre o caso em que um dos campos coincide com os eixos x e y,
eg. F=FE,2. Mas F se propagando na direcao z pode ter componentes gerais no plano zy:

E = E,i + Eyj (A.65)
E assim:
— 1 ~ — 1 ~ ~ A 1 A~ ~
B = —2xE = —z2x (E;2+ Ey)) = - (—EyZ + ELy) (A.66)
v v
Portanto
E E
B,=——"*% e By,=—"% (A.67)
v v

Para uma onda plana monocromaética mais geral, temos:
E, = aekut) = vBy (A.68)
E, = bePeilkzh) — 4B, (A.69)

Note que, em principio, pode haver uma diferenca de fase ¢ entre as componentes x e y dos
campos. Tomando a parte real, temos

E, = a cos® onde @ =kz—wt (A.70)
E, = b cos(®+9) (A.71)

Em geral, E' faz uma curva no plano z = 0 & medida que oscila e se propaga. Para encontrar
essa curva, vamos definir uma relacao entre £, e E, eliminando ®, i.e. a parte temporal:

% = cos(®+0) =cosPcosd —sinPsind (A.72)
% = cos® — sin®d=+1-co2® — Sin@:m (A.73)

Portanto
% - %cosé =cosPcosd —sinPsind — cosPcosd = —sindy/1 — (%)2 (A.74)

Elevando ao quadrado:

2 2 2
LA 2&ﬂ cosd + e cos’d =sin?§ | 1 — La (A.75)
b a b a a

EN? E,E B, \?
) —27 Heosd4 (=2 ) =sin?é (A.76)
b a b a

que implica

Esta é a equacao geral de uma elipse no plano xy. Portanto a onda monocromatica mais geral
tem polarizagao eliptica .
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A.4.2 Polarizagao Linear

Para 6 =0 (cosd = 1,sind = 0), i.e. os campos sem defasagem, temos

B\? .E.E, [E\’ E, B\
Y gy =) = == _ = A.
<b> ab+<a> 0—(—F-= 0 (A.T7)
Portanto
E b
E—y = — (Polarizagao Linear) (A.78)
e a

A.4.3 Polarizagao circular

Paraa=bed =m/2 (cosd = 0,sind = 1), temos
E,\®  (E.\°
(y> - <> =1 (A.79)
a a

Ei +FE2=a (Polarizagao Circular) (A.80)

Portanto

A.4.4 Polarizacao eliptica

Para a # b e § = m/2, os eixos da elipse concidem com os eixos z e y:

E,N® | (E.\?
<by> + <a> =1 (Polarizagao Eliptica) (A.81)

A.4.5 Luz nao-polarizada

Em geral, a luz resulta de um processo de emissao. Normalmente, esse processo é aleatorio no
espago e no tempo, e dé origem a uma onda em que as componentes dos campos nao tem uma
polarizagao definida. Neste caso dizemos que a luz é nao-polarizada.

Como Polarizar?
Se temos luz nao-polarizada, como podemos obter luz com uma certa polarizacao?

1) Reflexao: Lembre que para 6; = 0p, temos 7| = 0. Neste caso, a luz refletida tem componente
apenas na direcdo L ao plano de incidéncia: polarizagao linear.

2) Polarizador: Algumas substancias tém moléculas alinhadas que absorvem a luz em uma
direcao, permitindo passagem na direcao L.
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Luz nao- .
polarizada Polarizador
/ Analisador
. Luz :
Eixo d © polarizada
Transmissao

Figura A.10: Lei de Malus. Apéds ser polarizada no polarizador, a luz incide sobre o analisador fazendo um
angulo 6 com o eixo de transmissao. Somente a componente E = Ej cos § atravessa o analisador e portanto
a intensidade transmitida fica I oc E? = Ig cos? §. (Serway)

Lei de Malus

Suponha que fagamos luz nao-polarizada incindir sobre um polarizador, como na Fig. B.1. Somente
a componente paralela ao polarizador consegue atravessa-lo, e o campo transmitido Fy é portanto
linearmente polarizado.

Se fizermos o campo polarizado incindir sobre um segundo polarizador (analisador), cujo eixo
de transmissao faz um angulo @ com o primeiro polarizador, temos que somente a componente
E = Eycosf serd transmitida.

Desta forma, como a intensidade é I < E?, temos que a intensidade I transmitida pelo analisador
sera dada em termos da intensidade Iy < EZ que nele incide por

I =TIycos?6 (Lei de Malus) (A.82)
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