Capitulo 1

Ondas Eletromagnéticas

1.1 Equacoes de Maxwell

As equactes de Maxwell descrevem a producdo e propagacdo de campos eletromagnéticos. Na

forma diferencial sao dadas por

V-E = % (Lei de Gauss) (1.1)
V-B = 0 (Inexisténcia de Monopdlos Magnéticos) (1.2)
VxE = —%—Z: (Lei de induc@o de Faraday) (1.3)
VxB = poj+ uoeo(zf (Lei de Ampere) (1.4)

onde p ¢é a densidade de carga elétrica e j ¢é a densidade de corrente elétrica.

1.2 Equagao de Onda Mecanica: Corda

Considere um pulso de onda que se propaga em uma
corda esticada com extremidades fixas. Podemos obter
a equacao de ondas nesse caso usando a segunda Lei de
Newton em um elemento da corda de comprimento Ax,
e altura vertical u(zx,t), conforme a Fig.

A forca horizontal no elemento de corda é nula, ja que
este nao se movimenta nesta diregao. J4a as forgas verticais
se somam para acelerar a corda. Aplicando a segunda Lei
de Newton, obtemos a equagao de movimento

9? 1 9

8—;; = ﬁa—tg (Equagao de Ondas na Corda) (1.5)
onde v é a velocidade da onda na direcao de propagacao,
i.e. na direcao .

X

Figura 1.1: Forca de tensao sobre um ele-
mento de uma corda oscilante. Na horizon-
tal, a forga é nula, pois a corda nao se move
nessa direcao. Na vertical, a forca é dada
pela segunda Lei de Newton, causando os-
cilagao na corda. (Griffiths)
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1.3 Equacgao de Ondas Eletromagnéticas

1.3.1 Solucgao no Vacuo

e No véacuo, i.e. na auséncia de cargas (p = 0) e correntes (j = 0), as Eqs. de Maxwell ficam

e Temos entao

e portanto

ou, definindo ¢ = 1/,/ugéo,

V- E =
V-B =
L OB
E = ——
V x 5
L. OF
B — _
V x Hoo
VxVxE = V(V-E)-V’E
- 0B  9(VxB)
= VX g T T
3 0’E
M0607at2
q O2E
210 __
V°E MOGOWv
L 10%E
2
E— —_—— =
v c? Ot2? 0

e O mesmo procedimento nas equagoes para B leva a

- 168°B
V2 _
Praae ="

(1.6)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

i.e., no vacuo os campos F e B se propagam satisfazendo a equacao de ondas cldssica em 3

dimensoes com velocidade v = c.

e Inserindo valores numeéricos obtemos

1
Ho€o

c= = 2.998 x 10°m/s

(1.13)

i.e. a velocidade de propagacao, que resulta de quantidades puramente eletromagnéticas, é
idéntica a velocidade da luz no vécuo.

e A luz é onda eletromagnética se propagando: unificagao do eletromagnetismo e da é6tica.

e Questao: c é a velocidade da luz com relacao a que referencial? A resposta a esta pergunta
levou Einstein a desenvolver a Relatividade Especial e, com ela, revolucionar a Fisica Classica

no inicio do século XX.
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e Note que a Eq. é vetorial e, portanto, cada componente de E = (Ey, By, E.) satisfaz
uma equacao de onda. Idem para B.

e Por exemplo, se E, = E,(z,t) é fungdo apenas da coordenada z e do tempo ¢, mas nao de y

ez eky=F,=0,temos
0’E, 10°E,
- = =0 1.14
022 % 0Ot? (1.14)
Solugao
Pode-se verificar que
E.(z,t) = F(z £ ct), (1.15)

onde F' é uma funcao qualquer, satisfaz a Eq. de onda unidimensional acima. Definindo §+ = z+ct,
temos

0B, _ OB, OPE, O°E,
0z D4y 022 05%
0B, _ icaE”” . aQEx:CQaQEx
ot 0y ot? 0%

que, portanto, satisfaz a Eq. de ondas. Para encontrar B = é(z,t), consideramos as Eqgs. de
Maxwell e concluimos que, excluindo solucoes constantes, temos

B, = B,=0
E.(z,t
By(zt) = “(cz’) (1.16)
ou seja
E(z,t) = F(z—ct)i (1.17)
= F(z — ct) 1 -~ C =
B(z.t) = j=-:2xF=—xFE 1.18
(21) — = ix E=5x (1.18)
x
x—>
_ E
C
E -
B
/ C ¥y ,
y I’

B
Figura 1.2: Propagacao de ondas eletromagnéticas. Os campos E e Bsio perpendiculares entre si e a diregao

de propagagao é. (Serway)

Os campos se propagam ortogonais entre si e com a direcao de propagacao: F X B x ¢
A solugao F(z — ct) representa uma onda ”progressiva”, i.e. se propagando ”para frente”,
enquanto F'(z 4 ct) representa uma onda ”regressiva’.
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Ondas Planas

As solugoes correspondendes a ondas planas monocromaticas sdo dadas por uma forma especifica

CAPITULO 1. ONDAS ELETROMAGNETICAS

da funcao F' dada em termos de senos/cossenos:

onde w = ke. Definindo k = 27/X e w = 27/T = 27v, onde A é o comprimento de onda, T' o
periodo e v a frequéncia da onda, temos ¢ = A\/T = w/k. Luzes de diferentes cores correspondem

E.(z,t) = Acoslk(z £ ct)] = Acos(kz £ wt),

a onda de diferentes frequéncias, formando um espectro eletromagnético ( Fig. ).

Frequency, Hz
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Figura 1.3: Espectro Eletromagnético. (Serway)
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Notagao Complexa

Frequentemente usa-se a notacdo complera para representar ondas planas:
E,(2,t) = Re (Ez,o e“’“iwt)) (1.20)

onde
et = cosxz +isinz. (1.21)
Tomando a parte real (imagindria) da exponencial complexa, obtém-se novamente o cosseno
(seno). Esta notagao facilita alguns calculos de e.g. interferéncia, em que se trabalha com a
exponencial e, ao final, toma-se a parte real. Por vezes, se eleva o campo ao quadrado (e.g. no
célculo da intensidade da radiacéo), nao havendo necessidade de tomar a parte real.

1.4 Equacoes de Maxwell em Meios Materiais

A polarizagao P é definida como o momento de dipolo elétrico por unidade de volume: P= P/ Av
e se relaciona com as cargas de polarizacao Qp via

Qp = —fﬁ.dj
A
—>/de‘/ = —/ﬁﬁdv (1.22)
\% 14

onde do lado esquerdo usou-se a defini¢do de densidade de carga e do lado direito usou-se o teorema
de Gauss (do divergente). Portanto

Se as cargas de polarizacao estiverem em movimento, terao associada uma densidade de corrente

de polarizagao ;p. Da Eq. temos

dpp _ 9P
=V — 1.24
ot ot ( )
que comparada a Eq. da continuidade fornece jp:
. QP
b= — 1.25
Jp B ( )

Similarmente, a magnetizacao M é definida como o momento de dipolo magnético por unidade
de volume: M = [i/Av e se relaciona com a corrente de magnetizacao iy via

T j{M-dZ
C
—>/jM-dfT = /ﬁxz\Z-dA’ (1.26)
A A

onde do lado esquerdo usou-se a definicao de densidade de corrente e do lado direito usou-se o
teorema de Stokes. Portanto

—

v =V x M (1.27)
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Com essas cargas (livres e de polarizacao) e correntes (livres, de polarizacao e de magnetizagao),
podemos obter as Eqs. de Maxwell em meios materiais. A Lei de Gauss fica

o o 1 1 - =
V-E = P —(ptpp)=2 - -V.P
€0 €0 €0 €0
- V- (E+P) = p (1.28)

ou, definindo o vetor deslocamento:
D=eE+P (1.29)

temos

V-D=p (1.30)

cuja versao integral (via Teorema de Gauss) é

f D-dS =@ (1.31)
S

Por outro lado, a Lei de Ampere-Maxwell fica

5> o - OF
VXB = puojtot +M06087
t
1o = - - - OF
- —VxB = (4 ] ] —
1o (i +Jim+JpP) +eo o
-~ - - 9P  9E
- 3 M+ —— il
1+ Vx +3t+608t
. B . o - =
—V — - M = 3 — (e + P 1.32
X (Mo ) ‘7l+6t(60 + P) (1.32)
ou, definindo o vetor H:
. B .
H=—=—-M (1.33)
Ho
temos
. - . 9D
VxH=7j5+— 1.34
s 't (1.34)

cuja versao integral (via Teorema de Stokes) é

— — d — —
j[H-dezzH]{D-dA (1.35)
c dt J4

As Equagoes de Maxwell sem fonte obviamente permanecem idénticas em meios materiais.

Como veremos, as equagoes sem fonte proverao condigbes de contorno continuas, enquanto as
equacoes com fontes derivadas acima proverao condicoes de contorno com descontinuidade das
componentes do campo.
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1.5 Condigoes de Contorno
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O que acontece com os campos eletromagnéticos quando passamos de um meio material para outro?

Considere dois meios 1 e 2 separados por uma
interface, e uma superficie gaussiana que atra-
vessa ambos os meios como na Fig. . A su-
perficie tem "tampa”com &area a, e altura h que
faremos tender a 0. Aplicando a Lei de Gauss:

fﬁ«ﬁ = Q
S
Di-d+Dy-d = oa (h—>0)
que da a condigao de contorno:
| Din — Dyn = 0| (1.36)

onde "n”denota a componente normal do campo
a interface. Fazendo o mesmo procedimento com
a Lei de Gauss do magnetismo, obtemos:

743
— B

1n — B2n—0‘

dS =0

(1.37)

Considere agora um circuito de largura [ e al-
tura h que também cruza os dois meios (Fig. [L.5]).
Aplicando a Lei de Faraday ao circuito, temos

y{Edl: /BdA

I'+Ey-T = 0 (h—=0)

que da a condigao de contorno:

Eyy—Ey=0 (1.38)

onde ”t”denota a componente tangente do campo
a interface. Repetindo o procedimento com a Lei
de Ampeére-Maxwell, obtemos:

L d [ - -
H-dl = il—i-/D-dA
jéc dt Ja

ﬁl'f+ﬁ2-f: 1 (h—)O)

Figura 1.4: Campos eletromagnéticos separados por
dois meios 1 e 2. Aplicamos a Lei de Gauss usando
uma superficie em formato de caixa que atravessa
ambos os meios. Quando h — 0, a superficie lateral
se anula e o fluxo por ela ndo contribui (Griffiths).

T

Figura 1.5: Aplicamos as Leis de Faraday e Ampere-
Maxwell usando um circuito retangular que atra-
vessa ambos os meios. Quando h — 0, duas coisas
acontecem: i) a circulagdo pela borda lateral do cir-
cuito se anula. ii) Como a 4rea total do circuito vai
a zero, o fluxo por ela também se anula (Griffiths).

Definindo a densidade superficial de corrente por unidade de largura:

1 corrente
Ki=g=(——
l comprimento

temos

) — il:Kl-(fLXl):

—

(K; xn)-1

Hlt—HQt:KleL

(1.39)
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1.5.1 Meios Lineares

Vamos considerar meios lineares para os quais valem as relagoes

—

P =eox.E e M = xyH (1.40)

e portanto

D=¢E e H= (1.41)

=

onde € = €p(1 + xe) € = po(1 + xar). Neste caso, as 4 condigoes de contorno ficam

e1B1n —eaFba, = o
Ey—FEy = 0
Bln - B2n =0
By B .
i — ﬁ = Kl X ﬁ
M1 2

Auséncia de Cargas Livres

No caso em que nao hé cargas nem correntes livres na interface, i.e. oy = K; = 0, temos finalmente

Elﬁln — EQEQn =0 (142)
Ey—Ey=0 (1.43)
Bip— By, =0 (1.44)

By B
222 (1.45)

251 M2

Neste caso, as Equagoes de Maxwell ficam

V-E = 1.46)
V-B = 1.47)

- = )]
VXE = —— 1.48

- = OF
VxB = — 1.49
x pes (1.49)

e a equagao de ondas para e.g. E fica
. 1 9°E 1 1

V2E (1.50)

=0, onde v = (no vécuo ¢ =

B ﬁ 8t2 \/ﬁ 1//L()éo)

Dada a velocidade de propagacao no meio v, podemos definir o indice de refracao n:

v\ €opo
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As relagbes vistas no vacuo continuam vélidas trocando €y — €, pg — p e ¢ — v:

1 , B?
Eqo :
By = — (amplitudes de onda plana) (1.53)
v
. 1~ -
S = “ExB (1.54)
o
L
I = <S>:§evE0 (1.55)

1.6 Reflexao e Refracao: Incidéncia Normal

xA

Como exemplo de aplicagao das condigoes de - @ @ E;
contorno em meios lineares e na auséncia de car- '
gas livres na interface dos meios, vamos conside-
rar o caso de incidéncia normal & interface (plano
xy com z = 0), i.e. a onda incidente no meio 1
tem velocidade ¥; na direcdo z perpendicular a E,

interface, como mostrado na Fig. [I.6] I o N
Yy

Os campos incidentes (meio 1) sao: Interface

V.
2
Y

/ B
B; t

i

y
i(z,t) = Eg ™9 g (1.56)
5 Ey; i(kiz—wt) Figura 1.6: Reflexao e Refragao de um raio de luz
Bi(z,t) = o € g (157) para incidéncia normal (Griffiths).

que dao origem aos campos refletidos (meio 1):

E.(z,t) = Eg 7Rzt 3 (1.58)
. Eo.
&@w:-jgﬂwwmg (1.59)

e aos campos refratados ou transmitidos (meio 2):

Ey(z,t) = Eo ehz=et) (1.60)
. Eo
Bi(z,t) = Tgte“kwwﬂg (1.61)

Note que a frequéncia w é a mesma nos meios 1 e 2, dependendo apenas da fonte da onda,
enquanto o vetor de onda k = w/v depende do meio.

Para incidéncia normal, todos os campos sao paralelos ou tangenciais a interface. Portanto
usaremos as duas condi¢oes de contorno para campos paralelos na interface (z = 0):

Eu = E2t (2= 0)
Ei(z,t) + E (2,t) = E(z,t) (z=0)
(E()i e—’iwt +E0T e—iwt) o E(]t e—iwt 7

— ‘Eoi + Eg = FEot ‘ (1.62)
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e
1 = 1 =
—Byy = —DBy (z=0)
U1 2
1 /= _ 1 -
— (Bilzt) + By(2,0)) = —Bi(zt) (2 =0)
M1 k2
L(E B} _ 1Ee
B\ 1 U1 K2 V2
— ‘EOZ — EO’I‘ = ,BE()t‘ onde = 1%
H2V2

Somando as 2 equacoes acima, temos

2

2FEy = (1 E Ey =
01 (‘1‘6) ot —7 0t 1+6

Eo;

e da primeira equacao

2 1-8
Ey=FEy—FEyy=|——=—-1) Ey > |FEopr = —= | Eo;
or 0t 07 <1+ﬁ > 01 Or <1+B> 07

(1.63)

(1.64)

(1.65)

Note que FEy, tem sinal oposto a Fy; se § > 1. Para a maioria dos meios u1 =~ us =~ ug, € portanto

E,. tem direcao oposta a E; se v1 > vy ou ny < na.
A intensidade pode ser definida para cada componente do campo elétrico:

1

Liry = gaviB,
1
It = 562’02Egt

e os coeficientes de reflexao R e transmissao T sao dados por:
Ir EOT > 2 < 11— ﬁ) ?
R=—= - R=(——
I; <E0i 1+8

T_ﬁ_ﬁzw <E0t>2_6202< 2 >2
L v \Eoi) eauv \1+p

e como v} = 1/(u1e1) — evy = 1/(p1v1), temos

€2V2 _ H1U1
€101 H2v2

Portanto

4p

S| T=—"_

(1+5)?
Note que, por conservagao de energia do campo, temos

(1—B)2+48 1-28+pB2+48 1+4+28+82 (14 p)?
(1+p2  q+p2 (A+p)?2  (14p)?

R+T =

=1

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)
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