Capitulo 3

Difracao

3.1 Difracao por fenda simples

Experimento de Young: luz de 2 fendas pequenas interferem na tela de observacao, produzindo um
padrao de interferéncia. O que ocorre no caso de apenas uma fenda, nao necessariamente pequena?

Principio de Huygens: uma frente de onda é um con-
junto de fontes pontuais que se combinam para formar
a frente de onda em um instante seguinte. Difragao: in-
terferéncia da onda com ela mesma, i.e. luzes de todos
os pontos (continuo) da fenda interferem na tela de ob-
servagao. O caso de uma fenda dupla pequena corres-
ponde ao limite de apenas 2 pontos interferindo.

Interferéncia
destrutiva

Aqui consideraremos apenas a difracdo de Fraunhofer, a/2
em que os raios saindo da fenda podem ser aproximados
como paralelos, e.g. se a distancia da fenda a tela de -
observacao D é grande (D > a). O limite de pequenas
distancias corresponderia a difracdo de Fresnel. a/?

5}

dades, podemos mais facilmente encontrar os pontos de
minimo. Considere uma fenda simples de largura a, como
na Fig Considere a interferéncia de pares de raios,
e.g. raio 1 e raio 2, raio 3 e raio 4, etc. Para todos estes
pares de raios a diferenca de caminho entre eles é:

Antes de achar o padrao de difracdo e suas intensi- = I

Figura 3.1: Formagao do 1° minimo de di-
fragdo no ponto P;. (Halliday)

-2 =03 -M4=..= %sin@ (3.1)

Se essa diferenga de caminho for igual a \/2, todos esses pares se cancelaram em P) na tela de
observagao, e teremos interferéncia destrutiva neste ponto. Portanto:

A
gsin9 =5 = ‘asin@z)\ (1° ml’nimo)‘ (3.2)

25



26

& &
‘4— ~ —n—|<— S —:—|
s -

CAPITULO 3. DIFRACAO

A condigao acima define o primeiro minimo. Minimos
sucessivos podem ser obtivos imaginando que exatamente
o que aconteceu na fenda de largura a, aconteca com cada
uma de suas fragoes (e.g. cada uma de suas metades se
cancela independentemente, etc).

Por exemplo, se dividirmos a fenda em 2 partes, cada
uma de largura a/2 e repetirmos a anélise acima para cada
parte, os raios na primeira metade da fenda se cancelam

.\\. -
N

e os raios na segunda metade se cancelam independente-
mente. A Fig mostra essa segunda maneira dos raios
se cancelarem no ponto P, da tela de observagao. Vamos
considerar novamente a interferéncia de pares de raios,
I e.g. raio 1 e raio 2, raio 2 e raio 3, etc. Para estes pares
a diferenca de caminho é:
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Figura 3.2: Formacao do 2° minimo de di- M-=p2-B=..= a sin @ (3.3)
fragdo no ponto P». (Halliday) 4

Se essa diferenca de caminho for igual a A\/2, todos os pares da primeira metade da fenda se
cancelarao e todos os pares da segunda metade se cancelarao de forma independente. Assim, todos
os pares da fenda como um todo se cancelam em Ps:

%sinﬂ = % — |asinf =2\ (2° ml’nimo)‘ (3.4)

Prosseguindo neste raciocinio sucessivamente, temos

th

minimo) (3.5)

asinf =m\ (m

Antes de calcular o padrao de difracdo em um fenda simples, vamos primeiro lembrar do caso
da interferéncia em fenda dupla de largura pequena, como mostrado na Fig (3.3

Neste caso, tinhamos

E(P) = Fi1+ E>,

onde By = wvie ™ e vy = AP
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Definindo coordenadas Z com centro entre I
as duas fendas, e denotanto a coordenada da S . 2 .
fenda de cima x; = d/2 e da fenda de baixo T = e
x9 = —d/2, segue que 4
- - T d R
E & = |K||#1cos (f - 9) —kZsing
2 2 Figura 3.3: Interferéncia em uma fenda dupla. (Serway)
- S m d .
K @y = |F||F2|cos (7 +9) — kZsing
2 2
Portanto, podemos escrever a amplitude do campo no caso de uma fenda dupla como
v — ,l*}[efi’;-fl _i_efigfz]
= By e (3.6)
j=1

Para obter o padrao de difracao, sé precisamos ge-
neralizar essa expressao para infinitos pontos ao invés
de apenas 2. Para N pontos na fenda igualmente
espagados de Az = a/N, onde a é o tamanho da fenda
teriamos T

L

a/2

L

N L7
v(0) = Z e R (3.7)

Note que quanto # = 0, temos k- Zj = kxjsin0 = 0
para todo j, e a amplitude é maxima:

N
7Y 1=Nv (3.8)
j=1

Portanto, relativamente a este valor maximo, temos
(usando Ax = a/N):

N
v(0) —ik-2

(0) - Z
Tomando o limite N — co em que Az — 0, a soma se torna uma integral

a2 .
v 1 / e FEdy (3.10)

—a/2

Figura 3.4: Difracao em uma fenda simples.
N Cada ponto Z no continuo da fenda contribui
Z k25 A\ Azr (3.9) para a interferéncia com fase k - & (Serway)
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que podemos calcular como

a/2 o a/2 —ikx sin 6
U(G) — } / efik-i"'d:l: — l / efikw sin Bda; — E € |a/2
v(0) aJ_a/ a.J_as a —iksinf ' —9/2
1 e—ik% sinf eik% sin 0 1 eik% sinf e—ik% sin 0 Sin(k% sin 9)
a —iksin 6 N kg sin6 2i N kg sind
ou seja

w6) _ sin(3/2)

v(0) B/2
8 = kasin@

1(6) _ v(0)?
Ip  v(0)?
ou
. 2
II(_H) = <s1n5(72/2)> onde B = kasin@ | ( Difragao, Fenda Simples ) (3.11)
0

Este padrao de interferéncia estd mostrado na
Fig 3.5] Note que os minimos ocorrem quando
sin(8/2) = 0, ou seja para

g = mm, m=12,...
o kasin 0
5 = mm, k=2n/A
—asinf = mA (3.12)

que é exatamente a condicdo que haviamos en-
contrado anteriormente. A posicdo dos méaximos
pode ser bem aproximada como centrada entre dois
Figura 3.5: Padrao de intensidade na difracio em minimos sucessivos. A regiao do méximo central ex-
uma fenda simples. (Serway) tendida até o primeiro minimo contém mais de 90%
da intensidade total.

3.2 Difracao por Fenda Dupla

Se considerarmos agora novamente uma fenda dupla, mas com fendas de tamanho a nao desprezivel,
temos que o efeito de interferéncia das duas fendas se sobrepoe a difracao de cada fenda individual.
Desta forma, o padrao de interferéncia/difracao serd dado por
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3.3. DIFRACAO POR FENDA RETANGULAR

( Fenda Dupla ) (3.13)

. 2
s1n(ﬁ/2)) onde §=kdsinf e S =kasinf

19 _
— = cos?(5/2) (ﬂ—/Q

0
Neste caso temos minimos de interferéncia (§/2 = (m+1/2)m) e minimos de difracao (3/2 = mm)

que se superpoem. Normalmente d > a, portanto o espacamento de minimos de interferéncia
(Al ~ A/d) sdo menores que o espagamento de minimos de difracao (Afgi ~ A/a). Assim o
padrao de difracao acaba servindo como um envelope ao padrao de interferéncia. Este padrao

resultante de interferéncia/difracao estd mostrado na Fig

Interferéncia

/1,

20 15 10 5 0 L)
6 (graus)
1

I/]U Difragao
Envelope de 1

Difragdo
il

= Franjas de !
Interferéncia il

] 10 15

20 15 10 5 0
0 (graus)

Interferéncia + Difracao

I,

10 5 0
) (graus)

20 15

Figura 3.6: Padrao de Interferéncia e Difra¢ao das ondas que passam por duas fendas. (Serway)

3.3 Difracao por Fenda Retangular

No caso de uma fenda com abertura angular no plano xy, precisamos percorrer todos os pontos do
plano ocupado pela fenda. Lembre que para uma fenda unidimensional no eixo z, tinhamos

a/2 - a/2 )
@ = 1/ e Ty = 1/ e ke gy
U(O) aJ—a/2 aJ_q/2

(3.14)
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Podemos generalizar esse resultado para uma fenda retan-
gular no plano xy com comprimento a no eixo x e compri-
mento b no eixo y:
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Figura 3.7: Difracao por uma fenda re-

tangular de larguras a e b. (Moysés)

Para detalhes sobre esse resultado,

/ a/2 ) b/2 )
7)(0, 0 ) _ l / efzk’zxdx 1 / efzkyydy
-2 ’U(0,0) a —a/2 b —b/2
1 g
= = / / dzdy e~ (3.15)

Note que ab é a area da fenda e estamos integrando nos
pontos & do plano xy cobrindo essa area.

Podemos imaginar uma fenda bidimensional de formato
qualquer com area A como uma série de retangulos infini-
tesimais, obtendo assim a generalizagao

Ziz: (gi = il//dA iR E (Fenda Bidimesional)(3.16)

veja Moysés Vol. 4, Eq. 4.37. No caso da fenda retangular, a

integral dupla se separa em duas integrais idénticas (em x e y), portanto
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Finalmente, como I = |v|?, temos

1 a/2 ‘ 1 b/2 )
T [T
aJ_a/2 —b/2

sin(3/2) sin(y/2)
3/ 22 (3.17)
kasin e ~ = kbsin@ (3.18)

1(91,09') _ <sinﬂ(§2/2))2 <sin7(72/2)

2
) onde B =kasin® e v = kbsin@'| (Difracdo, Fenda Retangular)

3.4 Difracao por Fenda Circular

@\m

N Y

Figura 3.8: Difracao por uma fenda
circular de raio a. (Moysés)

Neste caso, com uma fenda circular de raio a e drea A = ma?,

podemos usar coordenadas esféricas usuais, sendo as coorde-
nadas polares (p, ¢) no plano da fenda, e 6 representa o angulo
azimutal. Dada a simetria no eixo z, podemos tomar k no
plano xz sem perder generalidade. Assim:

k= ka, (3.20)

u = (sin6,0,cos0) (3.21)

T = (pcose,psing,0) (3.22)
k-Z = kpsinfcosg (3.23)
dA = pdpdo (3.24)

(3.19)
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Assim

~—

1 a 2m ) .
_ 2/ pdp/ dgb e—zkpsm@cosqS (3‘25)
Ta 0 0
A funcao de Bessel de ordem zero pode ser expressa como
1 2m ) s
J _ = d —1T COs 3.26
o) =5 [ doe (3.26)
ou seja
2w ) )
/ dg e~tkpsinfcosd — on Iy (kpsin 6) (3.27)
0
E portanto
v(0) 1 “ .
—— = — dp 2w Jo(k 0
v(0) wa? J, p dp 2 Jo(kpsin )
(3.28)
Fazendo v = kpsin 6, du = ksin 0dp, temos
’U(Q) 1 kasin 0 u du
——r = 2w Jy
v(0) ma? J, ksing ksind o(u)
1 o kasin 6
= ——— du J,
ma? (ksin 6)? /0 w du Jo(u)
9 kasin 6
= — du J, 3.29
(kasin 6)?2 /0 w du Jo(u) (3:29)
Mas, Jo(x) se relaciona com Ji(x) via
= 1.04
xJi(x) = / u Jo(u) du (3.30)
0 0.8
Portanto
v(6) 2 . . 9|
= k 0 k 0 2
50 = Gasy (e Aasne)
J1(kasin0) ‘
= 2 =""""7 31
kasin 6 (3:31) 024
Finalmente, como I = |v|?, temos
0.0 4
1(0) J(8)]° : ; | ' '
T 4 [ 5 onde 3 = kasin® 0 : L reang s 10

( Difragao, Fenda Circular ) Figura 3.9: Padrao de intensidade na difracao em uma

(3.32) fenda circular. Primeiro minimo ocorre em 3 = 1.227.
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O primeiro minimo da intensidade ocorre em

2
Bnin = ka sin Opin = %asin Bunin = 1.227 ~ 3.83 (3.33)

=)

Portanto, para pequenas aberturas

A

Qmin ~ sin Gmin ~ 0.61—
a

(3.34)

Figura 3.10: Padriio de intensidade na di- O méximo central contem 84% da intensidade total
Primeiro difratada. Se tivermos luz proveniente de 2 objetos dis-

fragao em uma fenda circular.
minimo ocorre em 8 = 1.227. (Moysés) tintos atrds da fenda, cada um ird produzir seu padrao de
difracao.

Sera possivel distinguir 2 objetos se 0 maximo de um deles estiver a uma distancia maior que
o primeiro minimo do outro. Assim, temos um poder de resolucdo espacial dentro da separacao

angular

A
Al =~ Opin =~ 1.22— .
) (3.35)

onde D = 2a é o diametro da abertura circular. Objetos mais préximos do que essa separacao

angular serao misturados no maximo central.

Fenda Tela Fenda Tela

=]o]e

Figura 3.11: Padrao de difra¢ao de 2 fontes Sy e S. Para fontes com separagoes angulares Af > 1.22 \/2a,
podemos distinguir as duas fontes. Fontes com separagido menor serdo confundidas/misturadas. (Serway)

N
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3.5 Difracao de Raio X

Para medir o comprimento de onda A de uma onda eletromagnética via difracio, precisa-se saber
a abertura do aparato de difragdo a, que deve ser da ordem de A. Raios-x tem um comprimento de
onda bem pequeno, da ordem de A =~ 0.1 nm, e seria impossivel construir aberturas de difracao deste
tamanho. Entretanto, o espagamento atomico em cristais é da ordem de 0.1 nm, ou seja a & Arajo—x-
Como esse espagamento é regular, pode servir como uma rede de difracao/espalhamento.

Feixe Feixe
incidente A refletido
y /
N\ \ Ao /‘4
\ P /
X \&* / //
&\ \\ \ // ///
\ \ /
0 / g N / s 0
5 \ 5 v 4
Plano superior - — |~ N7 7
3 v
/9(1\// d
Plano inferior - — _\Y & P

dsin 6

Figura 3.12: Um cristal de NaCl tem uma estrutura tridimensional como mostrada a esquerda, com ca-
madas de dtomos de Na e Cl separadas por uma distancia d. Um feixe de raio-x incidente se espalha em
camadas adjacentes e interfere construtivamente se a diferenga de caminho entre os raios for um multiplo do
comprimento de onda. (Serway)

Neste caso, a difragdo é na verdade um espalhamento/reflexdo da radiagao apés colidir com
atomos em moléculas localizadas em planos/camadas subsequentes. Os raios espalhados/refletidos
interferem de tal maneira que maximos sdo produzidos quando a diferenca de caminho é um multiplo
do comprimento de onda do raio-x.

Considere um feixe de raio-x incidente a um angulo 6 com a superficie do material. Um raio
1 se reflete em um atomo de um plano superior. Um raio 2 se reflete em um atomo no plano
imediatamente inferior e, comparado ao raio 1, percorre uma distancia extra dsin f antes de refletir
e essa mesma distancia apds refletir. Assim, para haver interferéncia construtiva, devemos ter

2dsinf =mA, m=1,2,3, ‘ (Lei de Bragg) (3.36)

Note que um raio 3 se refletindo num plano ainda mais inferior, teria uma distancia 2d sinf
com respeito ao raio 2 e 4dsinf com respeito ao raio 1. Portanto, se a condigdo acima para raios
1 e 2 for satisfeita, ela também serd para raios 1,2,3, etc.

Medindo o angulo de espalhamento 0, pode-se determinar a distancia d, caso se saiba o com-
primento de onda .
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