Capitulo 6

A Equacao de Schrodinger

6.1 Funcoes de Onda

Na mecanica quantica, a natureza ondulatéria dos fenémenos faz que tenhamos que descrevé-los
por meio de uma funcao de onda ¥(z,t). Mas o que é exatamente a fungao de onda?

A interpretacdo correta da funcao de onda foi dada por Max Born em 1926, de que ela é uma
amplitude de densidade de probabilidade, ou seja:

Pla,t) = [U(z, t))? = O (z, ) (x, 1) (6.1)

¢é a densidade de probabilidade de encontrar a particula na posicao x no tempo t. Max Born ganhou
o prémio Nobel de 1954 por esta interpretacao. Mas como podemos encontrar a funcao de onda de
um sistema? Ela é descrita pela Eq. de Schrodinger, que veremos a seguir.

6.2 Operadores Posicao, Momento e Energia

Na mecéanica quantica, a posicdo x e momento p sao promovidos a operadores X, P. O operador X
atua trivialmente multiplicando uma funcao de onda por z. Podemos obter o operador momento
P, considerando uma funcao de onda para uma onda plana

U(z,t) = e'tho—wt) (6.2)

Essa funcao de onda descreve uma particula de posigdo x, momento p = hk e energia F = hy =
hw. O operador momento pode ser obtido, considerando a derivada espacial dessa funcao de onda:

ov ip ov
— =ik¥U =V VU =—jh— .
o k - — P ih e (6.3)
Similarmente, considerando a derivada temporal:
ov . —iF e

Desta forma, podemos definir os operadores posicao X, momento linear P e energia H:
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que atuam em uma fungao de onda ¥(x,t) produzindo

XU = zU (6.8)

- ov

PV = —th— .
th— (6.9)

- ov

HY = th— 1
ih T (6.10)

No caso comum em que a energia é dada pela energia cinética mais uma energia potencial, o
operador H também pode ser dado pela mesma funcao classica, mas promovendo x e p a operadores,
como indicado acima:

. A P? .
H=HX,P)=— X 11
(X,P) = — +U(X) (6.11)
ou seja:
. 1 L 0\?
h? 02

Se a fungao de onda ¥ é um auto-estado (auto-vetor) do operador H , com auto-valor F, temos

HU = EV (6.13)

6.2.1 Valores Médios

Com a interpretacio de que P(x,t) = |¥|?> = ¥*¥, podemos calcular valores médios de grandezas
(posi¢do, momento, etc) no estado descrito por ¥. Por exemplo, os valores médios de = e 22 sdo
dados por

(xy = /x P(x,t)dr = /:v U*(x, t)W(x, t)dr (6.14)
(%) = /:c2 P(z,t)dx = /952 U (2, t)¥(z, t)dx (6.15)

6.3 Equacao de Schrodinger

FEm 1926, Schrodinger propos uma equagao que descreve a evolugao temporal da fungao de onda de
um sistema com operador energia H definido. Por esse feito, Schrodinger ganharia o prémio Nobel
em 1933. A equagao de Schrédinger é dada por

L 0Y(x,t)

ZFLT = HU(z,t) (Eq. Schrodinger) (6.16)

Essa equacao é a lei fundamental da mecanica quantica. Ela é equivalente a 2a Lei de Newton
F = ma que descreve a evolucao temporal da posicdo de um sistema. Aqui a descrigao ¢é feita
para a funcdo de onda, que d4 a amplitude de probabilidade do sistema. Vamos assumir casos
estaciondrios, em que H nao depende do tempo. Podemos assumir que a funcao de onda se separa:

(2, t) = P(z)Yu(t) (6.17)
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a equagao acima fica

0 A
iha [W(@)e(®)] = H[p()i(t)]

2 Rulx
i) = e |- D U@ (6.18)
Dividindo esta equacao por 1 (z)1(t), obtemos:
p LA [ R
o = T e U] (0:49)

Como o lado esquerdo depende apenas do tempo ¢, enquanto o lado direito depende apenas da
posicao x, a Unica maneira de serem iguais é que sejam ambos iguais a uma constante, que identi-
ficamos com a energia F, j4 que HV = EW¥. As equacgoes ficam

dip(t
ih Q’Z:;t( ) = Ei(t) (Eq. Schrédinger dependente do tempo) — (6.20)
12 d2(x) e
o dg? +U(z)y(x) = Ey(x) (Eq. Schrodinger independente do tempo) (6.21)

A solucao da primeira equacgao é dada trivialmente por

pi(t) = e FR (6.22)

Para encontrar ¢(z), bem como os niveis de energia F, precisamos resolver a equacdo HV = EWV:

h2 dQ@Z)
que pode ser escrita como
d>p  2m
w2 T [E-U(z)]¢v =0 (6.24)

Portanto sé precisamos especificar a energia potencial U(x) do sistema para encontrar seus estados
possiveis resolvendo a equagao acima.
As solugoes sao portanto da forma

(x,t) = (x)eEN (6.25)
— U*(2,1) = ()PP (6.26)

e tem densidade de probabilidade
P(z,t) = U (,)¥(z,t) = ()¢ (z) = [¢(2)] (6.27)

ou seja, independente do tempo. Portanto, no caso em que a energia Hea probabilidade P nao
dependem do tempo, as solucoes sao chamadas de estados estaciondrios.
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6.3.1 Condicoes de Contorno

Sendo 1 relacionada com a probabilidade em certo ponto do espaco, ela deve obviamente ser uma
funcao continua e definida em todos os pontos do espago. Pela Eq. de Schrédinger, podemos
concluir o comportamento das derivadas de 1. Temos entao que:

1) ¥ deve ser sempre continua e finita em todos os pontos.

2) Se U(x) é finita no ponto z, entdo d?1)/dx? deve ser finita, o que implica que di/dz deve ser
continua em x.

3) Se U(z) é infinita no ponto x, entdo d?1)/dx? também sers infinita neste ponto, e di)/dx
podera ser descontinua em z.

Para o que nos interessa nos problemas a seguir, temos entao que ¥ e di)/dxr sao sempre
continuas, exceto quando U (x) for infinita, e neste caso di)/dz podera ser descontinua.

6.4 Particula Livre

O caso mais simples é o de uma particula livre, i.e. com energia potencial nula, U(z) = 0:

d*>) 2mE

cuja solucao fica

V() = ¢ye* 4+ e onde k = % = 771n

(6.29)

e ¢4 e ¢_ sdo constantes, que dao pesos as solugoes com momento p e —p, respectivamente, para
uma dada energia E. Juntamente com a parte temporal, a solu¢ao completa fica

\I’(.T,t) _ ¢+ei(kxfwt) + (z)_efi(karwt) (630)
p  V2mE E

pr —_ = = — . 1

k . e w= o (6.31)

que é uma onda plana. Note que k = p/h — A = h/p, exatamente como sugerido por de Broglie.
Além disso, F = hw = hv, similar & hipétese de Planck/Einstein. Outra forma de expressar a
solucao em ondas planas seria em termos de senos e cossenos, i.e.:

Y(x) = Asin(kx) 4+ Bsin(kx) (6.32)

6.4.1 Pacote de Ondas

Combinagoes lineares destas solugoes também sao solugoes e podem ser usadas para obter pacotes
de ondas com localizacio no espaco ou no momento linear. De fato, senos, cossenos ou e?** formam
uma base completa que pode ser usada para expressar qualquer solucao, e.g. séries e transformadas
de Fourier.

Por exemplo, podemos obter uma funcao de onda periédica em z = L como

o0

P(@) =D ¢y (kn)e® ™+ b (kn)e *nT = > Pk e (6.33)
n=0 n=0

n=—oo
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onde ¢(k,) = ¢4 paran > 0 e ¢_ paran < 0, é o coeficiente de Fourier de . A periodicidade
implica 1(0) = ¥(L), ou seja e*»l = 1 e k,, = n27/L. Portanto:

e—ikmm¢(x) _ Z ¢ kn—km)m: Z ¢ 2271'17, m)z/L (634)
. | n*o;oo . | n=—00 .
| dzeemi@) =Y o) / dze 2=/l = ™ () (Lowm)  (6.35)
0 n=-—o0o 0 n=—o0o
Ou seja,
otkn) = [ " daetn g (a) (6.36)
m L 0 .

Para uma funcao nao periédica, basta tomar o limite L. — oco. Como n € inteiro, An = 1, e o
espagamento Ak, = An2r/L =2n/L — 0, e k, = k fica continua:

L & :
_ zknx_ : 7 iknT
P(x) = hm E Ang(k = ngr;o o E Akno(kn)e (6.37)
Akn—>0 n=-—00 Ak, —0 n=-—00
L ,
= — [ dkg(k)e™* :
e [ drotoe (6.39)

Redefinindo ¢(k) — v27¢(k)/L (o que poderiamos ter feito desde a Eq. [6.29)), ficamos com

V(z) = \/127? / k(e (6.39)
o(k) = \/12? / daip(x)e— (6.40)

ou em termos de p = fik, e ¢(p) = $(k)/v/h temos

P(x) = F dpg(p)e /" (6.41)
o(p) = % / dap(z)e =Pl (6.42)
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6.5 Particula na Caixa

Considere agora uma particula em uma caixa, que

Ulx) :OO = . consiste em uma particula sujeita a seguinte energia
potencial
oo x<0 (Regiao I)
U@)=< 0 0<z <L (Regiaoll) (6.43)
00 x>1L (Regiao III)

ou seja, a particula estd livre (U = 0) na regiao II,
que corresponde a regiao dentro da caixa, enquanto
nas regioes I e I11, i.e. fora da caixa a energia poten-
cial é infinita, de tal forma que, qualquer que seja a
energia F da particula, é impossivel ela estar nessas
0 L X regioes.
A solugao para v (z) neste caso serd parecida com
a da particula livre, mas, como veremos, as condicoes
Figura 6.1: Particula em uma caixa. de fronteira do problema determinardo a quantizagao
da energia do sistema.
Nas regioes I e III, temos que

Yr(x) = Yrr(z) =0 (6.44)

Ja na regiao II, a particula satisfaz a Eq. de Schrodinger para uma particula livre:

d*p;;  2mE
— =0 6.45
dz2 + 2 Y ( )
Com solucdo dada em termos de e*** ou similarmente, senos e cossenos:
Yrr(x) = Asin(kz) + Bcos(kz) (6.46)
2mE k2h?
E = = E=— 4
F— ou - (6.47)

Agora usamos as condicbes de contorno que v deve satisfazer. Neste caso, as condices sdo
apenas em 1, que deve ser continua nos pontos x = 0, L. Como U(z = 0,L) = oo, di)/dx nao é
necessariamente continua nesses pontos.

Pela continuidade de 9 (x) em z = 0, temos:

0 = 17(0) = 17(0) = Asin(0) + Bcos(0) = B (6.48)
—-B=0 (6.49)

Portanto, temos que
Yrr(x) = Asin(kx) (6.50)

A continuidade de ¢(z) em z = L implica

1/}[[([/) = Asm(kL) = ¢[[[(L) =0 (651)
— kL = nm com n inteiro. 6.52)
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ou seja, sdo apenas possiveis valores de k tais que k = nn/L. Pela Eq. isso implica que as
energia possiveis sao dadas por:

2 K2

nmw
Bo= ()R |
L 2m (6.53)
n2n2h?
E, = ——, =1,2,3,... .54
— o2 (n 3,...) (6.54)

Jé as fungdes de onda possiveis em II ficam (omitindo o indice II):

Yn(x) = Asin <@>

. (6.55)

Neste exemplo, vemos algo que acontece com frequéncia na mecanica quantica: as condicoes
de contorno na fungéo de onda gera a quantizacao dos niveis de energia. Apenas fungoes de ondas
que se ”encaixem”nessas condicoes sao possiveis, e somente as energia associadas sao permitidas,
sendo todas as outras proibidas. J& tinhamos visto este efeito quando falamos da radiagao térmica
de corpo negro dentro de uma caixa e contamos os estados possiveis da radiacdo nesta caixa. A
situacao aqui é similar, mas ao invés de termos a onda eletromagnética, temos a fungao de onda
quantica do sistema, que também tem natureza ondulatéria. Esquematicamente, temos entao:

Natureza ondulatdria + condigdes de contorno confinantes — quantizagao dos niveis de energia

Por fim, precisamos normalizar a funcdo de onda. Como P(z) = |¢(z)|?

densidade de probabilidade em todo espaco deve ser 1, temos:

, e a integral desta

/0 P(w)d:c_/o b(z) 2dz = 1 (6.56)

0 que implica

2
L onmz\ 1*
— A2 r_ L
{2 4n7rsm< L ﬂo
L
= A25 (6.57)
e portanto
2
A= T (6.58)
Assim,

V() = \/Esin ("Lﬂ> (6.59)
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Temos Ax ~ L/2 e Ap = py — p1 = h(ka — k1) = hw/L. Portanto

hr kb
AzAp ~ 7” >3 (6.60)

e verificamos que o principio de incerteza é satisfeito neste caso.

6.6 Poco de Potencial

Considere agora uma particula em um pogo de po-

U(x) 4 tencial. Neste caso:

L

U r < —a (Regiao I)
1y Ux)=4 0 —a<z<a (RegiaoII) (6.61)

0 .~
_____ s = = hms = el s 2 Fly Uo x>a (Regiao III)

Vamos considerar apenas o caso em que E < U,

» je. a energia total da particula é menor do que a
energia potencial do pogo. Para uma particula den-

tro do poco (—a < x < a), classicamente seria im-

Figura 6.2: Poco de potencial. possivel ela transitar para as regioes I e III, ja que
para isso deveria ter energia cinética negativa !

Entretanto, como veremos, na mecanica quantica, existe uma probabilidade nao nula de a
particula penetrar essas regides proibidas, mas que sera exponencialmente suprimida.
A Eq. de Schrodinger é dada por

d>y  2m
e aqui vamos impor a continuidade tanto de ¥ quanto de dv¢/dx em x = +a.
Para as regioes I e III, temos um potencial constante. Como (Up — E) > 0, temos

d? 2m(Up — E
T;f = (ko)?1h — Solucdes : e*0® e7F0%  com kZ = m(;gz) (Regides I e IIT)  (6.63)
E para a regiao II, a particula é livre e temos
d? : : 2mE
d—;ﬁ = —k*) — Solucdes : e** e~ com k? = 7;;2 (Regiao II) (6.64)
Note que k? + k3 = 2mUy/h%. A solugdo completa fica:
Aeho® + Be~hoz r < —a (Regiao I)
P(x) =< Ccos(kx)+ Dsin(kz) —a<xz<a (Regiao II) (6.65)

Eekot  Fe~Foz x>a (Regiao III)
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A funcao de onda v deve permanecer finita em todo o intervalo, pois a integral do seu quadrado
em todo o eixo = deve ser 1. Desta forma B = F = 0 e temos

Aekor T < —a (Regido 1)
Y(x) = ¢ Ccos(kx)+ Dsin(kz) —a<xz<a (Regiao II) (6.66)
Fe~hoz *>a (Regiao III)

Como o potencial é uma funcao par, as solugoes da funcdo de onda acabam sendo ou pares
ou {mpares (para detalhes, veja Eisberg Apéndice H). Podemos entao considerar essas solugoes
separadamente. Vamos considerar primeiro as solugoes pares (even), com A = F:

Fekox T < —a (Regido 1)
Ye(x) =< Ccos(kz) —a<xz<a (Regiao II) (6.67)
Fehoz T>a (Regido IIT)
cuja derivada é
dps(e) koFekfm T < —a (Reg@o I)
I = —kC'sin(kz) —a<xz<a (Regiao II) (6.68)
v —koFe ko T>a (Regido I11)

Condigoes de contorno em z = g sao dadas por

Year(a) = YE(a) (6.69)
diﬁE{; (@) _ dl/’E(,;l(a) (6.70)
e nos dao:
Ccos(ka) = Fe koa (6.71)
—kC'sin(ka) = —koFe ko® (6.72)
Devido a paridade, as condicbes em x = —a dariam as mesmas equagoes. Dividindo uma
equacao pela outra, temos
ktan(ka) = ko (6.73)
multiplicando essa por a, temos
(ka)tan(ka) = (koa) (6.74)

Lembrando que k2 + kg = 2mUy/Rh?, temos

(ka)* + (koa)? = 2mUga’/h? (6.75)
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94
12 I 0 I | . . . Portanto podemos determinar grafica-
1 | 1 P (ka)® + (koa)? = 12 mente as solugoes para (ka) que satisfa-
101 ! ll 1 % E:@) M (k’“((;’() )t: 1(01< : zem as duas equacoes acima, plotando kya
I i ! ) <k2a>;7(k;cot(ka) em funcao de ka. Apenas alguns valo-
8 I i I i res finitos para ka satisfazem as equagoes
: |: l' H acima e eles geram os valores de energia
S I I 1 H correspondentes:
= R
I ! ] 1
41 I 1 I I k2h2
Y E=—— (6.76)
] 1 ] " 2’[’)’L
ooy
/ / ] Note que quando Uy — o0, o
0 R 1 Y. : raio do circulo vai a infinito. Desta
0 2 4 (]fa) 8 10 2° forma, o circulo vai interceptar a funcao
(ka)tan(ka) apenas nas assintotas, ou
Figura 6.3: Solugoes de energia para o pogo de potencial. sela, qgando cos(ka) = 0, o que implica
os seguintes valores para k:
ka =nm/2 n=1,35,.. (6.77)
Similarmente, para as solugdes impares (odd), com A = —F"
— Fekor T < —a (Regido I)
Yo(x) =< Bsin(kz) —a<z<a (Regiao II) (6.78)
Fehoz T>a (Regido IIT)
cuja derivada é
o) —koFekor T < —a (Regido I
4y = kB cos(kx) —a<xz<a (Regiao II) (6.79)
’“’ —kgFe ko T>a (Regido I11)
Condigoes de contorno em z = g sao dadas por
Yor(a) = o.r(a) (6.80)
dyor(a)  dvorr(a)
e e (6.81)
e nos dao:
Bsin(ka) = Fe ™ 6.82)
kBcos(ka) = —koFe @ 6.83)
Dividindo uma equacao pela outra, temos
Ekcot(ka) = —kg (6.84)
multiplicando por a, temos
(6.85)

—(ka) cot(ka) = (koa)



6.6. POCO DE POTENCIAL 95

Novamente, quando Uy — oo, o circulo vai interceptar a funcdo —(ka)cot(ka) apenas nas
assintotas quando sin(ka) = 0, ou seja

ka = nm n=123,.. (6.86)
ou
ka =nm/2, n=24,6,... (6.87)

Desta forma, juntando as solugoes pares e impares, reobtemos a condicao de quantizacao da
particula na caixa (poco infinito):

ka = nx /2, n=1,23,.. (6.88)
ou para L = 2a
kL = nm, n=1223,.. (6.89)

Finalmente, voltando ao caso das solucoes pares, note que

g = 0% cos(ka) (6.90)

Portanto a funcao de onda ¥ g(x) fica definida em todo o espaco a menos de uma constante de
normalizacao C'

C cos(ka)ekolzta) r < —a (Regiao I)
YE(r) =< Ccos(kr) —a<xz<a (Regiao II) (6.91)
C cos(ka)e Fo(@=a) x>a (Regiao III)

Finalmente C' pode ser determinada impondo

/OO [Yp(x)?de =1 (6.92)

ou
C? (e%oa cos?(ka) /a k0T g 4 /a cos? (kx)dx 4 0% cos? (ka) /00 e_QkOxda:> =1 (6.93)

ou

Cc? (/ cos?(kx)dx 4 200 cosQ(lm)/ e_Qkomd:U> =1

—a a

in(2
C? (gj + smikkw) .+ 2¢2koa CosZ(ka) 6—214:0 ZO) = 1

o2 <a N sin(2ka) N cos2(ka)> _ (6.94)

o |

2k ko
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Barreira de Potencial e Tunelamento

Considere agora uma particula em uma barreira de

Ulx) 4 potencial. Neste caso:
0 r < —a (Regiao I)
U, U(z)=< Up —a<x<a (RegiaoII) (6.95)
0 T>a Regiao II1
gy e ge] IR A E<[J0 ( g )
Vamos considerar apenas o caso em que F < U,
» i.e. a energia total da particula é menor do que

a energia potencial da barreira. Portanto, se ela
comeca do lado esquerdo (z < —a), classicamente
seria impossivel ela entrar na regiao II, ja que para

Figura 6.4: Barreira de potencial. . . o .
isso deveria ter energia cinética negativa !

Entretanto, como veremos, na mecanica quantica, existe uma probabilidade nao nula de a
particula, nao apenas passar para a regiao II, mas até mesmo chegar a regiao III. Quando isso
ocorre, dizemos que a particula sofreu tunelamento. A idéia é que ela fez um ” tunel secreto” e passou
para uma regiao classicamente proibida. Jogando um nimero grande de particulas, eventualmente

uma delas vai tunelar, pela lei da probabilidade.
A Eq. de Schrodinger é dada por

d*>y  2m

e aqui vamos impor a continuidade tanto de ¥ quanto de d¢/dx em x = +a.
Para as regioes I e III, a particula é livre temos
d? : : 2mE
d—qé} = —k*) — Solucdes : e** e~ com k? = 7;; (Regides I e III) (6.97)
x
E para a regiao II, temos um potencial constante. Como (Uy — F) > 0, temos
d? 2m(Up — F
T;f = (ko)?1h — Solucdes : e*0® e7F0%  com kE = m(;z) (Regiao II) (6.98)
Note que k? + k:% = 2mUy/R%. A solucdo completa fica:
Aetke 4 Be~ike < —a (Regiao 1)
T) = e "% 4 De"0 —a<z<a eglao .
¥(z) Ce Mov 4 Deko (Regiao II) (6.99)
Eettr + Fe~itke r>a (Regido III)
e sua derivada é
() ikAeth® — jkBe~ r < —a (Regiao I)
T = —koCe k0¥ 4 koDefo*  —q <z <a (Regido II) (6.100)
x

ikEe*® — jkFe~ike T>a (Regido IIT)
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Condigoes de contorno em = = —a:

wI(—a) = ¢II(_0J)
Ae—ika+Beika _ Cekoa+De—koa X (Zk’)

ik(Ae=* 4 Beth?) = jk(Cefo® 4 DeH09) (6.101)
€
dyr drr
oY = Ty Y
ik(Ae™* — Betht) = _ky(Celod — DeF09) (6.102)

Somando a Eq. [6.101] com a Eq. [6.102] temos

2ikAe " = (ik — ko)Cer0® 4 (ik + ko) Ee ¢
1 ko\ koaik 1 Ko\ _roatik
A = -[1-=]eoeC L _ (14 = oa-ttka 6.103
N 2< ik)e C+2<+ik e (6.103)

Da Eq. [6.101} temos

Beika _ Cekoa + De—koa . Ae—ika
= (e 4 De~koa _ 1 1— ko ekoac + 1 1+ ko e Fap
2 ik 2 ik
1 k . 1 k ;
Y A Y I o100

Em forma matricial, temos

(1 i %) ckoatika (1 _ %) o—koa-tika

()= (5
B 2 (1 _ %) ckoa—ika D

(1 + 1%)) e—koa—ika

Bl

Similarmente, as condigoes de contorno em z = a dao

ik koa+ika ik koa—ika
(1 ko)e <1+k0)e

S ()

(1 I %) o—koatika (1 oy

0

Portanto, combinando os resultados, temos

( g ) = MM, ( ? ) (6.107)

onde
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[cosh(2kga) + % sinh(2kga)] e’k % sinh(2kga)

MM, = ' (6.108)
— 4 sinh(2koa) [cosh(2koa) — % sinh(2kga)] e~ 2k
onde
ko _ K
Tk ko
ko k
=—4+ — 6.109
= (6.109)
Note que
- =4 (6.110)

Vamos assumir que B = F' = 0, caso que representa uma onda incidente da esquerda para a
direita e transmitida a regiao II e III, onde se move apenas para a direita. Neste caso

A = |cosh(2koa) + %sinh(%oa) ¢i2ka g (6.111)

e temos

E e~ 2ika
E_ - (6.112)
A cosh(2koa) + % sinh(2koa)

Podemos calcular entdo o coeficiente de transmissio 7' = |E/A|?:

1
T = 2 2 2
cosh®(2kpa) + 5 sinh®(2koa)
2 -1
= [(1 + sinh?(2koa)) + % sinh2(2k0a)]
€2 !
— [1 + (1 + 4) sinh2(2koa)]
(6.113)
Mas
2
4—|—62_772_1<k8+k:2>2_1 2mUy /i 0 (6.114)
4 4 4N\ kke ) 4\ V2mE/R2m(U, - E)/i2)  4E(Uy-E)
Portanto
Ug 2 -
T=|1+-———sinh“(2k 11
( + 1E(Uo — F) sinh*( 0a)> (6.115)
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Para uma barreira muito alta Uy > E, temos (koa)? = 2m(Uy — E)a?/h? > 1, e temos

2koa

sinh(2kpa) ~ >1 (6.116)

Portanto

a —1
T ~ U02 etho
AE(Uy— E) 4

L L6EWU — B) iy

- T = 6.117
0 (6117)

o que indica que quando a barreira é muito alta, a transmissao é exponenciamente suprimida, mas
ela ainda acontece. Com um numero grande de particulas, eventualmente uma chegara da regiao I
a III, o que classicamente seria sempre impossivel.

6.8 Oscilador Harmonico Simples

No caso do Oscilador Harmonico Simples (OHS) unidimensional, a energia potencial é

U(x) = 5 (6.118)
e a Eq. de Schrodinger fica:
d*>)  2m mw?
pER (E_z xz)¢— (6.119)
ou
d* 2mE  mPw?
Tz T < T x2> b= (6.120)

Para simplificar a equacao, vamos propor uma mudanca de variavel x = by, com b sem unidades.

Como d/dx = (1/b)d/dy e d/dx* = (1/b®)d/dy?, a equagao fica

d*y 2mEb:  m2w?bt
dy? + ( 2 Y >LZ) =0 (6.121)
Portanto escolhemos
o= (6.122)
mw
mEb? FE
e temos
d2
LA (2¢—y*) =0 (6.124)
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Examinamos agora a equacao e sua solu¢ao em casos limite. No limite y — oco, temos

‘Zﬁ =0 (6.125)
cuja solugao neste limite y — oo é:
= Ayme*V’ /2 (6.126)
como podemos checar:
CZ = Amymlet2 4 Ayttt (6.127)
(f;;f =  Am(m — 1),1/”_26iy2/2 + Amymeiy2/2 + A(m + 1)1/”“(5#[92/2 + Aym+26iy2/2

= Am(m — 1)ym_Qeiyz/2 + A(2m + 1)mymeiy2/2 + Ayt
2m+1  m(m—1)
5 T 4
Y Y
Ay 22 = 2y (6.128)

= Aym+26iy2/2 1+ Y — 00

Obviamente, devemos descartar a exponencial positiva, j4 que ela ndo permite que a integral
de [|? seja finita. Portanto

P(x) = Ayme v’/? Y — 00 (6.129)
No limite y — 0, temos
d*
cuja solugao é
Y = Acos(V2ey) + Bsin(v/2ey) (6.131)

que, consistentemente, no limite y — 0 fica
Y =A+cy+ O (6.132)

Portanto, podemos propor uma solucao geral da forma

¥ = u(y)e v /2 (6.133)
onde
m — 00
u(y) ={ 1y4+cy z—>0 (6.134)

Note que a proposta ) = u(y)e*yQ/ 2 permite que, em principio, tenhamos u(y) = ymey2 para
1y — 00, pois isso leva a ¢ = ymeyQ/ 2 que também é solucao formal da equacdo. Mas sabemos que
essa solucao nao € fisicamente aceitavel, e estamos descartando essa possibilidade.
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Incluindo esse anzatz, obtemos uma equagao para u(y):
d*u du
— —2y— + (2e—1u=0. 6.135
T G+ (e (6.135)

Assumindo para u(y) uma solugao em série de poténcias, temos:

uly) = D Cuy” (6.136)
n=0
du - n—1
» % = YonCuy (6.137)
d2 [o.¢] o
_QTZ?L = D nn-1)Cwy" 2= (k+2)(k+1)Criayt  (k=n-2) (6.138)
Yy n=2 k=0

e substituindo essa expansao na equagao, obtemos

Il
o

Z Chpi2(n+2)(n+ 1)y" — Z Cn2ny" + Z Cn(2e — 1)y"

n=0 n=0 n=0

(6.139)

=) [Crga(n+2)(n+1) — Co(2n — 26+ 1)]y" =0 (6.140)
n=0

A igualdade implica que o termo entre colchetes deve ser identicamente nulo para qualquer n,
o que da uma relacao de recorréncia para os coeficientes Cy:

2n —2e+1

(n+2)(n+1) " (6141

Cn+2 =

Como a equagao é de segunda ordem, temos duas constantes arbitrarias, Cy e Cy. Umas
vez especificadas essas constantes, todas as outras sao determinadas pela relacdo de recorréncia

Eq. [6.141] Portanto

u(y) = Co+ Cry+ ng2 + C3y3 + Cays + Csys + ...
= [Co+ Coy® + Cuy*..]+ [Cry + Csy® + Csy°..]

Cy 5 C4C Cs 5 C5C
= Co |1+ 22+ 2248, ]+Cl [y+3y3+53y5 (6.142)

Cy Csy Oy C Cs O

Quando n — oo, temos

2
Cria — ECH n — 00 (6.143)
Mas a série de ymey2 da
_ ZL_ZL Zhim 5L (6.144)
- K A<k 2 —m)/"” '
k k n

onde mudamos n = 2k + m. Portanto
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1
Cn = ol (6.145)
e temos
Cniz _ _[(n—m)/2)' [(n —m)/2]!
Cn (n+2—m)/2l  [(nr2—m)/2ln+2—m)2—1]!
_ —my2 1 S
= miz-mAn—mya - n-mynz a7 (6140

Portanto, a série de u(y) cresce da mesma forma que ymeyz, o que implica ¢ = u(y)e*yQ/ 2~
ymeyg/ 2 que é exatamente a solucdo que haviamos descartado anteriormente, por |¢|? ndo integrar
a valor finito ! Mais uma vez precisamos descartar esta solugao de alguma forma.

A tnica alternativa para que o comportamento no infinito nao seja a de u ~ ymey2, mas sim
de u ~ y™ é que a série acima seja truncade em algum valor de n = m, i.e. C,, = 0 para algum
n = m. Se isso ocorrer, pela Eq. [6.141] Cj,42 = 0 e todos os coeficientes se anulam para n > m, ou
seja, a série passa a ser um polinémio de ordem m e nao uma exponencial.

Isso ocorre se

1
M—2+1=0 =  e=_+n (6.147)

ou seja, como € = F/hw, temos que a energia é quantizada:

E, = (; + n> hw (6.148)

J& para as fungoes de onda temos que u(y) serd um polindémio de ordem n. Podemos dividir as
solucoes em:

1. Ch=0 —  u(y) = Ciy + C3y® + ... + Cpy™, n fmpar
eu(y=0)=0,ie ¢Y(x=0)=0

2. C1=0 — u(y) = Co + Coy® + ... + Cpy™, n par
e du/dy(y=0)=0,ie dp/de(z=0)=0

Para n par tomamos C7 = 0, e para n impar Cyp = 0 . Usando a relacao,

2+1-2 . 2+1-(2n+41) ,  2-n)
G+2G+D7 " G+9G+D GG+ (6.149)

obtemos os seguintes polindomios:

Cjta =

e n=0—u(y) =Ch

e n=1—=u(y) =Cy

e n=2—u(y) =Co+ Coy? = Cy — 2Cy = Cp(1 — 2y?)
)

e n=3—u(y) =Ciy+ Csy® = Cry — 3C1y® = C1(y — 31°)
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Essas solucoes sao proporcionais aos chama-
dos polinémios de Hermite Hy(y):

Ho(y) = 1 (6.150)
Hi(y) = 2y (6.151)
Hy(y) = —2(1-2y%) (6.152)
Hy(y) = —12(y—§y3) (6.153)
Hyly) = 12(1—4y2—|—§y4) (6.154)

cujas propriedades matematicas sao bem conhe-
cidas. Por exemplo, eles satisfazem a relacao de
recorréncia

Figura 6.5:  Auto-fungdes ,(x) do oscilador

Hn+1(y) =2yH, — 2nH, 4 (6'155) harmonico quantico para n = 0,1,2,3. Os pontos
+ x¢ indicam o deslocamento maximo do oscilador
Portanto, as solucoes ficam cldssico. Quanticamente, o caso x > xg é permitido,
embora seja exponencialmente suprimido. (Eisberg)
2/2 x mw\ 1/2
wn(y) = Aan<y)€ v/ y Y= E = (T) T

A constante A, é tal que [ |[¢,(z)[>dx = 1, de forma que a solugao final fica

() = (M) " H, [(”;:’)1/2 x} exp (—m;";z> (6.156)

As auto-fungoes do oscilador harmonico sao mostradas para n = 0,1,2,3 na Fig. [6.5

6.8.1 Estado Fundamental

O caso n = 0 é possivel e corresponde ao estado fundamental de mais baixa energia no oscilador

1
By = Shw (6.157)
2

dolz) = (i:;;)lﬂlexp (—m;f) (6.158)

Ou seja, a energia minima nao é nula, diferentemente do caso classico. Além disso, a funcao de
onda é um pacote gaussiano com Az = \/h/2mw.

6.8.2 Funcao de onda dos momentos

A fungao de onda dos momentos ¢(p) pode ser obtida pelas 1(z) via transformada de Fourier, como
mostrado anteriormente. Mas no caso do oscilador, existe uma maneira mais simples de obter o
resultado. A energia do oscilador é

B P2 mw?X?

E=
2m+ 2

(6.159)
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Mas se mudarmos X — P’/mw e equivalentemente P — mwX', temos

P2 (mwX")?  mw?(X')?

mw?X?  (mw?(P'/mw)?  (P')?
= - ; =2 (6.161)
(6.162)

ou seja, o problema é totalmente equivalente ao original nessas novas variaveis. Assim, podemos
obter a funcdo de onda simplesmente mudando x — p/mw e normalizando apropriadamente. Por
exemplo, para o estado fundamental, temos

1 1/4 p2
o(p) = (Whmu) P <_2hmw> (6.163)

ou seja, Ap = v hAmw. Portanto,

[ h h

como esperado para o pacote gaussiano.

6.8.3 Relacao com o caso classico

No caso do oscilador classico, o ponto xg de maxima deflexdo do oscilador (onde a velocidade é
nula), é dado por

mv?  mw?r?  mw?z?
E= = 0 1
> + 2 5 (6.165)
Desta relacao, temos que a velocidade é dada por

v =w(zd — )12 (6.166)

E como E = (5 + n)hw, e 2* = b’y? = hy? /mw, temos

2,2 2 h
mwzy = 2E=2n+1)hw — z5= (2n+ 1)m (6.167)
B\ /2
—ag = +(2n+1)"? <> ou yo=+(2n+1)2 (6.168)
mw

Na fisica classica, a particula nuncae tem x > xg, ja que isso violaria a conservagao de energia,
mas na fisica quantica, pode ocorrer x > xy. No estado fundamental, g = h/mw e a probabilidade
de encontrar a particula com posicao x é

2

Po(x) = [o(z)]> = (%)WGX? <_mu;bx )

1 1/4 2
- <m2> exp <—i2) (6.169)
0 0
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ou seja, a probabilidade de ter x > xy decai exponencialmente, como no tunelamento de uma
barreira, mas nao é nula.

Classicamente, a probabilidade P,s(z) de encontrar uma particula em certa posigdo x é pro-
porcional ao tempo que ela passa em z, i.e. é inversamente proporcional a velocidade da particula
naquele ponto:

Note que, quanticamente, o estado fundamen- |¢ ()|t
tal tem comportamento exatemente oposto, i.e. [
maior probabilidade em z = 0 e ndo em = = xg.
Para n — oo, temos 2% = 2nh/mw e

Po(z) o Hﬁ[(”?)l/Qx] exp (—mf) _

[‘/Z x] exp <—27;;”2>(6.171) * |

H2

n

0

0
e para n — 00, vemos que oS polinomios de g H ' "HI f|".“w ‘ |
Hermite oscilam muito, e a probabilidade de que ““”ll |
x > xo fica muito pequena devido ao termo 2n na
supressao exponencial. Além disso o valor médio _. o ) )
, . s Figura 6.6: Probabilidade Pigp = |¢100]* do oscila-
de P,(z), que é o que pode ser medido na prética, . ) g .
L. dor para n = 100. A linha pontilhada indica o limite
f:on'verge para‘o valor classico da Fq. COmo  (14ssico da Eq. para o qual o valor médio de
indicado na Fig. para n = 100. |, (2)|? converge quando n — oo. (Griffiths)

E por isso que, em situacoes cotidianas, em que n de fato é muito grande, osciladores como
péndulos parecem ter as propriedades classicas usuais, sem efeitos quanticos. Mas para osciladores
atomicos, as propriedades quanticas sao importantes e, por vezes, dominantes.
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