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1. - Sistemas compostos na M.Q. e emaranhamento.
1.0 Prolegéomenos.

Estas notas foram preparadas como base para ou em consequéncia de um curso breve e tanto
quanto possivel autonomo que, com requisitos minimos, sirva como introducao as questoes que envol-
vem emaranhamento quantico e processos de decoeréncia na M.Q. Tal curso foi ministrado durante
a segunda Escola de Fisica Teédrica, organizada pelo Departamento de Fisica Matematica da USP e
realizada de 20 a 30 de julho de 2009. As questoes tratadas assumiram consideravel proeminéncia
nas ultimas décadas, quando a realidade adquirida por correlagoes tipo Einstein-Podolski-Rosen, apds
o desenvolvimento tedrico devido a Bell e aos consequentes testes experimentais especificos, deu ori-
gem por um lado a area de pesquisa hoje conhecida como ‘informacao quantica’ e por outro lado ao
programa de conectar a ‘emergéncia do mundo cldssico’ a processos de decoeréncia. Embora a lite-
ratura disponivel nesses assuntos seja atualmente enorme, referéncias a ela serao relativamente pouco
numerosas, embora possam servir de ponto de partida para uma busca mais extensa ou refinada.

A ministragao do curso contou com a colaboragao segura e eficiente de Eduardo Toshio Domingues
Matsushita, que se encarregou das aulas de exercicios.

1.1 Pressupostos, notagao, etc.: M.Q. de sistemas simples (particula puntiforme, spin).

A) Cinematica.

e Estados quanticos (super-)representados? por vetores (notacdo: |nome)) de um espaco vetorial
complexo H com produto escalar hermiteano, i.e.

(oY) = (¥le)",

que desempenha portanto o papel de espago de fase para o sistema quantico. Como vetores de H, os
estados quanticos podem ser representados em diferentes bases {|n)} (por simplicidade ortonormais,
ie. (n|n'y = dppnry >, In)(n| = 1 (operador identidade)):

[¥) = In)(nlv).

As componentes (em geral complexas) (n|i) s@o interpretadas como amplitudes de probabilidade,
|(n|1)|? sendo interpretado como a probabilidade de ter o estado |n) em |) (ou vice-versa).

e Varidveis dinamicas (posigdo, momento, energia, spin, etc.) representadas por operadores hermi-
teanos (auto-adjuntos) no espaco de estados H. Notagao: q=¢q;, j=1,2,3 ,p=p;, j=1,2,3, H,
§=35j,7=1,2,3 etc. Relacoes de comutacao: [§;,pr] = ihdjk, 5}, 8kx] = iheji 5. Os possiveis valores
das varidveis dinamicas sdo os autovalores (reais) dos operadores que as representam; os autovetores
correspondentes representam estados em que a varidvel dindmica em questao tem um valor bem defi-
nido (cf. afirmagao acima sobre amplitudes de probabilidade); o conjunto de todos os autovetores de
uma variavel dinamica é uma base em que é possivel representar vetores de estado:

plp) =plp), ar)=rxr), HIE)=E[E), 3:|ms) = hms|ms), etc.

2A super-representacio se refere & norma, fixada como 1 consistentemente com a interpretacio dada a seguir, e &
arbitrariedade de uma fase global, irrelevante para essa mesma interpretagao.



:/ dr]r><r]1/1>z/ dr|r)p(r), (r|r’) =d(r — 1) /dr| r| =1, etc.

A fungao ¢(r) = (r¢p) é a ‘funcao de onda’ que representa o estado |¢)). Valor esperado (fl)w de uma
varidvel dindmica qualquer A em [¢)):

<A>w = |A|¢ Zan| an|¢ Zanp (an), A|an> = aplan),  (anlaw) = Opw

sendo p(an) = |(an|¥)|? a probabilidade do valor a, de A em |t).

e Duas varidveis dindmicas sdo compativeis (possuem um conjunto completo comum de autoveto-
res) se or respectivos operadores comutam. Um conjunto completo de observaveis compativeis é um
conjunto de varidaveis dindmicas compativeis tal que a especificagdo dos respectivos autovalores sempre
determina univocamente um vetor de estado.

e Uma forma de representar um estado quantico que tem em conta automaticamente a condicao
de normalizacao e que é explicitamente independente da fase global arbitraria é usar em vez de [¢) o
‘operador densidade’

) (W

=ty

T

Notar que py, = ﬁw = ['}3}, i.e., py € um operador de projecao, e portanto seus possiveis autovalores
sao 1 e 0. (A propriedade p, = ﬁfb ¢ chamada idempoténcia). Valor esperado de A em termos desse
objeto:

o WA @) lAlY) o (A ) _
D=0y —2 Gy 2 ) - A

O traco Tr(Ap,) é independente da base {|n)} utilizada, e é fécil ver que Tr(Apy) = Tr(jpyA). De forma
mais geral, é ficil ver que o traco de um produto de operadores é invariante por uma permutagao ciclica
deles, e.g. Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA). A condicao de normalizagao corresponde a Tr(py) = 1.
B) Dinamica.

e A evolugao temporal do vetor de estado é deterministica e regida pela equagao de Schrédinger

zh%hﬁ(t)} = H[¢(t));  cond. inicial [¢(t = 0)).

A equacao correspondente, quando o estado é descrito através do operador densidade dependente do
tempo py(t) = [¢(£)) (W (¢)|/ (W (E)|(t)) ¢
ih%[)d,(t) = [ﬁ,,@(t}} (Eq. de Liouville — von Neumann).

e Solugoes formais (H independente do tempo):



[W(t) = e-%f”rw(t = o>>,
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et =) = Y |E, "B, =1— Ht+2l<z> P+ ...
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n
pu(t) = U@®)py(t =0)UT(1).
Notar que UT(t) = U~1(t), isto 6, a evolucdo temporal ¢ unitéria.

Observagao. O sumadrio acima utiliza um tratamento “a la Dirac”, inclusive introduzindo ‘auto-
vetores’ (‘improéprios’, pois ‘de norma infinita’ com propriedades de ‘ortonormalidade’ tratadas em
termos de fungoes delta) para os espectros continuos dos operadores de posigdo e momento.

1.2 M.Q. de sistemas compostos.

A) Cinematica.

e ‘Sistemas compostos’ sao os que podem ser vistos como constituidos de duas (ou mais!) partes
(ou ‘subsistemas’), e.g. duas (ou mais) particulas puntiformes, uma particula com spin, dois (ou mais)
spins, duas (ou mais) particulas com spin, etc. Caracterizagao do espago de fase quantico para um
sistema constituido de duas partes, duas particulas puntiformes para fixar idéias (a extensdo para
outros casos serd 6bvia):

i) H1 e Ha: espagos de fase para cada uma das particulas (partes) tomada isoladamente, com bases
{|m(1)>}, m=1,2...¢ {|n(2)>}, n = 1,2,... respectivamente, com seus respectivos produtos escalares
hermiteanos, etc.

ii) O espago de fase para o sistema composto pelas duas particulas é o produto tensorial desses
dois espacos (notagao H = Hi ® Ha), que pode ser construido como sendo gerado por todos os pares
distintos de vetores das bases de cada um dos dois espacos. Os vetores [i)) de H sao portanto da forma

= Z Cmn|mM) @ |n?)) = Z Cmn|m P

com duas notagoes distintas para os pares de vetores que constituem a base para o espago produto.

iii) Os produtos escalares de H; e Hsy levam a um produto escalar em H através de
(mOn@|m/Op/@)y = (W DY (@ /@)Yy = 6,06
No lado direito dessa relacao os produtos escalares usados sdo os definidos para os espagos Hi e Ha

respectivamente, e foi suposta a ortonormalidade das bases escolhidas nesses espacgos. Desse modo, se
V') =X - ImMn2)) & outro vetor de H,

a normaliza¢do de um vetor de H corresponde portanto & condicao (1|1) = >, , [cmnl|* = 1.



Observagao crucial: Todos os pares de vetores |¢()) @ |¢(3)), com |¢p()) € H;, i = 1,2 fazem parte
de H (é imediato achar os ¢, correspondentes a partir dos coeficientes de expansio dos |¢() nas
bases de seus respectivos espagos), mas o espago H contém muitissimos outros vetores que nao podem
ser escritos como produtos dessa forma. De fato,

) =32 Im), =2 In®) = o) @ 16%) = 3 AP ImBn)

e um vetor de H podera ser escrito como um produto de um vetor de H; e outro de Ho sempre que
seus coeficientes de expansao c¢,,, forem da forma w(n)%(L ). A razdo basica para que isso nao seja
possivel em geral é que, além de conter todos os vetores da forma |¢™)) @ |¢(?)), o espaco produto
‘H contém também todas as combinagoes lineares de qualquer ntimero de vetores dessa forma, e essas

combinacoes lineares nao podem em geral ser escritas de forma fatorada. Exemplos simples:

1) (]1(1)2(2)) + \2(1)1(2)>) /\/§ nao é um estado produto. Neste caso cjo = ¢91 = 1/\@, 11 = Cog =
1,2

0 e 0s ¢,y nao podem ser escritos como Ym, Vr

2) (\1(1)2(2)> + |1(1)3(2)>) /V2 é, porém, um estado produto. Neste caso ci2 = c13 = 1/v/2,
’Y’Sfp = 51ma 'VT(LQ) = (6271 + 53n/\/§ € Cmn = ’yg)%(f)' Portanto

1
(|1(1)2(2)> + ,1(1)3(2)>) V2 =110)® % (,2(2)> + |3(2)>> .

Os estados do sistema composto representados por vetores de H que ndo podem ser escritos de forma
fatorada foram chamados por Schrodinger (em 1936!) estados emaranhados, e essa denominagao é
usada até hoje.

e Variaveis dinamicas para o sistema composto: todas as varidveis dinamicas A; em Hi e By em
Hso podem ser estendidas a variaveis dinamicas em H como

A1—>A:A1®12 e Bg—>3211®B2,

o que significa, explicitamente,

Al = A cmn®) @ ) = 3 emn (Arhn ™) @ (1)) = 3 e (A1l D)) @ o),
Bly) = BZcmn|m )@ 1) = 3 emn (Lilm™)) @ (Ban®)) = Zcmn!m & (Boln®))

Note que i) essas definicoes niio dependem da fatorabilidade do estado |¢)) € H, e ii) AB|y) = BA|)
para qualquer |¢) de H, i.e. dois operadores que agem nao trivialmente apenas em partes diferentes
do sistema composto comutam. Variaveis dinamicas desse tipo porém evidentemente nao exaurem a
classe mais geral de operadores hermiteanos (auto-adjuntos) em H, que em geral agem nao trivialmente
em ambas as partes dos vetores da base produto. Exemplos simples da classe mais geral sao variaveis
dinamicas do tipo A; ® Bs, o que significa

(211 ® Bg) ) = (Al ® 32) S Cnnlm®) @ 1) = 3 epun (211|m(1)>) ® (32,n(2)>) .



O vetor resultante da ac¢ao desse tipo de operador sobre um estado fatoravel é ainda fatoravel (embora
em geral diferente do estado de partida), mas isso ja nao é em geral verdade para operadores do tipo
A1 ® By + A1 ® B'a:

(Al & EQ + A/l (9 3/2) |1,Z)> = Zcmn {<A1|m(1)>) &® (E2|n(2)>> + (A’1|m(1)>) &® (Blgln(2)>)} .

B) Dinamica.
e A evolugao temporal do vetor de estado de um sistema composto é dado pela equacao de Schrodin-
ger, sendo o hamiltoniano um operador hermiteano (auto-adjunto) H que age sobre o espago produto

, . ~ e s . N _2
H, e estd portanto associada a uma transformagcao unitéria U(t) = e 71 nesse espaco de fases.

e Quando H=H®1,+1; ® H, (o que corresponde & auséncia de interagao entre as partes do
sistema composto) essa evolugao unitdria pode ser fatorada como

(ﬁ1®iz+i1®ﬁ2)t — e

Bl
St

Ult) = e
= Ui(t) @ Us(2).

(ﬁ1®i2)te—%(il®ﬁ2)t _ (67%H1t ® 12) (il ® ef%ﬁgt)

Nesse caso, se [1(t = 0)) é fatorizdvel, o vetor de estado permanecerd fatorizavel para qualquer tempo
t.

e Interacoes entre as partes do sistema composto correspondem a termos em H que agem nao
trivialmente em ambas as partes do sistema composto. Por exemplo, um termo de interagao pode ser
um operador do tipo gfll ® By (onde g é uma constante, possivelmente dimensional, caracterizando
a intensidade da interagdo). Neste caso, o operador de evolu¢ao nao pode mais ser fatorado como no
caso anterior

U(t) = e # (IhelathieHrgdioby)t

e, mesmo quando o estado inicial |1)(t = 0)) é fatorizavel, ele em geral deixara de se-lo® para t > 0.
Em outras palavras, um estado inicial fatorizavel se torna em geral emaranhado quando a dinamica
do sistema composto envolve interagoes entre suas partes.

1.3 Exemplos de emaranhamento.

A) Estados estacionarios de um modelo simples para o A&tomo de hidrogénio.
O modelo mais simples para o &tomo de hidrogénio é o de um sistema de duas particulas puntiformes
carregadas. Hamiltoniano no espaco produto H = H; ® Ha:
-2 ’p) 2

. SO e
H:&®12+11® P - Tz A - >t
2m; 2my |11 @ d2 — q1 ® 12

Os estados estacionarios em que as duas particulas estao ligadas correspondem aos autovetores de H
tais que

3Mesmo no caso especial em que Hine = g(A; ® Ba) é uma constante do movimento, isto é, [H, Hiyi] = 0, a exponencial
do termo de interacao nao tem forma fatorada do tipo Ui(nlt) ® Ui([i) e a evolugdo temporal leva em ao emaranhamento das
partes do sistema composto.



Hlyp) = ElYg);  ¢p(ri,re) = (riralp);  p(ry,re) — 0 para |rp —r1| — oo.

Devido ao termo de interagao (tdltimo termo de H), esses estados, vistos como estados do sistema
composto pelas duas particulas, sdo emaranhados. O modo de obte-los elementarmente consiste em
reescrever H em termos de operadores de centro de massa e do movimento relativo (no espaco produto):

mi1(q1 ® 12) + m2(i1 ® q2)

Q = , a=hoa-aol
my + ma
5 PR A . mi(11 ® p2) + ma(P1 ® 1o
P = pi®ly+11®ps2, p= ( ) ( )
mi + ms
Em termos desses operadores o hamiltoniano é
. P2 -2 2 ,
- ¥ . e mma
2(mi +m2)  2p |4 my + ma

Essa forma sugere considerar uma fatorizacao alternativa do espago produto H, a saber

H:H1®H2—>HCM®HreI>

usando a base produto {|R) ®|r)} = {|Rr)} em lugar de {|rirs)}, o que equivale a ver o sistema como
composto de duas novas partes, a parte referente ao centro de massa e a parte referente ao movimento
relativo. O que torna isso possivel é que tanto os dois operadores ¢ ® 1o e 11 ® g2 como também?
QCM ® 1 € 1oy ® Qrel SA0 conjuntos completos de varidveis dinamicas compativeis em H; e o que
torna isso na realidade trivial, neste caso, é o fato de que os operadores ¢; ® 12 e 1; ® Q2 comutam
com QCM R 11 € 1oy ® Qrel, € portanto tém autovetores comuns. Por esta razao, os vetores {|Rr)}
sao na realidade os mesmos vetores que {|rirs)}, apenas com uma rotulagdo diferente. E também
YE(ri,re) = (rira|Yp) se relaciona com Yr(R,r) = (Rrliyg) através de uma simples mudanca de
variaveis.
O hamiltoniano escrito explicitamente em termos dessa nova fatorizagao de H é

N

R p? ) ) p2  ¢? R ) X R
H= ————QLat+lcM® | 7= — 7 | = Hom ® Lia + 1lom @ Hyal
2(my + mo) 2u |4

e portanto descreve um sistema composto por duas partes nao interagentes, em termos das quais é
possivel obter os estados estacionérios |¢)g) de forma fatorizada, [Yg) = |Pg.,,) ® |¢E,,), com

-FICM’(I)ECM> = ECM’(I)EcM> ’ ﬁrel’¢Erel> = Erel|¢Ere1> ) E = ECM + Erel-
Os resultados sao bem conhecidos:

1 kR h?K?

R|® =& R)=——- Beng — ———

40s operadores escritos como Qcm € Grel S30 respectivamente as restricées dos operadores Q e ¢ aos espacos de fase
da nova fatorizagao do espago produto, Hom @ Hrel



independentemente da solugao do problema de autovalores para H,e1. O autovetor de menor energia
(por exemplo) de Hyg, é

3
1 /1\2 _k h? e
e = — _ g, e — E - L
<r’¢rel> (brel(r) ﬁ <a0) e 90, ao [1ag ) rel oR2’

Os autovetores correspondentes para o sistema composto, visto como sistema de duas particulas, sao
portanto

9

3
1 1 2 K.maritmory [rg—ry| h2K2 /1,62
roldnd = dolreps) = K e, B=o KO
(rir2|YE) = YE(rirs) ( ) 2(my +mz)  2h?

NG =
Esse estado nao pode ser fatorizado devido a segunda das duas exponenciais, € 0 mesmo ocorre para
os estados obtidos a partir de qualquer outra solugao (inclusive para as que nao representam estados
ligados) de He. A energia total E pode assumir qualquer valor maior ou igual a E\q.

Embora tenha sido possivel escrever funcées de onda que descrevem separadamente o estado do
centro de massa e o estado relativo, nao é possivel, devido ao emaranhamento, escrever funcoes de
onda que descrevam separadamente o estado do elétron e tampouco que descrevam o estado do préton,
embora o sistema como um todo admita essa descrigao.

27ra0

Um fato, na realidade bastante ébvio, ilustrado por esse exemplo é o de que o emaranhamento en-
tre duas partes de um sistema composto depende crucialmente da defini¢ao, ou escolha, das partes
em que esse sistema é decomposto, que é refletida na fatorizacao adotada para o espaco de fases
do sistema composto (no presente contexto, diferentes fatorizagdes sdo implementadas em termos
de diferentes escolhas de bases-produto). Embora diferentes fatorizagbes (como, neste exemplo,
particula 1 e particula 2 por um lado, e centro de massa e movimento relativo por outro) sejam
‘igualmente possiveis’ de um ponto de vista puramente tedrico, elas podem ser muito distintas em
termos, digamos, ‘experimentais’. No caso presente, medidas feitas sobre o elétron ou sobre o préton
do dtomo de hidrogénio (por exemplo, envolvendo as respectivas e distintas cargas elétricas) envol-
vem procedimentos distintos que observagoes feitas sobre o centro de massa ou sobre o movimento
relativo.

B) Estados estaciondrios de um sistema de dois spins.
Bases em H;, i = 1,2: {|m;)}, m; = :t%. A base correspondente para o produto tensorial Hi ® Ha
tem quatro vetores, {|m1) ® |m2)} = {|m1ma2)}, com as propriedades®

(égl) & i2> ‘m1m2> = hm1\m1m2), (11 X 322)) |m1m2> = hm2|m1m2>.
Um hamiltoniano no espago produto:
o 1) 2 (1, 0i®) 4 I (s . @
H—%<sz ®12>+%(11®sz)+?(s -8 ) (1)

Este hamiltoniano é relevante e.g. para um tratamento do efeito Zeeman da estrutura hiperfina do
estado ligado 1s do dtomo de hidrogénio; neste caso os termos contendo by e by descrevem a interacao

®Spins % tém espacos de fase bi-dimensionais e correspondem exatamente ao que se chama de g-bits (ou bits quanticos)
no contesto da informagao quantica, exceto apenas questoes dimensionais que levam & omissao de fatores i nos operadores
relevantes. Outra diferenga ocasional é o uso de 0 e 1 para rotular autovetores, em vez de :I:%, 0 que corresponde a usar
os autovalores de % + %z como rétulos. Tudo o que se diz neste exemplo e no seguinte, portanto, se aplica integralmente
a ‘sistemas de dois g-bits’.



dos momentos magnéticos associados aos dois spins com um campo magnético externo na diregao z e
o termo contendo g descreve a interagao mutua dos dois momentos magnéticos. Como

51 .52 = s @ @ 4 % (sﬁ) ®s?+sPg sf)) , Sg) = s{0) iz’s;j), =12,

b1 + b
2

3 g
L+l = (i + 4> PR

e esses dois estados (ndo emaranhados) sao estaciondrios. Por outro lado,

A bi—by g g
BebTh = (222 + D v b+ dri e d

e neste caso os estados estacionédrios devem ser obtidos diagonalizando a matriz

G- G-HAAN Y 1kt g
G- D -l ) T2 g hitbto/2

o que leva a dois outros estados estacionédrios emaranhados (mutuamente ortogonais)

1
2

24(b1—b2)2—b1+b
By = g/4+ @A (- b)/4) = Ny (|- )+ YRy

24 (b1 —b2)2+b1—b
B =g/ i+ = bat/1) = N (|- ) Y1)

onde N1 s@o os apropriados coeficientes de normalizacao.
Neste caso é possivel também construir uma nova fatorizagao do espago de fases na qual todos os
estados estaciondrios sao fatorizaveis. Para isso, abreviando a notagao para os estados estacionarios
emaranhados (na fatorizagido adotada, representada pela base produto {|mims)}) para

|Ey) =cosali — 1) +sena|-13) e |E_)=sena|j—3)—cosal-11),

constroi-se a transformagao unitéria U, que transforma os vetores da base {|mjm2)} nos autovetores
de H, que nessa mesma base se escreve como a matriz 4 x 4

1 0 0 0
0 — 0 cosa sena O
“ | 0 sena —cosa 0
0 0 0 1
Para construir essa matriz foi adotado o ordenamento {|33),|2 —1),|—31),|-2 — 1)} da base

{Imim2)}, e ela é tal que (por exemplo) |E,) = U, |3 — 3), etc. Note que as colunas de U, sao os
coeficientes de expansao dos estados estacionarios nessa base. Com essa transformagao define-se os
operadores

0 =7, (sw ® 12) Ut 8@ =7, (11 ® s<2>) U

As componentes de (1) e as de 33 satisfazem as mesmas relagoes de comutagao que as compo-
nentes de §() ® 15 e as de 17 ® §®) respectivamente, além de as componentes de 3() comutarem



com as de 3@, Os operadores 29) e 222) podem portanto ser usados como um conjunto completo
alternativo de observaveis compativeis no espaco produto que permite implementar uma fatorizagao
alternativa desse espago

H1 Q@ Ho = He) @ Heo) -

Diferentemente da situacao encontrada no caso do dtomo de hidrogénio, porém, esses operadores
nao comutam com §,(zl) ®l,el; ® §§2), 0 que tem como consequéncia o fato de que seus autovetores
sao distintos dos {|mims)}, embora com os mesmos autovalores. De fato, os dois conjuntos de
autovetores se relacionam através da transformacao unitaria Uy. A fatorizagao alternativa do
espaco de fases do sistema composto pelos dois spins é implementada em termos dos autovetores
comuns de 29) e 29), {|m1ma)x}, interpretados como uma base produto alternativa. Em temos
da nova fatorizacio do espaco de fases os autovetores de H adquirem a forma fatorizada, e em
particular

Er)=l5-3%)s e [|E-)=|-33)s,

onde [mima)s sdo autovetores simultaneos de 22” e 29. Embora semelhante ao que ocorreu no
caso das variaveis de cento de massa e relativas no caso do atomo de hidrogénio, é preciso notar
diferengas importantes: 1) enquanto no caso do dtomo de hidrogénio as duas fatorizagdes do espago
de fase do sistema composto foram definidas sem qualquer referéncia aos estados estacionarios do
hamiltoniano, aqui foi feito uso explicito desses estados na construcao da transformacgao unitéria
Ua, que depende, em particular, dos valores assumidos pelos parametros do hamiltoniano; e 2)
devido & nao comutatividade dos ‘novos spins’ ES) e 222) com §21) ® 12 e 11 ® §£2), esses objetos
sao na realidade bastante exdticos (por exemplo, em termos de sua observagao) em confronto com
os spins ‘naturais’ §1) e §(2).

C) Emaranhamento dinadmico de dois spins.

A evolucdo temporal do estado inicial ndo emaranhado ]% — %) sob acao do hamiltoniano H do
exemplo anterior é facilmente obtida de forma explicita usando sua expansao em termos dos autovetores
de H (estados estacionérios):

t=0) = |3—1)=cosalBEy)+sena|E_);

[t) = e_%m| -4 = e~ wE-t (cosa e_%(E+_E*)t\E+) + sena]E,>>

N[

1 (g, i,
= e nb-t {(COSQCV e~ n(Br—E)t 4 sen2a) 12— 1) +senacosa (e R (Bv—BE-)t _ 1) |—%%)} :

Esse estado dependente de ¢ é solucdo da equacdo de Schrodinger H|t) = ihd|t)/dt com a condicio
inicial |t = 0). Para um valor geral de «a ele é claramente um estado emaranhado exceto para os
valores de ¢ tais que (E+ — E_)t/h = 2nm, nos quais ele volta (a menos de uma fase global irrelevante)
ao estado inicial. E fécil ver que esse emaranhamento pulsante depende crucialmente do termo de
acoplamento dos dois spins, g (é(l) . é(Q)). De fato, para ¢ — 0, & — 7/2 e o estado inicial se torna
estaciondrio.

Por outro lado, para by = by (com g # 0) resulta a = 7/4, e o estado inicial se torna fatorizavel
tambem nos tempos tais que (F; — E_)t/h = (2n+ 1)7. Nesses tempos, sempre a menos de uma fase
global, o estado inicial |& — 3) se reduz a [—33).
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2. - Quantificagao do emaranhamento em estados puros.

No tdltimo exemplo, embora o estado que descreve o sistema de dois spins seja ja um estado
emaranhado mesmo para tempos arbitrariamente curtos (o que significa, mais especificamente, para
(Ey — E_)t/h < 1), é de se supor, em vista da evolucdo unitaria continua do estado inicial nao
emaranhado com o tempo, que ele seja ainda em algum sentido ‘menos emaranhado’ que em tempos
um pouco maijores. Neste exemplo particular, o estado pode ser escrito em qualquer tempo como
combinacao linear de dois estados fatorizaveis ortogonais. Uma possivel medida de emaranhamento
poderia ser pensada em termos da probabilidade relativa dos dois estados ortogonais fatorizados:
quando um deles for muito mais provével que o outro (em termos das regras da M.Q.) o emara-
nhamento seria ‘menor’ que quando as duas probabilidades forem compardveis, pois ele seria ainda
‘aproximadamente fatorizavel’, a custa de ignorar a componente de probabilidade muito menor. O
objetivo aqui serd introduzir uma medida geral da ‘quantidade de emaranhamento’ em um estado
de um sistema composto de duas partes (usualmente chamado ‘bipartido’, ou mesmo ‘bitartite’(!)).
Como a fatorabilidade ou nao fatorabilidade depende de uma particular escolha das partes em que o
sistema é dividido, esta medida se refere sempre a uma biparticao determinada a priori, por exemplo
através de critérios ‘fisicos’, ou ‘experimentais’, e implementada em termos de uma base fatorizada no
espaco de fase do sistema composto.

2.1 Matrizes densidade e subsistemas.

Quando o estado |¢)) € H = H; ® Ha de um sistema composto nao é emaranhado, isto €, ) =
|¢(1)) & |¢(2)>, com |¢(i)> € H;, i = 1,2, o estado de cada um dos dois subsistemas pode ser por sua
vez descrito pelos vetores de estado |¢(i)) nos seus respectivos espagos de fase. Esse tipo de descricao
torna-se no entanto impossivel quando o estado do sistema composto é emaranhado. Uma descricao
alternativa pode ser formulada em termos de operadores (ou matrizes) densidade:

1) Se |[¢) € H (emaranhado ou nao)

) o= 10001

Usualmente o denominador é omitido com a suposi¢ao de que o estado |¢) é normalizado.

2) O valor médio em py de uma varidvel dindmica qualquer A = A; ® 15 do subsistema 1, </1>¢ =
Tr(flﬁw pode ser explicitado em termos da base produto {|m(Mn()}:

TI(A%) — Z<m(1)”(2)|fiﬁw|m(l)”(2)> — Z Z <m(1)n(2)|fl|m/(1)n/(2)>(m/(l)n/@)|ﬁ¢]m(1)n(2)> -

= 33 mA M D)5 (DD D)) =
= > mW A D) Y (m W@ py [m @) = 37 <m(1)\fhlm’(l))(m’(l)Iﬁfpl)\m(l)) -

= (A,

onde Tr; indica o trago no espago de fase H;. O valor médio de qualquer varidvel dinamica do primeiro
subsistema pode portanto ser obtido a partir da matriz
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<m/(1)‘ﬁ$),m(1)> =" (m' W@y [mVn?)

n

que é obtida da matriz densidade completa (m/Mn/?)|5,|mMn?) através de um traco parcial tomado
sobre os indices de Ho. Esse traco parcial é uma matriz que estd associada a um operador densidade
ﬁg) no espago de fase H;. Ele desempenha portanto para o subsistema 1 o mesmo papel que o
operador densidade p, desempenha para o sistema completo, e nesse sentido descreve o estado desse
subsistema. E claro que o mesmo célculo pode ser feito para uma varidvel dinamica B=1,® B, do

segundo subsistema, com resultado andlogo ao anterior

Te(Bpy) =Tra (Bop)  com (0@ |52 |n®) = 3 m W@ oy mVn).

m

(2)

e o operador densidade reduzido ﬁw , obtido como um traco parcial tomado sobre os indices referentes
ao primeiro subsistema, descreve no mesmo sentido o estado do segundo subsistema. Notacao para as
operagoes de traco parcial para a obtencao das densidades reduzidas explicitadas acima:
(1 . (2 .
Py = Toa(py), A = Tri(py).

Essa notagao se justifica por serem esses tragos independentes das particulares bases de H; e Ha (e
portanto da particular base produto) utilizadas para uma representagao matricial explicita.

3) As matrizes densidade reduzidas (ou, equivalentemente os operadores densidade reduzidos) tém
uma série de propriedades em comum com os operadores densidade completos p, e, em geral, uma
diferenca importante. As propriedades comuns sao

e hermiticidade (portanto autovalores reais):
(n’(j)|ﬁg)|n(j)> _ (n(j)|ﬁg)|n’(j)>* ot ﬁfj; _ ﬁ(])T
e traco 1:

Try () = Tra(5)) = 1.

Isso resulta do fato de que o resultado desses tragos é simplesmente o trago completo do operador
densidade p,. Por outro lado, a diferenca importante é:

A1), 5(2)

& As densidades reduzidas Py € Py, €m geral ndo sao operadores idempotentes, i.e., em geral

ﬁfj) #* (ﬁg))Q, j = 1,2. Para mostrar isso é suficiente um exemplo simples. O operador densidade
correspondente ao estado de dois spins obtido anteriormente

|Ey) = cosa!% — %> —&—sena]—%%) — P, = |E1)(Ey]

leva aos operadores densidade reduzidos

1 2
p%l = cosga\%><%| —|—sen2a|—%><—%| e p(EJ)r = Sen2a|%>(%| + cos? a|—%><—%|

que s@o autoadjuntos e tém trago 1 mas que sdo nao idempotentes para o # nw /2.
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No caso dos operadores densidade reduzidos, a propriedade de idempoténcia é substituida pela
propriedade mais fraca da ndo negatividade: os seus autovalores podem ser positivos ou nulos, mas
nao negativos. Para provar a nao negatividade basta notar que

(01165 161) = Y (610P|pglon®) =3 [(wlen@) > 0,

n

para qualquer vetor |¢1) de H1, e um resultado andlogo para ﬁEZ).

A idempoténcia garante que os autovalores possiveis sdo apenas 1 e 0, e dado que os operadores
densidade sao operadores de traco 1, garante para estes operadores que ha apenas um autovalor
diferente de zero que é entao necessariamente 1. O autovetor correspondente a esse autovalor é na
realidade o vetor de estado correspondente, i.e., |¢) para py. Os estados quanticos descritos por
operadores densidade idempotentes (e que podem também ser descritos por vetores de estado) sao
chamados estados puros. Estados que nao sao estados puros, descritos por operadores densidade nao
idempotentes, sao chamados estados mistos. Essas denominagoes se estendem aos préprios operadores
densidade, que também podem portanto ser puros ou mistos.

2.2 Decomposicao de Schmidt.

Um vetor de estado |1)) € H = Hi ® Hs é em geral escrito em termos de uma base produto dada
{{mMn®)} em termos de uma soma dupla, envolvendo os indices de cada um dos dois espacos fatores
respectivamente:

) = > cmnlmIn®)  com ey = (MInP[), Y Jemnl® = () = 1.

Os coeficientes ¢, dependem evidentemente da base escolhida. A chamada decomposicao de Schmidt
de um vetor de estado [1)) é na realidade uma expansao desse mesmo tipo, porém feita em termos de
uma base produto {|p(Mv(?)}, especialmente escolhida para o vetor |¢), em termos da qual C =
(W@ ) = Yulu,v, isto é, existe um emparelhamento de pares de vetores das bases especiais de H4
e Ho tal que cada um desses pares aparece uma Unica vez na expansao, que passa portanto a envolver
uma soma simples, em vez de uma soma dupla como no caso geral:

[0) =D ult@u®), Yl =1 1eWe®) =16 @ 6®), (WD) = 6,0, j=1,2.
1 1

E claro que a possibilidade geral de reduzir a expansao dupla a uma expansao simples mediante uma
escolha apropriada de bases ortonormais em Hq e Ho estd longe de ser ébvia e exige demonstragao.
Mas, admitindo por um momento essa possibilidade, é til antecipar algumas de suas consequéncias,
pois elas sugerem inclusive um caminho para a demonstracgao.

Admitindo a existéncia da decomposicao de Schmidt do vetor de estado v, os operadores densidade
reduzidos obtidos de py, podem ser escritos sob a forma

~(1 ~(2
ALY =3 Py ) e 5P =S @) (@),
H H

Da suposta ortonormalidade (nos respectivos H,;) dos vetores |11(9)), resulta entdo que a) esses vetores
sao autovetores dos operadores densidade reduzidos pg) respectivamente; b) os autovalores correspon-
dentes sdo |y,|%; e ainda c) os dois operadores densidade reduzidos tém os mesmos autovalores nio
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nulos. Essas propriedades previstas sugerem um procedimento para construir explicitamente a base
produto envolvida na decomposicao de Schmidt a partir do operador densidade py e dessa forma
demonstrar sua existéncia. O primeiro passo é obter os autovetores e autovalores de um dos dois
operadores densidade reduzidos. Caso um ou os dois espagos de fase de cada um dos subsistemas H;,
7,1, 2, tenham dimensao finita, é conveniente tomar o operador densidade reduzido que atua no espaco
de menor dimensao. Seja esse espaco Hi. Devido as propriedades gerais dos operadores densidade
reduzidos (operadores auto-adjuntos nao negativos de traco 1), o espectro é puramente discreto, com
autovalores reais, aos quais é sempre possivel associar um conjunto ortonormal de autovetores:

PO =pule™), (WD) =6, Y= (5)) = 1.
i

Isso jé fornece o que deve ser uma das bases envolvidas na base produto de Schmidt. A base apropriada
em Hy (cuja dimensao, pelo que foi suposto, é igual ou maior que a de H;) pode ser obtida por meio
de uma aplicagdo Sy, que leva vetores de H; em vetores de Ha, definida por meio do estado [¢)) do
sistema composto. Essa aplicacdo pode ser escrita em termos de uma base qualquer {|n(?)} de H
como

1) € #a; Sulu) = 3 In @) uDn®l) = 72) € Hy.

A aplicacao Sy, pode ser vista na realidade como um ‘produto escalar parcial’ de vetores de H;
com o vetor 1)) € Hy ® Hp. Nao é dificil agora verificar que os vetores |i(?)) € Hs, obtidos dessa
forma a partir dos autovetores |u(1)) € H; de [’}S ), sao autovetores de [)Sf ) com autovalores iguais aos

autovalores dos |u(1)) correspondentes, isto é ﬁg)\ﬂ(2)> = pu|i?). De fato, escrevendo o operador

(2)

reduzido p,,” em termos da base produto constituida pelos vetores |1 @ |n?), onde os vetores (D)

- . . (2
sao os autovetores normalizados e ortogonais de pfl} ),

PPIE) = 3 @) [ S O @l n®) | (D) =

w

= > [P OnPy) (Z(u“)n@)|w><wlu’(”n(2)>> =

! n

= > WO p b, = puli®).
wn

(1) (2)

Desse modo, todos os autovetores de Py, S80 levados por Sy a autovetores de Py, €OM 0S Mesmos

autovalores. Mas a soma dos autovalores é 1 pela condicao sobre o traco de ;31(;), e portanto se a

dimensao do espaco Ha é maior que a do espago H1, tendo em conta a propriedade de nao negatividade,
os autovetores restantes de [)g ) (que portanto nao podem ser obtidos a partir de autovetores de ﬁl(/)l ))
tém autovalor zero.

Os autovetores |ji(?)) obtidos através de S, de autovetores ortonormais |u(!)) sdo ortogonais mas

nao normalizados. De fato

(ONED) = S @l On@ ) D) = O 1) = pu b

n
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donde segue que (/@) = §,, com |u?) = ). Por outro lado, o vetor [¢) pode ser

o
Pp
expandido como

) = 1 On) (On®l) = 3 1) @ 1) = 3 o (1) © 1))
Hsn B

I

que é a decomposicao de Schmidt desse vetor, com 7, = ,/p,. A realidade desses coeficientes de

expansdo se deve ao fato de que as fases necessarias foram incorporadas aos vetores |u(M) e [pu(?))

. A(2) -
pelo processo de sua construcao envolvendo Sy. Note que autovetores de Py, com autovalor nulo nao
participam na decomposi¢ao de Schmidst.

O valor médio de um obsevavel 1211 do subsistema 1 em termos da base de Schmidt é
(Ar) = Tr (Aipr) = D [yl (00 Ar [u ™),
m

que é uma soma (incoerente) de valores médios nos autovetores de p; ponderada com os respectivos
autovalores (cuja soma é 1). Um resultado correspondente vale para o subsistema 2. O carater incoe-
rente da soma significa que, de um ponto de vista restrito a um dos dois subsistemas, nao havera efeitos
de interferéncia quantica envolvendo autovetores distintos da densidade reduzida correspondente. Os
pesos p, = |yu|? sdo valores médios dos projetores [u))(u)| e portanto sdo interpretéveis como
probabilidades dos estados mutuamente incoerentes no subsistema considerado, dado que o estado
do sistema como um todo seja descrito pelo vetor |¢)) ou, equivalentemente, pelo operador densidade
idempotente py,.

2.3 Nao idempoténcia e medidas entrépicas de emaranhamento.

A decomposi¢ao de Schmidt mostra claramente que se o operador densidade reduzido para o
2
primeiro subsistema ﬁf; )6 idempotente, isto é, ;31(1}1) = (ﬁfl})) , entao ele tem apenas um autovalor nao

. . . (2
nulo e igual a 1, e 0 mesmo vale para o operador reduzido para o segundo subsistema, pl(p ). Nesse caso

a decomposicao do vetor de estado para o sistema composto tem um tunico termo fatorizado e esse
vetor nao é emaranhado:

W) = |uP =1) @ [u® =1).

Por outro lado, se |¢) é fatorizavel, entao claramente os operadores reduzidos ﬁ(j ) sdo idempotentes.
A idempoténcia dos operadores densidade reduzidos é portanto equivalente a fatorabilidade de [¢), e
consequentemente a sua nao idempoténcia sinaliza o emaranhamento do vetor de estado:

. N2
ﬁfﬂ) ” ([31(5)) < |¢) emaranhado.

Medidas do ‘grau de emaranhamento’ dos dois subsistemas quando o estado do sistema composto
é descrito por |¢) podem, desse modo, ser definidas em termos de medidas do ‘grau de nao idem-
poténcia’ dos operadores densidade reduzidos. E conveniente que essas medidas sejam independentes
da particular base em que os operadores reduzidos sejam representados, o que pode ser conseguido
utilizando tragos. Medidas frequentemente utilizadas:

1. Entropia de von Neumann:
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S[ﬁfj)] =-Tr [ﬁfﬁ) log; /’Lfi)} == Zpu logy py 2 0.
Iz
2. Entropia linear:
sy =[] -1 [ (69)] = 1- Tk 0
1
3. Entropia “2-Rényi”:

a0 = 1o (12| (1] = - 1sa () 20

Nessas expressoes log, indica logaritmos na base 2. A escolha dessa base é algo arbitraria no sentido
que diferentes bases correspondem essencialmente a diferentes escalas. A entropia de von Neumann
com logaritmo na base 2 pode ser vista como expressa em ‘bits’.

O valor de cada uma dessas medidas nao depende do subsistema j considerado por envolverem
unicamente os autovalores p,, e pelo fato de que os dois operadores reduzidos tém os mesmos autovalores
nao nulos.

As entropias S; e S sdo casos particulares (para a = 2) de duas familias de entropias dependentes
de um paramentro o« > 0, a saber

SO = o (o [@)]) e s = s (e [(#)])

Essas entropias sao chamadas respectivamente entropia de Tsallis e entropia de Rényi, e se reduzem
(ambas) & entropia de von Neumann para o = 1. A entropia linear seria mais especificamente a
entropia “2-Tsallis” (i.e., para o = 2). Diferentes escolhas podem ser pensadas como diferentes
‘escalas’ para a quantificagdo do emaranhamento. Uma ilustracao da diferenca entre escalas pode
ser encontrada no exemplo A) abaixo.

As entropias de von Neumann S e de 2-Rényi Sy sdo aditivas, isto é

s[pM @ p®] =s[M] +5 (],

onde os pU) sdao operadores densidade quaisquer, valendo uma relacio idéntica também para Sg.
Todas as entropias de Tsallis com « # 1 sao porém nao aditivas. No caso da entropia linear, de
fato, é imediato verificar que

S [ﬁu) ®ﬁ<2>} -5, {,3(1)} 15, {,;(2)} — 8 {[)(1)} S {,3(2)} ,

Propriedades comuns as trés medidas: 1) O valor minimo (zero) é atingido para densidades redu-
zidas idempotentes, e portanto indica auséncia de emaranhamento.

2) O valor méximo corresponde a autovalores (probabilidades) p, iguais entre si (ou independentes
de p), tendo em conta a condigao sobre o trago, ou seja Tr (ﬁ(j)) = >, pu = 1. Isso corresponde a
subsistemas descritos por operadores densidade maximamente incoerentes e a estados maximamente
emaranhados do sistema composto. Se o espaco de fase de menor dimensao tem dimensao finita N,
entdo para p, = 1/N
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sl =log N, spepl= Nl e sl = log N
Para N — oo apenas a entropia linear permanece limitada.
Para a matriz densidade idempotente que descreve o estado do sistema composto como um todo,
é claro que as entropias se anulam. Portanto, para tais estados do sistema composto, e para qualquer
das opgoes de definicao da entropia, S[p,] =0 < S [ﬁfj)}, sendo que a igualdade vale se e somente se o
estado do sistema composto nao for emaranhado.

Exemplos: A) Emaranhamento dindmico de dois spins. Neste caso (cf. pag. 10) as densidades
reduzidas sao diagonais para qualquer valor de ¢, N = 2 e os autovalores de py) (por exemplo) sao

pi(t) = |cos®a e ™ +sen®al? = cos* a + sena + 2sen’a cos?
p2(t) = sen’a cos’a le”

o cos wt,
wt _ 112 = 2sen’a cos? a1 — coswt).

E claro que p; (t) + p2(t) = 1 para qualquer t e que p1(2nw) = 1, p2(2n7) = 0 (auséncia de emaranha-
mento para estes tempos). As trés entropias podem ser calculadas facilmente como fungoes de ¢, com
resultados como os mostrados na fig. 1.

Ent r opi as a=7/10 Ent r opi as a=r/8
— 1
SN 7 A
0.8 g ‘s SO R ,,/ N
4 \ 0.8 ! v
,'/ \\\ '/ N
,/ N ./ \
0.6 S/ W 0.6 )/ N\
s N J/ \\
o4 / N 0.4 ! X
oo SV N 7 R
oy ‘\\ 0.2 /// \
./ N / .
Z DN z Nt
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6
Ent r opi as a=r/6 Ent r opi as a=n/4
1 1
7 N 74 f/ \
78RN 77N i) /N
0.8 g NSl ) 0.8 [ \ 7 \
4 - ) /B g
' - v ! ! ll \\
0.6 / W 0.6 i v / / W
l \' ! \! . v,
i . !/ ' i A
0.4 ’l/ \\\ 0.4 ll/ \{‘ y \\‘
v \ y W/ )
0.2t [v N 0.2 ,/’/ \ i/ v
)/ \ 7 \WA \
a wt A wt
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Figura 1: Entropias (S: linha cheia; 25;: linha pontilhada; Sg: linha tracejada) como fungdes de wt para alguns valores
do dngulo a (indicados na figura). Para este caso N = 2, 8™ = SE* =log,2 = 1 e ST = 0.5 (257"** = 1). Para
a = 7/4 o estado inicialmente fatorizdvel do sistema de dois spins volta a ser fatorizdvel (entropias nulas) para wt = T,
v. pag. 10.

17



Caracteristicas presentes neste exemplo que sao de validade geral: 1) A evolugao wunitdria do
estado do sistema composto (autonomo) com o tempo induz uma evolugao das densidades reduzidas
(que descrevem o estado de cada um dos subsistemas) na qual os respectivos autovalores variam com o
tempo, embora preservando as condi¢oes gerais de nao negatividade e de normalizagao do trago. Isso
significa que a lei efetiva de evolu¢ao com o tempo das densidades reduzidas (induzida pela evolugao
unitdria do sistema composto como um todo) é em geral de natureza ndo unitdria, embora dotada
de propriedades suficientes para a preservacao da nao negatividade e normalizacao do trago; 2) a
nao unitariedade assim caracterizada provém dos termos do hamiltoniano que representam interacoes
capazes de induzir emaranhamento entre os subsistemas.

B) Estados maximamente emaranhados de dois spins. E possivel escrever quatro estados de
dois spins que sdo maximamente emaranhados (para os quais as entropias assumem o valor maximo):

)

). (2)

1 1
Bl:i(qu_;_;), 32:7(1_1+_
By = (30 +1=5-8).  1B)= (5D +]
1 1
33:7(;_;__;1> o 34:7<11__;_
By =5 (-5 -1-38). e 1B) = 5 (155 - 13
Estes quatro estados, chamados estados de Bell, sdo ortonormais e constituem portanto uma base
(maximamente emaranhada) para o sistema de dois spins. Eles tém a propriedade notdvel de que é
possivel transformar qualquer um deles em qualquer outro através de uma operacdo unitaria que age

sobre um dos spins apenas, @) ® 15. De fato, em termos de o) = 25(1)/h

N[ —
I

D=

(&él) ® 12) |B1) = |Bu), (6%1) ® 12) |B1) = |B2), (i&gl) ® 12) |B3) = |Bag), etc.

Os estados de Bell se relacionam com os vetores da base produto |mjmsg) por uma transformagao
unitdria Up cujas colunas (na base produto |mims), ordenada como na pag. 9) sdo os vetores |B,,):

1 0 0 1
1 01 1 0
1 0 0 -1

Essa matriz leva os vetores da base produto aos estados de Bell como escritos acima, por exemplo
Ugl3i) = |By). E claro que outros ordenamentos ou fases sio possiveis, levando a matrizes unitarias
analogas. Também neste caso, como feito na pag. 9, é possivel usar a transformacao unitaria Up
para definir novos spins em termos dos quais os estados de Bell aparecem de forma fatorada. De
fato, definindo

0 = 7y (g(l) ® 12) U5t o $@ = U, (11 ® é(m) Uyt
resulta
(Bu|SW|B,) = (mimh|U5'SOUgImima) = (mymb|30 @ 1almima) = hmadumgm, Oy, =
= hmlann’

® de modo que |B1) = |34)s, etc. Portanto os estados de Bell
1 . @
2 e Xy

e um resultado anilogo para by

sdao autovetores comuns de 3 com autovalores +#/2, e constituem uma base produto
{Im1ma)x} em uma nova fatorizagao do espaco de dois spins, Hx, ® Hy,.
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O particular ordenamento adotado acima para a base de Bell e para a base produto {|mim2)}
leva ainda ao resultado de que os estados desta base sao por sua vez estados de Bell quando expressos
em termos da base produto {|mimsz)x}. Por exemplo,

45 = (B +1B) = 5 (3h)s+ -5 - D)x),  ete

Essa reciprocidade, no entanto, pode ser destruida por um simples reordenamento de uma das duas
bases na construcao da transformacao unitaria Ug.

C) Entropia linear para o eléctron no dtomo de hidrogénio. O modelo simples do atomo de
hidrogénio como um sistema ligado de dois corpos em seu estado interno fundamental é um caso de
um sistema emaranhado em que os espacos H; e Ha tém dimensao infinita, mas no qual, com algum
trabalho é possivel calcular elementarmente a matriz densidade reduzida para uma das particulas, por
exemplo, para o eléctron, tratado como particula 1. Além disso, tratando-se de um sistema composto
cujo espectro é continuo, é preciso pelo menos tomar certos cuidados com a questoes de normalizagao.
A providéncia mais simples (adotada aqui) é usar condigoes de contorno periédicas em um volume €
para a funcao de onda do centro de massa, supondo {2 suficientemente grande para dispensar outras
providéncias com relagao ao movimento relativo[l]. O resultado assim obtido para a matriz densidade
reduzida é

1 (r1—rf)

(1) , _ / e M1+m2 /d 7% (Jr1— r2\+|r17r2\)
P (ry, 1) )(YE|rirs) = Qral 2 ¢
vy —r] |
= —_e m1+m2K (r1—ry) ==+ ; Notar que Tr [ﬁ(l)} = / dry /3(1)(1‘1,1‘1) =1
Q

Esse resultado depende apenas da diferenca ry — r] e é portanto invariante por translagoes, mas
por outro lado depende explicitamente do volume de quantizacao ). Essa dependéncia desaparece
na calculo do traco da densidade reduzida, mas a entropia linear envolve o trago do quadrado da
densidade reduzida, ou seja

3

N2 . . ma,
| (pV) ] = / dry / dr’ p (ry, 17)pM (v, 1) = =22,
Q Q Q

que agora depende do volume de quantizagao e decresce a zero quando §2 — oo, indicando que a
entropia linear tende ao seu valor maximo nesse limite. Como pode ser verificado explicitamente,
ondas planas e¥1'T1 /Q) sdo autofuncdes da densidade reduzida (isto é uma consequéncia direta da
invarianga translacional apenas), com autovalores dados por

3
8mag

~(1) _
pK:O(kl) - Q(l + a%k%)2

no caso K = 0. O efeito de K # 0 se reduz a uma translacao k; — k; — m1+m2K 0O tra(;o (=1)

da densidade reduzida é também obtido somando esta expressao sobre k; (ou calculando W [ dky),
etc.
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3. Realidade do emaranhamento.

O que precede coincide nos pontos essenciais com o cenario para o emaranhamento quantico tal
como exposto por Schrodinger imediatamente apds a publicaggo do famoso trabalho de Einstein,
Podolski e Rosen[2] em 1935. Na época, Schrodinger escreveu ainda:

Indubitably the situation described here is, in present quantum mechanics, a necessary
and indispensable feature. The question arises whether it is so in Nature too. I am not
satisfied about there being sufficient experimental evidence for that[3],(1936).

A evidéncia experimental de que as coisas sao de fato assim também na natureza aumentou enorme-
mente desde entao, em particular vindo a associar as correlacoes quanticas entre subsistemas associadas
ao emaranhamento quantico a violacao (experimentalmente testével) de limites que seriam impostos,
grosseiramente falando, pela sua auséncia (‘desigualdades de Bell’). Ao mesmo tempo, a percepgao
de potenciais usos do emaranhamento como ‘recurso’ para transmissao, protecao e processamento de
informacao levou a uma expansao consideravel do cendrio original, embora o terreno novo tenha se
revelado muito méis arduo e traicoeiro que o esperado, inclusive em termos puramente teéricos. Os
problemas praticos em implementar tais usos, por outro lado, sao atribuidos também a processos de
emaranhamento, espurios e indesejaveis no contexto das aplicagoes, mas alcados a situacao de se-
rem eventualmente capazes de dar conta da aparéncia tao predominantemente ‘classica’ do mundo
macroscopico (‘decoeréncia’).

3.1 O argumento EPR e a sua variante segundo Bohm.

O objetivo do argumento de EPR|[2] é fundamentar a idéia de que a MQ é uma teoria pelo menos
‘incompleta’. Para isso, cuidado especial é dedicado a uma especificagao precisa do que seja uma teoria
‘completa’; apds o que é dado um argumento (envolvendo um sistema ideal) mostrando que a MQ nao
pode ser declarada completa. E é nesse argumento que coloca pela primeira vez, embora sem mengao
explicita, a questdo do emaranhamento e de suas consequéncias. A explicitacdo e a denominacao do
emaranhamento de fato sdo devidas & elaboragao feita por Schrédinger do trabalho de EPR[3].

DEFINIGOES: 1. Elemento de realidade (caracterizagao suficiente): “Se, sem perturbar de qualquer
forma o sistema, podemos predizer com certeza (i.e. com probabilidade 1) o valor de uma quantidade
fisica, entao existe um elemento de realidade fisica correspondente a essa quantidade fisica.”

2. Teoria completa: Uma teoria é completa quando ela contém previsdes para todos os elementos
de realidade.

HIPOTESE CRUCIAL: nao ha acao & distancia na natureza, isto é, nao pode haver influéncia mutua
entre partes separadas espacialmente.

SISTEMA: duas particulas separadas espacialmente cujo estado conjunto é preparado de forma que
P = p; + P2 e @ = Q1 — Q2 tenham valores bem definidos 0 e a respectivamente (isso é possivel devido
a compatibilidade dessas duas varidveis dinamicas).

O fato de que as varidveis dindmicas usadas por EPR tém espectro puramente continuo faz
com que a ‘funcao de onda’ que descreve o estado quantico considerado seja de fato um objeto
extremamente singular, fato ao qual nao é no entanto dada maior importancia no trabalho. Alter-
nativamente ao tratamento apresentado 14, o confinamento gaussiano da posigao relativa q ao valor
a com momento total zero corresponde a fungao de onda
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P ( ) ! : a <r1—r22—a>2 (3)
= —_— 2b
EPR\T1,T2 27rﬁb € ,

que ¢ translacionalmente invariante e claramente ndo fatorizdvel. A condigdo de momento total
zero corresponde a nao dependéncia da varidavel conjugada, que é a posicao do centro de massa
R = (r; + r3)/2 (supondo massas iguais), levando & invarianca translacional da fungdo de onda
Yepr. O seu fator de normalizacao inclui um fator (2#)’% correspondente a uma onda plana do
centro de massa com momento total zero, normalizada a la Dirac em termos de vetores de onda
k = p/h. A situagao considerada por EPR corresponde ainda ao limite b — 0 dessa fungao de onda,

1
o que leva essencialmente a algo que pode ser representado simbolicamente por [6(r; — ry — a)]2.
Essa notagao significa simplesmente que a densidade de probabilidade para a variavel relativa
q =r; — o estd concentrada no ponto q = a como §(q — a).

ARGUMENTO: a) Uma possivel medida da posi¢ao q, r1, determina a posi¢ao ¢z comores =r; —a
sem que a segunda particula seja afetada de qualquer forma (por estar espacialmente separada da
primeira). Portanto, segundo o critério suficiente acima, a posigdo da segunda particula corresponde
a um elemento de realidade.

b) Uma possivel medida do momento p1, p1, determina o valor de ps, p2 = —p1, também sem que
a segunda particula seja afetada de qualquer forma, e portanto corresponde também a um elemento
de realidade.

¢) A posigao e o momento da particula 2 correspondem a observaveis que nao comutam, e portanto
a funcao de onda nao pode conter informagao sobre os valores de ps e 42 que, no entanto, correspondem
a elementos de realidade. Portanto a MQ nao é completa.

No trabalho de EPR é observado ainda que poder-se-ia objetar que duas quantidades fisicas deve-
riam ser consideradas simultaneamente elementos de realidade “apenas quando elas pudessem ser me-
didas ou preditas simultaneamente”. Como néo é possivel medir simultaneamente q; e p1, a predicao
simultanea de qs e p2 é por sua vez impossivel. Essa objecao é no entanto rejeitada observando que

[this] makes the reality of [p2] and [q2] dependent upon the process of measurement carried
out on the first system, which does not disturb the second system in any way. No reasonable
definition of reality could be expected to permit this.

Desse modo, a posicao adotada por EPR é claramente a de que a realidade de ps e qo decorre
apenas da possibilidade, em principio, de poder conduzir um owu outro procedimento, nenhum dos quais
perturba a segunda particula de qualquer modo (cf. a discussao desse ponto em Clauser e Shimony[4]).
Bohr[5] de certa forma se apoiou neste ponto em sua refutacao da conclusdao de EPR. Admitindo a
impossibilidade de acao a distancia, Bohr diz no entanto que “existe a questao de uma influéncia sobre
as proprias condicoes que definem os tipos possiveis de predigoes acerca do comportamento futuro do
sistema”.

O ingrediente crucial da contribuicao de Bell a questao da validade ou nao do argumento de EPR
consistiu em recoloca-la em um contexto quantitativo accessivel a experiéncia. Isso foi feito nao em
termos de sistemas com observaveis de espectro continuo, mas envolvendo variaveis dinamicas discretas
muito mais simples (spins) na variante do argumento usada por Bohm em seu texto de MQ. Nessa
versao, o estado (3) é substituido pelo estado |Bs) de Bell (v. eq. (2))

B2 = == (15= 5 - 1-43)
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que é um estado puro maximamente emaranhado dos dois spins® no qual o valor do observavel (81 -
u) ® 1y é maximamente indefinido (probabilidade 1/2 para cada um dos dois valores possiveis), mas
no qual a medida do valor fim; desse observavel determina completamente o valor de 1; ® (82-v) como
hmeo = —hmj1, qualquer que seja a direcao escolhida para o vetor unitario u. De fato, para quaisquer
duas direcoes u e v é facil verificar que

2

(B3| [(81-u) ® (82 - v)] | B3) = —hzu v ou (Bs|[(61-u)®(62-V)]|Bs)=-u-v (4)

com &; = 28;/h, e portanto, em particular,

(Bs|[(61-1) @ (62 u)]|Bs) = —1. (5)

Essa correlacao é andloga a do sistema de duas particulas considerado por EPR: a determinacao de
m1 (cujos valores possiveis sao £1/2) d4 imediatamente mo = —my, e em geral 1 - u e 1 - v nao
comutam para u # v.

3.2 Desigualdades de Bell e ‘realismo local’.

O ponto de vista adotado por Bell em 1964[6] consiste na suposigao de que a eventual incompleteza
da MQ poderia ser suprida pela existéncia de varidveis, necessarias para caracterizar completamente
os estados de um dado sistema, que seriam adicionais as variaveis dinamicas consideradas no contexto
dessa teoria. A explicitagdo dessas varidveis poderia entao levar a uma teoria completa no sentido de
EPR, que reproduzisse a informagao accessivel através da M(@Q quando fossem tomadas médias sobre
as varidveis adicionais, com pesos determinados pela especificacao completa dos estados.

O resultado obtido mostra incompatibilidade quantitativa, e portanto em principio suscetivel a tes-
tes experimentais, entre certas previsoes estatisticas de teorias ‘completas’ com varidveis adicionais e as
previsoes correspondentes da MQ. A obtencao de tal resultado nao depende da construcao explicita de
teorias com variaveis adicionais, mas apenas de hipdteses que garantam propriedades gerais suficientes
com vistas ao critério de completeza. O seu alcance e validade estd portanto vinculado, em particular,

a tais hipéteses’.

SISTEMA: dois spins, separados espacialmente, preparados no estado maximamente emaranhado
| Bs). Esse estado é na realidade o estado de spin total zero (ou ‘singleto’) do sistema de dois spins. As
propriedades (4) e (5) refletem, em particular, a invariaga rotacional desse estado do sistema composto
de dois spins.

HIPOTESE DE ‘REALISMO LOCAL’: como o valores de &9 - u podem ser inferidos da medida de
01 -u, pode-se supor que esses valores sejam de fato pre-determinados por uma especificacao do estado
mais completa que a representacao da MQ (realismo). Tal especificagao é feita através de parametros
adicionais denotados coletivamente por A. Os observaveis sao entao

A nao normalizabilidade do estado considerado por EPR (que implica a néo finitude do trago do operador densidade
a ele associado) ndo permite a avaliagao de ‘emaranhamento méximo’ em termos das medidas entrépicas introduzidas
acima. Note, no entanto, que a correlagio (ou anti-correlagio) perfeita entre valores de observédveis dos dois subsistemas
é comum aos dois casos.

70O tratamento dado a seguir e na préxima secdo segue de perto as apresentacoes originais de Bell. Uma apresentacio
algo mais técnica e muito mais explicita e completa quanto as sutilizas matematicas envolvidas pode ser encontrada na
ref. [7].
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o1-u— Ay(N), valores de Ay(\) = £1, (6)
G2 - v — By(N), valores de By(\) = +1.

Ponto crucial (localidade): Ay(A) nao depende de v e By(A) nao depende de u, isto é, o resultado
em cada subsistema depende apenas do estado do sistema composto (através de \) e do arranjo
experimental local para cada um deles; para a medida conjunta dos dois spins

(51 ‘U® o - V) — (Aqu) ()‘) = AU()‘)BVO‘)

VALORES MEDIOS DA MQ: Se p(\) é a distribuigao das varidveis adicionais A no estado considerado
(|B3) no caso), [dAp(\) =1, e se a teoria ‘realista’ envolvendo essas varidveis mantém os resultados
estatisticos da MQ deve-se ter sempre

(Bl (61 w) ® (32 v)] | By) = —u-v = [ A\ p0) AW BY(V), ™

0 que, no entanto, Bell mostrou que ndo ¢ possivel. Nos termos propostos, esse fato implica a im-
possibilidade de uma teoria ‘realista e local’ que seja inteiramente consistente com os resultados da

MQ.
DEMONSTRAGAO DE BELL (1964)[6]: para que a integral em (7) possa se reduzir a -1 no caso
u = v é preciso que By (A) = —Ay(\) para quase todo A. Supondo isso,

(AaBo) = [\ pNANB) = = [ dh p) A ()AL (). (®)

Entao, sendo w uma terceira diregao, e tendo em conta os valores possiveis dados em (6),

(AuBy) = (AuBu) = = [ dX pO) ANV = AuN) Aw(N)] = ©)
=~ [ AP AN AN [1 = AN Aw (V).
Tomando moédulos resulta a desigualdade
(AuBy) — (AuBu)| < [ dXpA) 1= A () Aw(N)]
ou seja

[(AuBv) — (AuBw)| < 1+ (AyBw). (10)

Essa desigualdade nao ¢é satisfeita pelos valores médios dados pela MQ. Por exemplo, se u é ao longo
do eixo z, v e w est@o no plano xz e fazem angulos de 7/3 e 27/3 com o eixo z,

(AyBy) = —u-v =—1
(AuBw) — —u-w =
(AyBw) — =V -w =

| o=

1
2

o que da 1 para o lado esquerdo e 1/2 para o lado direito.
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OUTRA DESIGUALDADE. Esse resultado especifico é apenas um exemplo (que foi o primeiro) de uma
série de relagoes (que tém tipicamente a forma de desigualdades) dedutiveis de hipdteses envolvendo
teorias ‘realistas’ (no sentido de admitirem a pre-determinacao completa pelo estado do sistema dos
resultados de medidas feitas sobre suas partes) que sao violadas pela MQ. Uma outra desigualdade,
envolvendo exatamente o mesmo sistema e as mesmas hipdteses acima (eqs. (4) a (6)) foi usada por
Mermin|[8] e por Nelson[9] para exposigdes ‘completamente nao técnicas’ das peculiaridades da MQ
relacionadas ao emaranhamento:

a) A condigao de anti-correlagdo completa (5) permite em todos os casos eliminar as varidveis
B()) em favor das varidveis A(\) correspondentes & mesma dire¢ao. Desse modo, todas as correlagoes
realistas envolvendo duas diregoes diferentes de trés diregoes u, v e w podem ser obtidas considerando
apenas os valores possiveis de Ay, Ay e Aw.

b) H4 duas possibilidades distintas para esses valores que sao relevantes para os valores as cor-
relagoes de pares de direcoes distintas: os trés sao iguais ou um é diferente dos outros dois. No primeiro
caso o valor de qualquer par A;A, j,k =u, v, w, j # k é +1 e portanto A;B;, = —1. No segundo
caso A;jBy é —1 para duas das seis escolhas possiveis de j e k, e +1 nas outras quatro. Disso resulta
entao que

_1§<A]Bk>§ jak:uavvw) ]#k

1
3 )
A MQ, no entanto, pode violar essas desigualdades. Por exemplo para u, v e w no plano zz e fazendo
angulos de 0, 27/3 e 47/3 com o eixo z, caso em que (AyBy) = (AuBw) = (AvBw) = 1/2. Note que
esses valores ndo violam a desigualdade original de Bell, eq. (10).

3.3 Desigualdades mais gerais.

A limitagao mais severa das desigualdades acima provém do fato de que, na sua dedugao, é feito
uso essencial da existéncia de (anti-)correlagao perfeita entre resultados obtidos nos dois subsistemas,
que torna sua aplicabilidade bastante restrita, pois esse tipo de correlagao nao é genérica para esta-
dos emaranhados. Essa limitagao foi removida por Clauser, Horne, Shimony e Holt (CHSH)[10] em
1969, obtendo uma nova desigualdade com hipéteses menos restritivas. A hoje comumente chamada
desigualdade CHSH foi em 1971 rededuzida por Bell[11], com uma nova afinagdo para as hipdteses
envolvidas. A deducéo dada por Bell em 1971 segue passos semelhantes aos usados na deducao da
desigualdade de 1964, embora evitando a hip6tese de correlagao completa e considerando correlagoes
envolvendo ndo apenas trés, mas quatro (dois pares) de diregoes distintas, u e u’ para o primeiro
subsistema e v e v/ para o segundo. O ponto de partida envolve médias semelhantes as escritas em

(8):

(AaBy) = [ o) Au(N B (V). (11)

Segundo Bell, as quantidades Ay()\) e By()\) diferem de Ay()\) e By()\) por médias sobre “varidveis
ocultas” que permitem “indeterminismo com um certo carater local” nos sistemas de medida. Ou,
segundo a versao de Clauser s Shimony[4], permite que em algumas das oportunidades um, outro ou
os dois os sistemas de detecgao nao registrem nenhum dos dois valores possiveis 41, situacao a que é
atribuido o valor zero. Dessa forma, o que se tem é

[Au(V)] <1 e |Bu(M)] < 1, (12)
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e essas sao as relagoes que servirao de base para o restante da deducao. A equagao (10) é substituida
por

(AuBy) — (AuBy)) — / d\ p(A) [Aa(N)By(A) — Aa(N)By (V)] =

- / d\ p(\) Aa(N) By (V) [1 £ Ay (N By(N)] . (13)
Entio, devido as relacdes (12),
[(AuBy) = (AuBy)| < [ dhp(N) [1E DBy )] + [ dX o) [1 £ Aw () BL(V)]
de onde, usando (11), resulta

‘(AuBV> - <Aqu’>| <2+ [<AU’BV’> + (Au’BV>]

que é uma das formas da desigualdade buscada. Essa mesma relagao pode ser escrita da forma ‘mais
simétrica’, segundo Bell,

[(AuBy) — (AuBv)| + [(AwBy) + (Aw By)| < 2 (14)
ou ainda sob a forma de CHSH[4]

—2< <AuBV> - <Aqu’> + <Au’Bv/> + (Au/Bv> <2 (15)

Escolhas diferentes dentre as dire¢oes u, v, u’ e v/ ao escrever a relacao (13) produzem ainda outras
formas dessa desigualdade, em que o sinal negativo (uinico) aparece em qualquer das quatro fungoes
de correlacao envolvidas.

Violagao dessa desigualdade pela MQ: Escolhendo u, v, u’ e v/ no plano zz, fazendo com o
eixo z angulos respectivamente de nw/4, n = 0,1, 2, 3, resulta, para o estado singleto de dois spins,

(AaBy) = ~(AuBu) = (A Bu) = (AwBu) =~ 2.

o que da

‘(AuBV> - <Aqu/>| + ‘(Au’BV’> + <Au’BV>‘ =
= —(Aqu> + <Aqul> - <Au/Bvl> — <Au/BV> = 2\/5.

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz é possivel obter diretamente[7] o valor 2¢/2 como limite
nessa desigualdade no caso da MQ, de modo que esse estado e configuracao na realidade saturam esse
limite quantico.

Exercicio: Mostre que, tomando u’ = v/ = w e supondo (AwBw) = —1 na desigualdade acima resulta a
desigualdade (10).
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e Testes experimentais[12].

e Leggett[13], em 2003, obtém desigualdades tipo Bell para ‘formas aceitaveis’ de ‘realismo nao local’;
teste experimental realizado por Zeilinger[14], em 2007, inclui teste simultaneo de ‘realismo local’ (de-
sigualdade CHSH) e mostra violacao simultanea (i.e., nos mesmos dados) das desigualdades referentes
aos dois tipos de realismo.

4. - Sistemas compostos em estados mistos[15, 16] e o ‘ambiente’ como terceiro subsis-
tema.

O emaranhamento em um sistema composto bipartido foi tratado, até aqui, supondo que o sistema
composto como um todo se encontre em um estado quantico puro. Uma situagado em que a consideracao
de sistemas compostos em estados mistos é relevante é aquela em que esses sistemas sejam por sua
vez subsistemas de sistemas maiores e emaranhados. Na andlise precedente de sistemas compostos
bipartidos nao ha na realidade qualquer restricao sobre a natureza dos subsistemas com seus respectivos
espacos de fase quanticos. Dessa forma, é possivel considerar, por exemplo, um sistema de trés spins
sU), j =1,2,3 como um sistema bipartido, sendo {§(1),§()} o primeiro e {§(®} o segundo subsistema,
com espagos de fase de dimensoes 4 e 2 respectivamente. Neste caso, um estado puro do sistema de
trés spins pode levar a um estado misto tanto para para o primeiro como para o segundo subsistema,
0s seus respectivos estados sendo descritos por tracos parciais do operador densidade que descreve o
sistema composto como um todo. Um problema novo (e dificil!) colocado por esta situagao é como
caracterizar o emaranhamento dos dois spins §(!) e §2) que constituem o primeiro subsistema, estando
ele no estado misto que dessa forma lhe corresponde.

Outra situacdo que leva ao mesmo tipo de problema resulta do fato de que a autonomia e o
isolamento que garantem a unitariedade da dinamica de um sistema quantico qualquer, e em particular
de sistemas que possam ser vistos como sistemas quanticos bipartidos, sao tipicamente muito dificeis
de obter. Uma descricao mais realistica deveria portanto sempre levar em conta a influéncia de um
subsistema adicional, que pode ser chamado o ‘ambiente’, do qual é problematico isolar o sistema de
interésse e portanto com o qual ele estaria sempre em interacdo. Como resultado o sistema de interésse
deve em geral ser descrito por um estado quantico misto, resultante de um traco parcial tomado sobre
o espago de fase do ‘ambiente’.

Embora as duas situagoes acima sejam em principio equivalentes, é a segunda que tem sido re-
servada a denominacao ‘decoeréncia’, eventualmente tendo em vista a quase-ubiquidade de efeitos de
perda de coeréncia devido a emaranhamento com ‘ambientes’ que seriam, em particular, responsaveis
pela filtragem de comportamentos classicamente aceitaveis dentre o repertério muito mais exdtico em
principio permitido pela estrutura linear dos espacos de fase quénticos.

4.1 Emaranhamento em estados nao puros.

Um estado nao puro de um sistema bipartido pode ser caracterizado por um operador densidade
pem H =H; ® Ha. Neste caso existem varios graus de independéncia ou interdependéncia dos dois
subsistemas a serem considerados:

e Fatorabilidade de p: neste caso o operador densidade é da forma p = p1 ® p2, onde py2 sao ope-
radores densidade em 12 respectivamente. Neste caso, o estado de cada subsistema ¢ totalmente
independente do estado do outro. Valores médios de observaveis do tipo A1 ® By por sua vez fatoram
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como produtos de valores médios:

~ N

(A @ By) = Tr {(fll ® Bg) (P1® /52)} =Try [Alf)l} Try {B2ﬁ2] = (A1)(By)®.

e Separabilidade de p: neste caso o operador densidade nao é fatoravel, mas pode ser escrito sob a
forma

p= Z ® p] com p; >0, ij =1 e Agl 2 em Hi.2 respectivamente. (16)
J

A condigao de separabilidade de um operador densidade é mais fraca que a condigao de fatorabilidade.
Os oparedores densidade fatoraveis sdo tambem separdveis (com apenas um termo, p; = 1), mas em
geral os operadores separaveis nao levam a valores médios fatorizaveis. De fato, neste caso

<A1®BQ>ET1“ (A1®BQ>ZP( 1)®A( )) ZP;A (1) >(2)
J

Este tipo de nao fatorabilidade corresponde a existéncia de correlacoes entre os subsistemas, mas que
sao correlagoes ao nivel de oparadores densidade dos subsistemas, e portanto ao nivel de probabilidades.

Observagoes: 1) O emaranhamento de estados puros considerado anteriormente corresponde & nao
fatorabilidade ao nivel das amplitudes (vetores de estado), e portanto envolve correlagoes entre os
subsistemas também ao nivel de amplitudes. Desse modo, estados representados por operadores den-
sidade separdveis (e nao fatorizdveis) ndo devem ser considerados (quanticamente) emaranhados. As
correlagoes que eles apresentam, ao nivel de probabilidades, sao comumente chamadas “correlagoes
cléssicas”, o que deve ser entendido como querendo dizer que correlacbes do mesmo tipo podem
também existir em ensembles puramente cldssicos.

)

2) Na definicdo de separabilidade os operadores densidade p; ' nao sao sujeitos a quaisquer res-

trigoes adicionas as que se aplicam a operadores densidade em geral.

o Emaranhamento de p: estados nao puros descritos por operadores densidade sao emaranhados
quando tais operadores ndo sao separaveis, isto é, nado podem ser representados sob a forma (16). A
defini¢ao de emaranhamento quantico para estados mistos nao apenas é negativa, mas é também nao
operacional, no sentido de que nao ha procedimento ou critério geral conhecido que decida sobre a
separabilidade ou nao separabilidade de um operador densidade geral dado. Note que, para estados
puros (representados por oparadores densidade idempotentes), um tal critario existe: ele é o posto de
Schmidt (nimero de autovalores diferentes de zero das densidades reduzidas).

e Generalizacao imediata para sistemas multipartidos:

Fatorabilidade :  py = WepPe... opm;

Separabilidade : Ps = ij ﬁg-l) ® ﬁ§2) R...® ﬁgn), p; >0, ij =1;

J J
Emaranhamento : <= nao separabilidade.

4.2 Condigoes suficientes de nao separabilidade (emaranhamento).
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Dado um operador (ou dada uma matriz) densidade que represente um estado misto de um sistema
composto bipartido dado, existem varios critérios que podem ser efetivamente aplicados (com maior ou
menor trabalho) e que sao suficientes para afirmar a nao separabilidade do estado. Isso ndo constotui
uma solucao completa do problema de decisao sobre a separabilidade ou nao, porque tais critérios nao
sao em geral necessdrios, o que quer dizer que existem estados que nao sao separaveis mas que nao
sdo detectados pelos critérios suficientes ®. Uma forma geral de caracterizar esse tipo de critério é a
seguinte[16]:

e Sao chamados mapas positivos aplicagoes A que transformam operadores nao negativos de traco
finito p (como sao os operadores densidade de estados mistos) em outros operadores A(p) também nao
negativos e de trago finito. Mais formalmente: num dado espaco de Hilbert H,

pi o Te[f < oo (€4l) > 0 para todo [¢) de H, (£]€) =1

AG) s TrAG)] < oo; (EIAGMIE) = 0 para todo |¢) de M, (€l¢) = 1.

e Se A1 é um mapa positivo em Hq, a sua extensao trivial A; ® 19 para H = Hi ® Ho em geral nao é
um mapa positivo em H (isso pode ser demostrado facilmente por contra-exemplos, v. abaixo). Mas,
se p é separavel,

p=p 0 = [Mel] )= pmEY) e
J J

que é um operador nao negativo. Portanto se [Al & 12} (p) ndo for um operador nao negativo, entao

p nao é separdvel (embora se [Al ® 12} (p) sim for nao negativo, nao seja possivel afirmar que p seja
separavel).

e Diferentes mapas positivos fornecem desse modo diferentes critérios suficientes de nao separabilidade.
O mais simples e muito usado é o operador de transposicao 7: se {|n)} é uma base em H,

/3 = {pnn’}7 Pnn/ = <n‘ﬁ’nl>a T(ﬁ) = {[T(ﬁ)]nn’L [T(ﬁ)]nn’ = <n’T(ﬁ)‘n/> = <n/’ﬁ|n>

O critério correspondente de emaranhamento é a violagao da nao negatividade de uma das transposi¢oes
parciais T1 ® 1o ou 1; ® 7T3. Para mostrar que essas transposicoes parciais nao sao mapas positivos
basta considerar a sua aplicacao ao operador densidade associado ao estado de Bell |Bs), o que na
base {|mimz)} ordenada como {++, +—, —+, ——} d& (note que o critério é aplicivel inclusive a
estados mistos, mas nao exclusivamente a eles, funcionando também, dentro de suas limitagoes, para
estados puros como é o caso em consideracao)

0O 0 00 000 —1
1o 1 -1 0 |7el]| 010 o0
PBs=51 0 -1 10| 2| 001 o

0O 0 00 100 0

8Uma afirmacéo equivalente a essa é a de que existem critérios que sdo condicBes necessdrias de separabilidade, mas
que nao sao suficientes, isto é, existem estados nao separaveis que também satisfazem as mesmas condigoes. Esta forma
da afirmacgdo é mais condizente com a forma pela qual ela é implemantada. E claro que a negac¢ao de uma condicao
necessaria (mas nao suficiente) de separabilidade é uma condigao suficiente (mas néo necessiria) de nao separabilidade,
ou de emaranhamento quantico.
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Os autovalores de pp, (que representa um estado puro do sistema de dois spins) sao {1,0,0,0},
consistentemente com a nao negatividade e com a idempoténcia. Por outro lado, os autovalores

da transposicao parcial acima sao {%, %, %, —%}, o que viola a nao negatividade e é suficiente para

reconhecer o carater emaranhado do estado de Bell. Um resultado semelhante decorre da transposigao
parcial 11 ® 7Ts.

e Outro critério do mesmo tipo é gerado pelo mapa positivo definido por
R(p) = Tr[p]l — p.
Neste caso é preciso avaliar a nao positividade de uma das extensoes
RioL|(p)= (M) eli-p  ou 11 @R, (p) = 1o ® (Trs[)) — .
Este critério é chamado critério da redugdo porque traz a baila os operadores densidade reduzidos

p>1) = Tr; »[p]. No caso do exemplo acima (estado de Bell)

) . 1
(Tr1[pBs]) ® 11 — pB; = 3

S O O
o= O O
o O = O
_ o O O

cujos autovalores sao {%, %, %, —%}, 0 que novamente viola a nao negatividade.

Um exemplo menos trivial: seja o estado misto do sistema de dois spins

. 1—p .
pp=—7 1+p[Bs)(Bsl, 0<p<l (17)
ou seja, na base usada anteriormente,
1—-p 0 0 0
. 1 0 1+p —-2p 0
PPl 0 —2p 14p 0
0 0 0 1—p

1—p 0 0 —2p
R 7~1®A21 0 14+0p 0 0
2] 0o 0 14p 0

cujos autovalores s@o (1 + p)/4 (trés vezes) e (1 — 3p)/4. Como 0 < p < 1 a possivel violagao da
nao negatividade vem deste ultimo, e para p > 1/3. Portanto, para 1/3 < p < 1 esse estado misto é
emaranhado.

Exercicio: Use o critério da redugao para estudar o emaranhamento neste tltimo caso.

Embora os critérios acima sejam apenas condigOes suficientes para decidir sobre a nao separabili-
dade de estados quanticos mistos gerais, para os casos particulares de sistemas de dois spins (ou dois
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g-bits) e também para o caso de um subsistema de dois e outro de trés niveis (spin 1), eles sdo na
realidade também condic¢oes necessarias[17, 18], e portanto resolvem completamente o problema de
decisao nesses casos. Isso entao significa que o estado misto (17) de fato é um estado separdvel para
p < 1/3, o que sem divida é um resultado muito pouco intuitivo. O que ele significa é que, para
p < 1/3, existe uma representacao separavel do estado misto que tem também a representacao (17),
sem qualquer implicacdo sobre o grau de complexidade da representacao separavel. Além disso, nao
hé algoritmo conhecido que permita determinar alguma representagao separavel de (17).

4.3 Quantificacao do emaranhamento de estados mistos.

No caso de um estado bipartido puro qualquer correlagdao entre subsistemas implica em emara-
nhamento, pois s6 pode ocorrer ao nivel das amplitudes. As medidas entrépicas citadas acima sao
basicamente medidas de grau de correlagao entre subsistemas, e funcionam portanto como medidas de
emaranhamento para estados bipartidos puros. Se, no entanto, o estado global do sistema bipartido
¢é misto, a quantificacao do emaranhamento deve ter em conta a necessidade de excluir as correlacoes
chamadas ‘cldssicas’, que ocorrem nos estados separaveis ao nivel das probabilidades. E as dificul-
dades em obter critérios operacionais para detectar emaranhamento excluindo correlacoes ‘classicas’
(isto é, violagoes de separabilidade) se reflete em dificuldades também para quantificar a violagao da
separabilidade.

e Condigoes gerais que devem ser satisfeitas por uma medida do emaranhamento M|p] aplicavel a
sistemas bipartidos mistos:

a) M([p] = 0 para estados separaveis;

b) M[A(p)] < M[p] se A é uma operagao sobre p que nao é capaz de gerar emaranhamento (isto
é, que aplicadas a um estado separavel levem a outro estado também separdvel). Em geral funcionais
que satisfazem esta propriedade sao ditos monotonicos com relagdo ao emaranhamento (entanglement
monotones).

¢) M[p] < M[p™M @ pP], com p12) = Try[p] (sub-aditividade).

d) MMAp+ (1 —=XN)p] > AM[p] + (1 — N)M[p/] para 0 < A < 1 (concavidade).

e) M|[p] é aplicavel e mantém as propriedades acima também para estados puros.

As entropias utilizadas como medida de emaranhamento para estados puros satisfazem estas propri-
edades com excessao da propriedade b), pois nao distinguem correlagoes ‘classicas’ de correlagdes ao
nivel das amplitudes. Nos casos de dimensdes 2 ® 2 e 2 ® 3, em que a violagdo da nao negatividade
pela operacao de transposi¢ao parcial identifica univocamente o cardter emaranhado ou nao do estado
misto, uma quantidade que satisfaz todos os requisitos acima[19] é a chamada negatividade N'[p], defi-
nida como a soma dos médulos dos autovalores negativos da transposicao parcial 71 ® 15 do operador
densidade:

Nipl= > Al
J» Aj<0
sendo os A; os autovalores da transposicao parcial de p.

e Célculo da negatividade para a evolugado temporal do emaranhamento em um estado puro (v. fig.
1). Resultados mostrados como fungao do tempo na fig. 2.

e Célculo da negatividade para o estado misto do exemplo (17) como funcao de p. Resultado mostrado
na fig. 3. O emaranhamento medido pela negatividade cresce linearmente com p para p > 1/3.
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Figura 2: Entropias (como na figura 1) e negatividade (trago-ponto)como funcdes de wt para alguns valores do angulo
a (indicados na figura).

e Evolucao temporal do emaranhamento (medido pela negatividade) sob a dindmica unitéria corres-
pondente ao hamiltoniano (1), para um estado inicial misto da forma (17). A evolugao temporal
do operador densidade é fdcil de obter notando que a componente do estado inicial proporcional a
identidade nao evolui no tempo, pois comuta com o operador de evolucgao U (t) = e~ #Ht Portanto

p(0) = U 1) =+ LT+ U] Bs) (BolOT (1)

e o problema se reduz ao de obter a evolugao temporal do estado de Bell | Bs). O cdlculo da negatividade
neste caso é simples pelo fato de que a transposicao parcial da matriz densidade leva a uma matriz
bloco-diagonal. Desse modo o passo crucial resulta ser simplesmente obter a raiz negativa de uma
equacao qadratica. Os resultados obtidos para diversos valores de p aparecem na fig. 4.

A notar: o desaparecimento sibito do emaranhamento, que perdura por um intervalo de tempo
finito, até o reaparecimento também subito. Esse anulamento da negatividade indica a separabilidade
do estado durante esse intervalo de tempo. Trata-se na realidade do mesmo tipo de separabilidade nao
intuitiva encontrada ao estudar a separabilidade do estado (17) como fungao de p: a separabilidade
se estabelece mesmo restando uma componente finita emaranhada no operador densidade do sistema,
indicando que o efeito dessa componente se reduz a correlagoes ‘cléssicas’.

e ‘Purificac@o’ do estado misto (17): significa escrever um (evidentemente nao dnico) estado puro
envolvendo um subsistema adicional tal que o traco parcial sobre esse subsistema adicional reproduza
o estado misto em questao. Isso pode ser feito facilmente via representacdo de Schmidt, tratando o
operador densidade misto (17) como um operador densidade reduzido. Seus autovalores e respectivos
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2N[pp]

1t
0.8
Figura 3: Negatividade como 0.6
funcéo do parametro p para o es-
tado misto (17). 0. 4!
0.2
p

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4: Negatividade (x2) como
funcdo de wt, para a evolugdo tempo-
ral do estado inicial misto (17) sob agéo
do hamiltoniano (1) com pardmetros
tais que o« = 7/8, e para p = 0.4,
0.6, 0.8 e 1 (curvas pontilhada, trace-
jada, trago-ponto e continua respecti-
vamente). Para p < 1/3 a negativi-
dade é nula para todo t.

autovetores sao

Autovalor Autovetor

1—p 11
= 1232)
1-p |_1 _ 1>
lép 2 2
iy o
4p |B3>

Como h&a quatro autovetores distintos, a dimensao minima do espaco de fase do sistema adicional
é 4. A decomposicao de Schmidt de um estado puro tripartido cujo trago parcial sobre o terceiro
subsistema reproduza (17) é portanto

1—p 1+3p
[9y) = /=5 |35 @ 191) + =5 = 3) @ |62) + | Ba) @ [s)] + 1/ —1Bs) @ |#a),
onde os |¢;), j = 1,...,4 s@o quatro vetores de estado ortonormais (quaisquer!) do sub-sistema

adicional.
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Primeira aula de exercicios - 24/07/09

Evolugao global unitaria, inicio retardado e morte stibita de emaranhamento em
estados iniciais mistos e separaveis.

O sistema a ser considerado consiste de dois spins (g-bits) cuja dinamica é regida pelo hamiltoniano
(cf. notas de aula, pag. 8).

cujos estados estaciondrios sdo |+ 5+ 1) e

|E4) = cosals — 3) +senal—13) e |E_) =senalj — 1) — cosal—13).

O angulo « resulta da diagonalizacao de H na base {|mimg)} e depende dos parametros by, by € g
(para by = by resulta a = w/4). Os estados sao rotulados de forma que £ > FE_.

1. Tomando como estado inicial o operador densidade puro p,(0) = | — 33)(—33| e usando o

operador de evolugao U (t) = e~Ht/M obtenha uma expreesao analitica para

A~

pp(t) = U()pp(0)U T (2)

na base {|mims)} em termos de a e wt, com w = (E; — E_)/h. Verifique, em particular, que para
a=r/8ecwt=m

. 7
polt = /) = |Ba) (B, (a=1%).
onde |Bs) é o estado de Bell (]% -5 - %%>) /V2.
Em seguida obtenha a densidade reduzida ﬁl(,l) = Try[pp) e a partir dela obtenha a evolucao temporal

2
do emaranhamento entre os dois spins conforme medido pela entropia linear, isto é, 1 — Tr [(ﬁél) ) }

2. Estude em seguida a evolucao temporal de um estado inicial misto e separdvel dado por

~ 1—2.
o) = T a3

| com 0<z<1.

N[

Note que para x = 1 este operador densidade se reduz ao estado puro tratado no item 1 acima, e que
um operador densidade proporcional a unidade nao evolui no tempo por comutar com o operador de
evolugdo U(t). Obtenha uma expressio analitica para ps(t) = U(t)ps(0)UT(t) em termos de « e wt.

3. Estude a dinamica do emaranhamento de ps(t) através da negatividade, obtendo uma expressao
para essa quantidade em termos de «, wt e x. Sugestao: o cdlculo da negatividade neste caso é
simplificado pela estrutura particular do operador densidade ps(t) que, em termos da base {|mima)}
ordenada como {| ++),|+ —),| —+),| — —)}, é dado por uma matriz da forma
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S
S 0 o
Q@ O O O

cuja transposicao parcial é

a 0 0 d*
o lowbo o
d 00 a

Dessa forma pode haver no maximo um tdnico autovalor negativo o qual, quando existe, é dado por
a — |d|. A negatividade é portanto dada por Sup{0, |d| — a}. Qual a dependéncia temporal de |d| — a
quando essa quantidade é menor que zero?

Verifique entao os seguintes fatos: para o = 7/8 e 1/3 < x < 1 o emaranhamento medido pela
negatividade permanece nulo de t = 0 a t = t; < 7/w. A partir desse instante (inicio retardado
do emaranhamento) cresce até atingir um valor méximo Nyax para wt = 7 e em seguida decresce
simetricamente, voltando a se anular a partir de ¢t = 27/w — ¢; (morte sibita do emaranhamento).
O processo é periddico, com periodo 27 /w, pois mantido pela dindmica global unitéria determinada
pelo hamiltoniano H.

Para o = 7/8 e x = 1 a solucao deste caso se reduz a do item 1. Compare a evolugao temporal
do emaranhamento como dado pela negatividade com a versao calculada anteriormente com base na
entropia linear.
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5. - Sistemas monitorados por um ‘ambiente’.

O fato inevitdavel de que sistemas quanticos ‘reais’ estdo sempre em regime de interagao (maior
ou menor, mas basicamente inevitdvel) com um ambiente externo coloca a questao de quais sao as
consequéncias dessa interagao para as propriedades efetivamente observaveis dos sistemas. Segundo
o esquema padrao da MQ), o tratamento do sistema quantico mais seu respectivo ambiente como um
sistema auténomo com evolucao temporal unitaria prevé imediatamente um processo dinamico que
inclui uma dinadmica de emaranhamento do sistema considerado com o ‘ambiente’, com consequéncias
para o que se possa chamar de estado de ambas as partes.

Uma idéia geral interessante é a de que essa interagdo com o ambiente possa ser vista como um
processo de monitoramento pelo ambiente, do sistema quantico em consideracdo. A questao que se
torna relevante nesse contexto é quais sao as consequéncias, para o estado do sistema, advindas do
fato de ele estar sendo continuamente monitorado pelo ambiente. Tal questao é de tratamento dificil
por diversas razoes.

Em primeiro lugar, o ‘ambiente’ ndo é em geral algo suficientemente bem definido, além de tipica-
mente complexo. Por essa razao adquirem relevancia modelos tratdveis de ambiente, bem como analises
que os caracterizem como genericamente adequados em determinadas situagoes. Particularmente re-
levante é ainda o fato de que o monitoramento do sistema quantico em consideracao se da através de
variaveis dindmicas que estejam diretamente envolvidas no processo de interagdo com o ambiente. A
natureza das varidveis dinamicas envolvidas nesse processo é portanto um ingrediente de suma im-
portancia para determinar os efeitos do ambiente sobre o estado do sistema quéntico considerado. Em
segundo lugar, pensando no processo de interacao entre sistema e ambiente como um problema de
condicoes iniciais, é preciso observar que o préprio processo de estabelecimento das condigoes iniciais
nao pode ser levado a cabo independentemente de interagoes com o ambiente, sendo razoavel pensar
que estados iniciais emaranhados sejam na realidade genéricos. As correlagoes entre subsistemas ine-
rentes a tais estados iniciais sao no entanto extremamente dificeis de tratar, com a consequéncia de
que sao tipicamente evitadas, sendo usual a hipétese de estados iniciais nao apenas separaveis, mas de
fato fatorizdveis. Finalmente, a dinamica envolvendo sistema e modelo de ambiente frequentemente
precisa ainda ser simplificada para que um tratamento seja suficientemente transparente ou até mesmo
possivel.

Seguem alguns exemplos que ilustram esses pontos com sistemas de interesse que nao sao sistemas
compostos mas que, como sistemas quanticos, podem sofrer processos de decoeréncia. A decoeréncia
em sistemas quanticos compostos serd tratada na segao 7.

5.1 Monitoramento quantico de um processo de tunelamento[20].

Idéia: o emaranhamento com um sistema externo (que pode ser tao simples quanto um ‘sistema
de dois niveis’, ou um spin (gbit)) resultante do acoplamento quantico com tal sistema pode afetar
fortemente a evolucdo temporal de um estado nao estacionario de outro sistema quantico. Neste
exemplo o sistema assim monitorado externamente esta desenvolvendo um processo de tunelamento
quantico.

Sistema: particula em um poco duplo, simétrico em torno de z = 0 (unidimensional por simplici-
dade, barreira de potencial interna permedvel), v. fig. 5. O estado fundamental |¢p) (simétrico) e o
primeiro estado excitado |¢1) (anti-simétrico) formam um dubleto (E; — Ey < Eo — Fy, etc.).

P .
Hy = -—+V(9), Ho|¢:) = Eil¢i), i=0,1.

- 2m
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Figura 5: Representacio esquemdtica do
pogo duplo de potencial V'(§) e de seus dois
estados estaciondrios mais baixo (con ener-
gias Ey e E1), com as respectivas fungoes
de onda ¢¢ e ¢1.

Estados (nédo estacionérios) fortemente localizados em um dos dois pogos:
1
V2

Estado inicial e sua evolugao livre: definindo, por conveniéncia, a energia do estado fundamental como
zero, g =0

9+) = —= (I¢o) £ |¢1)) .-

1 _ 1
V2 V2

Probabilidade de ter decaido (para o estado |¢—_)) depois de um tempo ¢:

it =0) = 64) = == (I60) +|o1));  [v(1) (Igo) + Bt/ g1) )

D) = (o- 1O} =sen (51 )

Taxa de decaimento dD/dt como funcao de t:

ADOP By, (510
dat om0\ h

Portanto inicialmente (¢t = 0) a taxa de decaimento é zero (o decaimento é devido ao tunelamento da
barreira central, e tem um tempo caracteristico dado pela diferenca de energia Fy — Fy dos membros
do dubleto). Em qualquer tempo posterior, no entanto ela é diferente de zero (e positiva, para
t < Wh/(El — E()))

Mecanismo pelo qual a taxa de decaimento deixa de ser zero imediatamente depois de ¢ > 0: o
estadoem t =11 é

C(t) } _lde i 18)

[Y(t1)) = 1) C(t1) + |o—) D(t), D(t) 2

Evolucao temporal por um tempo adicional t':

Wt +1)) = e Mg )C(ty) + e Mgy D(ty) =
[64)C () + o)D) C(tr) +
+ (164) (@4l M) + |6 o[ M|p)) Dita).
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portanto a probabilidade de ter decaido em t = t; + ¢’ pode ser escrita como

-ttt + )P = IDEPICEIR + [(6le 0 Mo D)2 +
+2Re [D(#)C(t1)(g e /M|¢_) D(t1)"] .

Os dois primeiros termos sdo quadraticos em ¢’ (para t' — 0) e portanto nao contribuem para a taxa
de decaimento em ¢t = t;. Resulta entdo que a taxa de decaimento (ndo nula) em ¢ = t; provém
inteiramente do terceiro termo, que é um termo de interferéncia entre a amplitude remanescente nesse
tempo do estado inicial a amplitude decaida, ortogonal ao estado inicial (v. eq. (18)).

A contribuicao do termo de interferéncia pode porém ser anulada por um processo de emaranha-
mento. Compondo o sistema descrito acima com um spin inicialmente no estado estacionério \%}
que nao interage em t < t1, o estado do sistema composto nesse intervalo de tempo passard a ser
12) @ [¢(t)). Em t = ¢t; uma interagdo impulsiva entre o spin e o sistema inverte o estado do spin se
o sistema decaiu, e nao o altera em caso contrario. Nao ha interagoes subsequentes entre o spin e o
sistema. Desse modo, para t > t1,0 estado do sistema composto é agora um estado emaranhado dado
por

13) @ [v4)C(t) + |—3) ® ) D(t), t>t.

Repetindo o cdlculo da probabilidade de decaimento para t = t1+t' com este novo estado e calculando a
taxa de decaimento para t’ — 0 obtém-se as mesmas expressoes calculadas anteriormente multiplicadas
por elementos de matriz de estados do spin. No caso do termo de interferéncia o fator é <%| — %> =0,
de modo que a taxa de decaimento acumulada é zerada pelo processo de emaranhamento’. Em
tempos subsequentes, e na auséncia de qualquer outras intervengdo, as duas componentes |¢4) e
|¢—), agora incoerentes devido ao emaranhamento com o spin, evoluirao independentemente com seus
respectivos processos de decaimento para os estados também respectivamente ortogonais. As taxas de
decaimento acumuladas desses processos podem por sua vez ser zeradas através de novos processos de
emaranhamento com spins adicionais, etc.

Esse processo de emaranhamento através do monitoramento externo pelo spin no instante ¢; pode
ser descrito em termos de operadores densidade. Para t < t; o estado do sistema composto que inclui o
spin responsavel pelo monitoramento é um estado puro fatorizavel, de modo que o operador densidade
reduzido py(t) do sistema tunelante é o projetor |¢(t)) (¥ (t)| que pode ser representado por uma matriz
densidade idempotente na base {|¢4),|¢—)} como

po(t <t1) = [lo)C @) + o)D) [{¢+|C7(#) + (- |D*(1)] =

R ICt)*  C(H)D*(1)
cr)D(t) D@ )

Para t = t; + ¢, porém, e com a dinamica de acoplamento com o spin tal como descrita, essa matriz
densidade perde seus elementos nao diagonais nessa base, que se torna portanto parte da base de
Schmidt para para o sistema emaranhado resultante do processo de monitoramento:

9Esse esquema pode ser visto como um ‘médulo’ cuja iteracdo continuada dé origem ao chamado “efeito Zendo
quéantico” [21], proposto num contexto diferente [22] e observado experimentalmente em vérios tipos de sistema [23].
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=t (90 i )

A natureza da base de Schmidt pds-monitoramento depende portanto do processo de interagao através
do qual esse monitoramento se dd. Uma realizagao explicita simples que leva essencialmente ao resul-
tado descrito é dada pelo termo de interagao

Hipe = 9()|o+) (4| ® 62 com O 52

St po

onde ¢(t) é uma fungao impulsiva positiva, diferente de zero apenas em um intervalo de tempo muito
curto em torno de t = t1, isto é, essencialmente g(t) = hyd(t —t1). Esse hamiltoniano seleciona a base
de Schmidt posterior & interagao através de sua dependéncia explicita do projetor |¢)(¢p+|. De fato,
por sua natureza impulsiva é possivel ignorar outros efeitos dinamicos durante seu tempo de atuacao,
cujo efeito é dado pelo oparador unitario

Floa)oroon [[U5 e _ino)orIeo. _
= (|¢-){o—| + cosV|p){(p+]) ® 1, —iseny [p4 ) (d4]| ® G4 (19)

Para obter esse resultado basta de fato usar a série de poténcias da exponencial fazendo uso das
relagoes

(I¢+){0+] © 62)* = 6:) (91| @ 1o ¢ (194 )(d4] ©62)° = [$4){9+] © b

Escolhendo v = 7/2 a transformagao (19) coincide com a que foi suposta anteriormente, a menos de um
fator —¢ no termo que envolve a inversao do spin, e que é irrelevante para o argumento desenvolvido.

Exercicio: Verifique que, para valores de 7 que nao sejam multiplos impares de /2, o resultado da evolugéo
impulsiva devida a Hj,; leva a um estado emaranhado para o qual as bases de Schmidt nao séo os estados |¢p4 )
e |£). Determine as bases de Schmidt para um valor genérico de 7.

5.2 Decoeréncia de um spin por acoplamento a um ambiente de muitos spins.

Um segundo exemplo solivel, que ilustra a dindmica de um sistema quantico sujeito a interagoes
permanentes e também quanticas com um ‘ambiente’ externo, é dado pelo hamiltoniano

H = zgka @6t L]

onde 1, = ®#k 1;. Portanto o ‘sistema de interesse’, que é o spin 5, se acopla com constante
gr com o k—ésimo de N spins &) que constituem o ‘ambiente’ em que ele se encontra. Trata-se de
estudar o problema de condic¢oes iniciais em que o estado inicial do sistema composto é

|U(t=0)) = (cosal+) +senal—)), ® ® (cos Bi|+) + sen S| —)),
k=1
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onde os vetores |+) sdo autovetores dos operadores 6, com autovalores +1. Desse modo a ac¢ao sobre
esse estado inicial do operador de evolugao completo

U(t) = e H

i gy 0<0>®[ OFSH }

¢é imediata, levando ao resultado

N )
W() = U(0)R(0)) = cosal+)o (R [e #9 cos fyl+) + eioisen | —)] +
=1

o

N
+senal— 0®[ R4t cos By +) + e hgktsenﬁk|—>]k -
k=1
= cosal+)o® |Ry(t)) +sena|—)o® |R_(t)).

A matriz densidade reduzida para o sistema de interesse é portanto

polt) = ( cos® (R ()| R4 (t))  senacos (R (t)|R-(t)) )
senacos a(R_(t)|R4(t)) sen®a(R_(t)|R_(t)) :

Os produtos escalares diagonais (R4 (t)|R+(t)) sao independentes do tempo e iguais a 1, de modo que
(0)

os elementos diagonais da matriz densidade na base dos autovetores de &, sao também independentes
de t e fixados pela condicao inicial. Por outro lado

N . .
(Ry()|R-(t)) = ]I [0052 Bre2nIrt 4 Sen26k6_2%gkt:| _
k=1

N 29 29
= H [cos 29k 4 4+ i cos 2Bsen 2k t] (20)
puiet h h

que claramente recupera a condicao inicial fatorizada para t = 0 e para t > 0 mostra uma evolugao
temporal multiplamente periédica que envolve frequéncias 2gx/h e dependente do estado inicial do
‘ambiente’ através dos parametros Sj.

A idéia em exemplos deste tipo[26] é evidenciar uma atenuagao das correlagoes, no sistema de
interesse, entre componentes associadas a base privilegiada pelo hamiltoniano de interacao, que no
caso constituida pelos autovetores de &S”. No caso presente, a amplitude nao diagonal (20) é um
produto de N amplitudes complexas cujo moédulo é “frequentemente” menor que 1, desde que o estado
inicial nao seja tal que B = 0 ou 7/2, isto é, desde que cada um dos spins que constituem o ‘ambiente’

(k)

nao estejam em um dos autovetores de 63 ’. De fato,

29k

2 2
cos ?t + 1 cos 26ksen%t = \/1 - senz%t sen?2py,,

de modo que, para N suficientemente grande e frequéncias 2gy/h nao organizadas de forma perversa
(20) tende a ser um nimero complexo de médulo muito pequeno em quase qualquer instante posterior
a um decréscimo inicial transiente.

39



6. - Efeitos do ambiente sem o ambiente: equagoes mestras.

A evolugao temporal do estado de um dado sistema S, visto como subsistema de um sistema
maior, isolado, que inclui o ‘ambiente’ A, além do sistema de interésse, e com o qual ele interage, é
fundamentada na hipdtese de que a evolucao do sistema maior, isolado, é unitaria e regida por um
hamiltoniano que pode ser pensado como decomposto segundo

ﬁ:ﬁs®1A+iS®ﬁA+ﬁint

onde o iltimo termo age nao trivialmente em ambos os fatores do espaco produto H = Hg ® Ha.
Desse modo, o estado do sistema de interésse pode em geral ser caracterizado através de um operador
densidade reduzido pg(t), obtido tomando um traco parcial sobre o ‘ambiente’ do operador densidade
p(t) que descreve o estado do sistema maior, e que evolui unitariamente como prescrito pelo hamil-
toniano H. Uma questao (?) que se pode entdo colocar é a da obtengao do operador reduzido final
diretamente a partir do operador densidade inicial:

A(0) M ) = Up0)0 ()
J Tra 4 Tra
ps0) o ps(t)

Essa questao obviamente nao pode admitir uma resposta geral que seja fechada no subsistema de
interesse, pois o resultado da evolucao da densidade reduzida em geral depende nao sé da natureza
do ‘ambiente’, mas também de seu acoplamento ao sistema de interesse e do estado inicial do sistema
como um todo. Sempre que este Ultimo nao for fatorizdvel, ndo haverd uma descricdo completa do
estado inicial em termos de duas densidades reduzidas, e sempre que ele nao for separavel nao havera
tampouco uma descricao completa em termos de uma soma ponderada de produtos de operadores
dendidade de S e A. Supondo que o estado inicial seja fatorizavel, p(0) = ps(0) ® pa(0), é possivel no
entanto estabelecer uma relagao formal interessante entre pg(t) e pg(0), usando o operador unitario
de evolugao ﬁ(t) De fato, usando a decomposigao espectral (i.e. em termos de seus autovalores e
autovetores) de p(0),

pa(0) =Y |An)pa(Asl,  onde  pa(0)[An) = pulAn), (AulAw) = dpnr, D 1An)(An| = 14,
tem-se que

ps(t) = Tea [U(1)ps(0)pa)T (0] = S (A [00)An)pups(0) (AT (1) Au) =

> W ()55 0) (Wurn(0) 1)

tendo sido definidos os operadores

Wn’n(t) = <An’|ﬁ(t)|An>\/pTl
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Note que os elementos de matriz envolvendo os estados |A,,) € H 4 sao calculados nesse espago, sendo
que o operador de evolucao U (t) age sobre vetores do espago produto Hg ® H 4. Dessa forma os
Wn/n(t) sao operadores que agem sobre o espaco de fase do sistema de interesse S. E facil verificar
que, em virtude da unitariedade de U(t), U(t)1U(t) = 15 ® 14, e da condicdo de normalizacio sdbre
o trago de pa, >, pn = 1, eles satisfazem a relacao

S (Won(®)) Warn(®) = i, (22)

De fato,
z pn A |U |A ><An/’0(t)|An> = Z pn<An|UT(t)U(t)|An> = Z pniS<An|iA|An> =1

A expressao (21) representa a evolugao temporal de pg, integrada de ¢ = 0 até o tempo final ¢,
em termos de uma soma envolvemdo o conjunto de operadores {W,,(t)}, com a propriedade (22)
e chamados operadores de Kraus, que envolvem o operador de evolugao completo U (t). A efetiva
obtencao desses operadores é portanto um problema tao dificil quanto a obtencao de U (t).

6.1 Generalidade da expansao em operadores de Kraus e equagoes mestras[24, 25].

Os operadores envolvidos na expansao (21) foram definidos usando explicitamente a base de au-
tovetores de pa(0). No que se refere a um dos indices, essa base é privilegiada pela propriedade de
diagonalizar a matriz densidade que descreve o estado do ambiente; mas no que se refere ao indice que
corresponde ao traco, a escolha é de fato arbitaria, e pode ser alterada através de uma transformacao
unitaria qualquer de H 4, alterando, também unitariamente, os operadores de Kraus mas sem afetar o
resultado no que se refere a transformacao do estado do sistema de interesse:

{‘An>} - {‘al/ ‘aV Zul/n”A > Zuun’uiﬁu = Zu;nlun’p = 5ul/;
{Wn’n(t)} = {dun(t)}, Wun(t) = Zuun’Wn’n(t)§ sz/n ps(0) (Wun(t ))T

Essa transformacao linear deve evidentemente preservar as propriedades cruciais do operador densidade
reduzido pg, a saber, hermiticidade, traco igual a um e ndo negatividade. Transformacgoes Tg com
essas propriedades sao importantes por caracterizarem eventuais evolugoes possivelmente ndao unitdrias
de operadores densidade reduzidos, e isso torna relevante a questao inversa: serd possivel representar
dessa forma qualquer transformagao que preserve essas propriedades?

A resposta a essa questao é afirmativa desde que a positividade (o operador transformado perma-
nece nao negativo) seja substituida por uma propriedade mais forte, chamada positividade completa:
qualquer extensdo Tg ® 14 para um espago de fase H = Hg ® H 4 também preserva a nao negatividade
nesse espaco. Essa restrigao exclui, por exemplo, as transformacgoes positivas, mas nao completamente
positivas, cujas extensoes puderam ser utilizadas como condic¢oes suficientes de emaranhamento, como
a transposigao (v. pag. 27). Transformacoes desse tipo sao chamadas ‘mapas dindmicos’ em [25] e
‘canais quanticos’ em [24] e tipificam o tipo geral de transformacao sofrida pelo operador densidade
reduzido durante a evolugao temporal.

Uma alternativa a expressao da evolucao temporal integrada de pg € a obtengao de uma expressao
diferencial, a partir da evolucao determinada por uma soma de operadores durante um intervalo de
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tempo infinitesimal dt, que leve a uma equagcao diferencial para a evolugao[24]. De fato, para um mapa
dindmico (ou para um canal quantico) qualquer,

T . toa -
s(t+dt) = ZW (dt)p (W (t )) com 3 (Wj(t)) W;(dt) = 1, (23)
J
onde a rotulagao dos operadores de Kraus foi redefinida em termos de um unico indice, sem qualquer
prejuizo. Por outro lado, o efeito da soma de operadores deve ser tal que

ps(t+dt) = ps(t) + O(dt)

0 que pode ser garantido por um operador com a forma geral Wo (dt) = 1g— ihdt + l%dt, onde h e k sdo
autoadjuntos e de ordem zero em dt (embora posswelmente dependentes de t), e uma colegao de outros
operadores WJ>1(dt) Vil dtI'j, onde agora F nao é necessariamente autoadjunto mas é tambem de
ordem zero em dt (e possivelmente dependente de t). Essa parametrizagdo dos operadores de Kraus
infinitesimais deve ainda satisfazer a relagao (23), que da

R X . R 1
ls = 1g + 2kdt + Zl F}I‘j dt + O(dt*)  donde segue que k = ~5 Zl F;Fj
j= j=

para garantir essa propriedade até ordem dt. Dai resulta finalmente que

ﬁs(t+d2 —pslt) dﬁjt(t) _ +Z ( ihs(t %ftfjﬁS(t) - ; sty ) . (24)

Essa expressao déd a estrutura da equagao diferencial linear que evolui a densidade reduzida pre-
servando suas propriedades essenciais de trago, hermiticidade e nao negatividade, chamada ‘forma
de Lindblad’. E claro que neste tipo de deducdo ha apenas a especificacdo genérica dos ingredientes
(por exemplo, h é um operador autoadjunto possivelmente dependente do tempo em Hs, etc.). No
caso possivel em que todos os fj sao identicamente nulos, a evolucao temporal da densidade reduzida
é puramente unitaria, o que revela o papel especial desempenhado pelo operador Wo e identifica os
r J como responsaveis por efeitos nao unitarios na evolucao temporal. Qualquer aplicacao ou uso
dessa equacao, no entanto, depende da especificacao dos operadores he fj, o que evidentemente deve
ser feito caso a caso, sendo tipicamente um problema dificil quando tratado a partir de primeiros
principios. Um dos caminhos para isso consiste em confrontar a forma de Lindblad com aproximagoes
baseadas na expressao microscépica

dﬁst(t) = —%TTA {ﬁ,ﬁ(t)]

que nao é uma equacao fechada pois no lado direito p(t) é o operador densidade completo, em Hg®H 4,
e H=Hs®14+1s®Hs+ Hint (v. e.g. ref. [25]). Outra classe de usos desse tipo de ‘equacao mestra’
envolve a especificacdo fenomenoldgica dos operadores de Kraus. Alguns exemplos simples deste tipo
de uso sao dados a seguir.

6.2 Exemplos simples do uso da forma de Lindblad.

Os dois exemplos a seguir envolvem como sistema de interesse um oscilador harmonico, cuja
dinamica, quando isolado, é descrita por um hamiltoniano H = hw (aTaJr %), que sera portanto
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sem mais identificado com a parte anti-hermiteana do operador de Kraus Wo(dt). Note que essa
identificagao é em principio injustificada, pois o gerador da evolugao unitaria do estado do oscilador
podera em geral incluir também contribuicoes ligadas a interagao entre o oscilador e o ambiente. Ela
sera no entanto adotada por simplicidade.

Quanto aos demais operadores de Kraus, vamos simplesmente adotar o ponto de vista de que eles
representam as ‘pontas de prova’ através das quais o ‘ambiente’ monitora o oscilador. Isso significa
que, caso o hamiltoniano microscépico de interacao seja dado por

mt ZS ®A

onde os S j eos /ij sao respectivamente operadores em Hg e H 4, entao eles serao tomados simplesmente
como proporcionais aos S’j. As constantes de proporcionalidade estarao entao ligadas a intensidade
dos efeitos dos respectivos termos de interacdo, o que microscopicamente envolve os operadores /lj e
0 que se possa chamar o estado do ambiente.

A) Monitoramento da energia do oscilador pelo ambiente. Neste caso h4 um unico operador
I = VY ata a ser acrescentado, que é em particular um operador hermiteano, e a equacio mestra
resultante é

dﬁjft) = ilwala, ps(1)] + 7 |ataps(ata — 3 (a'a)” ps(t) ~ Jps(t (am)z} .

Passando para a representacao de interacao que da conta da parte unitaria da evolucao, i.e.

iwtata —iwtata _ —iwt ~ ~ iwtata A (t) e—iwtaTa

a—a=e ae =ae ps(t) — ps(t) =e ps
resulta, como afa = afa,

dﬁst(t) =7 {aTaﬁS(t)aTa - % (aTa)2 ps(t) — %ﬁs(t) (aTa) 2} '

Essa equacdo ¢ facilmente resolvida na base dos autovetores |n) de afa. Pondo
= Z )7 () (| com a'aln) = n|n)

resulta que

Pont =7 |00 — %n2 ;n/Q] Tyt = —%(n — ') donde Trn/ (t) = Tppr (0) e~ 3(n—n')?
sendo Y, [n)rpn (0)(n/| a condigdo inicial para ps. A volta a representacao de Schrodinger apenas
acrescenta fases dependentes do tempo e de n, n’ aos elementos de matriz 7, (t).

Portanto a dindmica de Lindblad, com as escolhas feitas neste caso para os seus ingredientes, tem
por efeito atenuar exponencialmente, e numa escala de tempo determinada pelo fator -, os elementos
nao diagonais da matriz densidade quando expressa na base dos autovetores da energia. Portanto
essa particular base desempenha um papel especial para os efeitos nao unitdrios da dinamica, o
que pode ser claramente atribuido ao fato de que o operador de Kraus Wy é diagonal nessa base.
Essa caracteristica, segundo a qual o monitoramento pelo ambiente degrada no sistema de interesse
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as coeréncias quanticas eventualmente pre-existentes na representacao que diagonaliza os operadores
através dos quais ele é monitorado pelo ambiente é um dos pontos centrais do chamado ‘programa
de decoeréncia’ para entender ‘a emergéncia de caracteristicas classicas’ em um mundo puramente
quéntico|[25, 26, 27].

Note que, neste caso, o valor médio (afa); = Tr [aTapAS(t)} ¢ independente do tempo, isto é, o valor
médio da energia é evidentemente conservado qualquer que seja o estado inicial, pois ele depende apenas
dos elementos de matriz de pg(t) que sao diagonais na base {|n)}, os quais resultam independentes do
tempo. O processo de decoeréncia ocorre portanto sem dissipacao de energia.

B) Monitoramento da ‘amplitude’ pelo ambiente. Neste caso I = V7 @, um operador nao
hermiteano. A razdo da referéncia & amplitude com relacdo a esta escolha vem do fato de que esse
operador tem como autovetores os estados coerentes |v) do oscilador, cujos correspondentes autovalores
v tém o papel de amplitudes complexas de pacotes de onda normalizados de incerteza minima:

alv) = v|v) \v | Z
n vlv) = 1.

(v|a® = (vjv* [ ﬁ| (v]v)

Um estado coerente, como superposicdo de diferentes autovetores de afa, é ébviamente ndo esta-

ciondrio. Sua energia média, em unidades de hw, é (v|afalv) = |v|?, e a dispersio quadratica média o

¢é poissoniana:

2 2 . o 1
o= \/(vl (afa)” |v) — ((v]atalv))” = \/\vl2 (> +1) = v|* = [v| i e. ) Tl
A equagao mestra neste caso é
dps(t . R . 1 1.

P50 — —ifuata, ps(0)] -+ [aps(tia! ~ Jataps(t) - yps(tiatal (25)

ou, na representacao de interagao,
dpg(t . 1 - 1_
pdt( ) =7 {aps(t)aT - §aTapg(t) = 2p3(t)aTa] (26)

pois novamente é possivel substituir os operadores da representacao de interacdo a, a' por a, a' devido
ao cancelamento das fases adicionais em todos os termos.
A energia média do oscilador néo é aqui conservada. De fato

(a'a); = Tr {aTa,@S(t)] =Tr [aTaﬁg(t)} ,
pois
Tr [aTaﬁs(t)} =Tr {aTaei“T““’tﬁS(t)e_mT“wt} =Tr {e_wT“maTaewTa”tﬁs( )} Tr [ apg(t )}

onde foi usada a invarianca ciclica do trago e a comutatividade da evolucao unitdria do oscilador com
o operador a'a. Desse modo, usando novamente a propriedade ciclica do traco,

d{ata)
dt

— T [alaaps(t)al ~ 5 (ala) s(t) - alaps(tialal -

= 7T |alalaaps(t) - afaataps(t)| = —y{ala):.
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Portanto, qualquer que seja o estado inicial pg(0), a energia média decai exponencialmente com tempo

caracterfstico v,

(E)e = (E)o e,

e a evolucdo temporal descrita por (25) corresponde fenomenologicamente, nesse aspecto, a um osci-
lador (quéantico) amortecido. O fato de que nao ha qualquer efeito do amortecimento (associado ao
parametro ) sobre a frequéncia do oscilador resulta simplesmente de o operador hermiteano ﬁ, ter
sido identificado ingenuamente com o hamiltoniano do oscilador isolado. Outras escolhas (podendo
até incluir dependéncias do tempo) sao evidentemente possiveis, dentro das condigbes gerais sob as
quais a equacao de Lindblad foi estabelecida, e de fato resultam de tratamentos aproximados com base
microscépica[25].

E fécil também obter uma solucdo da equagao (26) para uma condigao inicial coerente, isto é,
p5(0) = |vg)(vo|. De fato, é facil verificar neste caso que a solu¢ao permanece em qualquer tempo um
estado coerente com uma dependéncia temporal apropriada para o parametro v. Na representacao de
interagao,

ps(t) = [5(t)) (a(1)], com () =vpe 2",

Uma soma de estados coerentes distintos, por outro lado, sofre decoeréncia. Tomando como condicao
inicial

ps(0) = N (Jv1) + [v2)) ((vi] 4 (v2]) = N (Jvr)(v1| + [v2) (v + |v1) (va] + |v2)(v1l) ,

onde N = (2 + (v;|va) + (v2|v1))~'/2 é a constante de normalizacéo, e invocando a linearidade da
equagao (26), os dois primeiros termos devem premanecer como estados coerentes em qualquer tempo
como no caso ja tratado, isto é

~ ~ ~ X .
lvj)(vj| — [9;(¢))(0;(t)] com v;(t) =wvje 2t j=1,2.
Os dois termos restantes da condicao inicial podem ser tratados por meio do ansatz
lv) (va| + [va)(v1]| — [01(2)) a(t) (V2(t)| + c.c. com «a(0) =1

onde a(t) é um coeficiente complexo a ser determinado de forma a satisfazer a equacao. O resultado
é[25]

a(t) = exp [(—;vl —w)? +iIm (vw%)) (1 - e_vt)}
que, para tempos curtos na escala da dissipagao de energia, isto é, t < 1/, leva a
ja(t)] = ¢ 2lel
que, para |v; — va|? > 1 (por exemplo, amplitudes ‘macroscopicamente diferentes’), leva a uma su-

pressao exponecial da coeréncia entre os dois estados coerentes que é extremamente rapida na escala
da dissipacao de energia.
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Exercicio: Verifique explicitamente as solugoes apresentadas acima da equagao (26), para um estado coerente
e para a superposi¢ao de dois estados coerentes respectivamente. Sugestao: verifique e eventualmente use as

relagdes: af|v) = (di + 7) ), (Wla = (3% +2) (], Liu(t)) = 2L |p), Liy()| = 2 _d(y(t)].

7. - ‘Morte subita’ do emaranhamento devida a monitoramento externo.

A dindmica do emaranhamento em um sistema composto monitorado por um ambiente revela um
aspecto particular que tem chamado alguma atencao, tanto por sua natureza ‘nao intuitiva’ como por
uma sugerida elevacao de tom da ameaga representada por processos de decoeréncia para eventuais usos
do emaranhamento. Esse aspecto é conhecido como ‘morte sibita do emaranhamento’ (‘Entanglement
Sudden Death’, ESD, sigla também interpretada, supostamente de forma mais circunspecta, como
‘Early-Stage Disentanglement’, talvez ‘desemaranhamento precoce’). H4 uma revisdo muito recente
sobre essa questao[28].

O que segue é uma exegese algo sumadria de um exemplo desse tipo de comportamento, associado
a uma realizagdo experimental, levada a efeito também recentemente (publicada em 2007) pelo grupo
da UFRJ[29]. Ela serve também como preparagao para outro exemplo[30], que envolve uma dindmica
fechada que é completamente solivel em termos analiticos muito simples, que serd tratado na segunda
aula de exercicios.

7.1 Decaimento e decoeréncia de um sistema de dois niveis em um ambiente frio.

O sistema de dois niveis, representados por dois vetores de base ortonormais |e)g (‘excitado’) e
|f)s (‘fundamental’) estd dinamicamente acoplado a um ambiente que consiste em um ‘reservatério’
inicialmente vazio (‘temperatura zero’), representado nessa situagao por um estado de ‘vacuo’ |0)g.
O estado do sistema mais ambiente representado por |e)s ® |0)r decai para o estado |f)s ® |1)g, em
que |i)r é um estado do reservatério que contém um quantum emitido pelo sistema de dois niveis ao
decair. A probabilidade de que o decaimento tenha ocorrido depois de um tempo t é p(t), p(0) = 0

t—00 . N s oy ~ . .
e p(t) — 1. Devido a natureza do reservatério, o quantum emitido nao retorna ao sistema de dois

niveis, sendo p(t) tomado fenomenologicamente como sendo do tipo 1 — e~'*, embora isto nio seja
necessario ao argumento e sequer a realizacao experimental implementada. Por outro lado, o estado
do sistema mais ambiente representado por |f)g ® |0) g ndo evolui no tempo e é na realidade o estado
fundamental estaciondrio do sistema composto.

Essa dinamica fenomenolégica pode ser expressa em termos de amplitudes, de forma que a evolugao
temporal de um estado inicial puro e fatorizavel, dado como o produto de um estado geral do sistema
de dois niveis com o estado |0) g, seja tomada como sendo

0 = (ele)s + 1= 1aF10s) @ 10)n
1t
() = ay1—p(t)le)s @ 0)r +ay/p®) s ® Wr+ J1-laPlf)@ 0k (27)

O estado resultante no tempo ¢ permanece um estado puro do sistema composto pelo sistema de dois
niveis mais o ambiente frio, embora um estado em que esses dois subsistemas estao emaranhados.
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Uma medida do emaranhamento entre eles pode ser obtida através da densidade reduzida do sistema
de dois niveis (por exemplo), que é dada por

lal?(1 = p(2)) ay/(1—[al?)(1 - p(t))
PO(t) = Teg [lv(6) (v (1)) = , (28)
a* /I =TaP) T =p®)  1-la*(1—p(t)

onde o resultado foi escrito em termos da base {|e),|g)}. A partir dessa matriz, a entropia linear

2
Sp=1-Tr [(ﬁ(s)) } pode ser facilmente obtida como S; = 2|a|*p(1 — p). O emaranhamento entre

os dois subsistemas medido desse modo passa portanto pelo valor méaximo |a|?/2 quando p(t) = 1/2.

A evolugao da densidade reduzida do sistema de dois niveis sob a dindmica fenomenoldgica global
(27), cujo resultado é dado pela eq. (28), pode ser expressa em termos de operadores de Kraus, que
podem ser facilmante identificados como sendo (cf. ref. [29])

W1<t>=<vlgp“> ‘f>, muw(% 8>; WI<t>W1<t>+WJ<t>W2<t>=<é (j>,

isto é, com essas definicoes,

No entanto é preciso notar que a dinamica de amplitudes tal como escrita em (27) ndo € uma dinamica

hamiltoniana do tipo usual para sistemas isolados, o que pode ser visto facilmente buscando o gerador

da evolucao temporal. Isso pode ser feito calculando ihw e tratando de escrever o resultado como

Hli(t)).
7.2 Decaimento e decoeréncia de dois sistemas de dois niveis em um ambiente frio.

A dinamica (27) pode ser aplicada a um par de sistemas de dois niveis, que serdo tomados como
estando inicialmente no estado

|9(0)) = [algg)s + Be[ec)s| @100,

onde |gg)s = |g)s, ®9)s,, € uma convencao semelhante para |ee)s. As amplitudes a e 8 sdo reais e
positivas, e satisfazem a! + % = 1. O estado do reservatério foi escrito como |00)r = [0)r, ® |0)&,
para enfatizar a hipdtese de que cada um dos sistemas de dois niveis decai excitando reservatoérios
independentes. Desse modo resulta que

(1)) = [algg)s + B (1 —p(t))lee)s| ©00)r +

+8e\/p(t)(1 — p(t)) (leg)s ® |01) g + |ge) s @ [10) g) +
+Be“p(t)]gg)s @ |11) g (29)

Esse estado é novamente um estado puro do sistema composto. A matriz densidade reduzida para o
par de sistemas de dois niveis se obtem facilmente (na base {|gg)s, |g€)s, |eg)s,|ee)s}) como
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PO = Ter(PON )] =

a? + B2p(t) 0 0 afe™(1 - p(t))
_ 0 ﬁ2p(t)(1 - p(t)) 0 0 (30)
0 0 B2p()(1 - p(t)) 0
afe (1—p(t)) 0 0 B2(1 —p(t))?

O emaranhamento, no tempo ¢, entre o par de sistemas de dois niveis e o ‘ambiente’ representado
pelos reservatodrios independentes pode ser medido pela entropia linear (v. fig. 6 (a))

51 ="Tus | (4(9)”] = 48%p(0) (1~ pl6)) [L ~ (01 p(0)].

S1(p) (a) 2N(p) (b)

<\ .
0.2 0.4 06 o038 1 P 0.2 04  0®T~— 0.8 1

Figura 6: (a) - Entropia linear S do subsistema constituido pelo par de sistemas de dois niveis no estado |¥()) (eq.
(29)), como funcio da probabilidade de decaimento p(t), para 8 = v/3/2 (linha cheia) e 8 = 1/2 (linha pontilhada). (b) -
Negatividade (x 2) como funcao de p(t) para os mesmos casos de (a) e com as mesmas convengoes. O desemaranhamento
precoce ocorre no caso 8 = v/3/2, a = 1/2. Nao h4 dependéncia com a fase § nestas quantidades.

O aspecto de maior interesse neste exemplo €, no entanto, a dindmica do emaranhamento interno do
par de sistemas de dois niveis. Como o estado desse subststema é em geral misto, o emaranhamento
entre S; e S pode ser medido pela negatividade!'®, calculada através da transposicdo parcial da
densidade reduzida pt®) (t). Ela corresponde ao tnico autovalor negativo (quando houver) da matriz

o? + B2p(t) 0 0 0
0 B0 -p) astl-p(h) 0 -
0 afe (1 —p(t)) B2p(t)(1—p(t)) 0 ’
0 0 0 B2(1 - p(t))?

o qual na realidade sé pode provir dos autovalores da submatriz 2 x 2 situada nas duas linhas e
colunas centrais dessa matriz. Estes sao facilmente obtidos como A+ = (1 —p)(Sp £ «), de modo que
a negatividade é (v. fig. 6 (b))

1 . . . ’ . . . ’. . ~ 7’ . z

°Em [29] 0 emaranhamento do subsistema misto constituido pelos dois sistemas de dois niveis ndo é medido através
da negatividade, mas sim através da chamada concorréncia(v. ref. [16]). Para este caso particular, no entanto, resulta
que essas duas medidas podem ser obtidas analiticamente, e com resultados idénticos.
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N (ﬁ(s)@)) = > [Nl =max{0, —A_} = max{0, B(1 — p(t))(e — Bp(t))}.

7 )\j <0

Lembrando que p(0) = 0 < p(t) < 1 = p(t — o0), essa expressao mostra que, quando S > «, o
fator (o — Bp(t)) se anula para p(t) = a/B3, o que ocorre para um valor finito de t, embora o processo
de decaimento leve ao estado |gg) apenas asintoticamente. Trata-se, portanto, de um exemplo de
desemaranhamento precoce. Note que, uma vez estabelecida, a separabilidade do estado do par de
sistemas de dois niveis se mantém até ¢t — oo.

O efeito da hipétese de reservatérios independentes, tal como interpretada acima, é o anula-
mento de termos nao diagonais entre componentes |eg) e |ge) na matriz densidade reduzida (30),
0 que por sua vez leva ao anulamento de elementos de matriz nao diagonais da submatriz 2 x 2
situada nas linhas e colunas externas da transposigao parcial (31). Isso, de fato resulta da suposta
ortogonalidade dos estados correspondentes |01) e [10) do ‘ambiente’.

Uma forma de relaxar essa hipdtese consiste em supor que o decaimento de apenas um, mas de
um qualquer, dos dois sistemas de dois niveis leva a um mesmo estado do ‘ambiente’, que pode ser
escrito simplesmente como |1). Concomitantemente, os estados |ee) e |gg) s@o associados a estados
|0) e |2) do ‘ambiente’, respectivamente. Nesse caso, a matriz (30) ganha termos de correlagao
adicionais 3%p(1 — p) entre os vetores de base |eg) e |ge), que sob transposi¢io parcial aparecem
como elementos de matriz nao diagonais da submatriz constituida pelas colunas e linhas externas:

o? 4 B2p3(t) 0 0 B2p(t)(1 — p(t))
0 B2p(t) (1 —p(t))  aBe”(1—p(t)) 0
0 afe™(1—p(t)) Bp(t)(1 - p(t)) 0
B2p(t)(1 - p(t)) 0 0 B2(1—p(t)?

Como pode ser notado, a submatriz interna, de onde provém o eventual autovalor negativo no
caso de reservatérios independentes, nao ¢é alterada por essa re-interpretacao do ‘ambiente’. Por
outro lado, os autovalores da nova submatriz externa sao ambos nao negativos, de modo que a
negatividade como fungao de p é a mesma nos dois casos.

7.3 Sobre a realizacao experimental em [29].

Em [29] os sistemas de dois niveis s@o realizados ‘de uma forma puramente éptica’ em termos dos
estados de polarizagao de fétons. Mais especificamente, |e) — |V) e |g) — |H) onde |V) e |H) sao
estados (ortogonais) de polarizacao ‘vertical’ e ‘horizontal’ respectivamente. O decaimento de |e) é
dessa forma realizado através de uma rotacao da polarizagdo, que converte |V') em uma combinagao
linear de |V) e |H):

V) -5 cos20|V) + sen 20| H)

de modo que /p » sen26 e /1 —p <> cos20 e a dependéncia temporal se torna na realidade in-
teiramente ficticia, diferentes ‘tempos de decaimento’ sendo simulados por diferentes valores (fixos)
adotados para 6.

O emaranhamento com o ‘reservatorio’, por outro lado, é realizado através da geometria de um ar-
ranjo 6ptico que separa espacialmente a a componente de polarizagao vertical incidente da componente
de polarizacao horizontal adquirida através da rotagao aplicada a polarizacao durante o trajeto.
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Segunda aula de exercicios - 30/07/09

Evolugao global unitaria, morte siibita do emaranhamento entre dois qubits nao
interagentes, sob interacao externa com um deles.

O sistema a ser considerado consiste de dois spins (q-bits) nao interagentes entre si, um dos quais
porém interage com um modo harménico externo A com hamiltoniano hwa'a. A dinamica é regida
pelo hamiltoniano'?!

H= (3»21) ®l+11® éf)) thwala + % (aT§(_2) + agf))

St

e o estado inicial é

[t =0) = (cosal} — 3) +senal-31)) @ |n) (32)
onde afa|n) = n|n), um estado estacionario do modo harménico de frequéncia w. Por simplicidade

vamos supor que € = hw (caso ‘ressonante’).

1. Este problema de condicGes iniciais é soluvel analiticamente pelo fato de que os efeitos do termo
de interacao (ultimo termo do hamiltoniano) se reduzem as transigdes

3) @ n) & |—3) @n+1) e —3) ®n) & 13) @ n—1)

de modo que o estado evoluido a partir da condigao inicial (32) pode em qualquer tempo ser escrito
como uma combinagdo linear de apenas quatro estados, |3 — ) ® [n), [-31)®|n), [-3 — ) ®[n+1)
el33)®|n—1):

1) = 21|} — 1) © n) + 22(0)~31) © n) + 23(t)|~ — D@+ D+ 2a®lEh) ©ln—1).  (33)

A condigao inicial determina as condicoes iniciais para as amplitudes x;(t), j =1,...,4 como sendo

x1(0) =cosa, x2(0) =senca, x3(0) =0, x4(0)=0. (34)

Use entao a equagao de Schrodinger e o ansatz (33) para obter quatro equagoes diferenciais acopladas
para as amplitudes x;(t):

idditl = nwxi + gvn + lxy iddif = nwrs + gy/nrs
i% = nwz4 + gvn + 1lxy zddi; = nwxs + gy/nxs

2. Obtenha a solugao dessas equagdes que satisfaz as condigbes iniciais (34) e escreva a matriz
densidade reduzida p,(t) para o sistema de dois spins em termos das fun¢oes {z;(t)} como uma matriz
4 x 4 na base do espago de fase de dois spins ordenada como |51), [$—1), [—11), [—1—1) tomando

272
o trago sobre o espaco de fase do modo harmoénico A:

Ny 7.-J.Li, J-Q. Li, Y.-H. Jin and Y-.H. Nie, Time evolution and transfer of entanglement between an isolated atom
and a Jaynes-Cummings atom, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys 40, 3401-3411 (2007).
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ps(t) = Tra[|t)(tl] -

Note que, para obter as equagtes nessa forma, é preciso usar explicitamente a condicao de ressonancia
€ = hw.

3. Estude a dinamica do emaranhamento de p4(t) através da negatividade, obtendo uma expressao
para essa quantidade em termos das funcoes x;(t). Sugestao: o célculo da negatividade neste caso,
como no caso encontrado na aula de exercicioa anterior, é simplificado pela estrutura particular do
operador densidade ps(t) que, em termos da base usada e com o ordenamento proposto, é dado por
uma matriz densidade da forma

S
S 0 o
Q O O O

cuja transposicao parcial é

a 0 0 d*
R B
d 00 a

Dessa forma pode haver no maximo um tdnico autovalor negativo o qual, quando existe, é dado por
a — |d|. A negatividade é portanto dada por Sup{0, |d| — a}.

4. Reproduza os resultados mostrados na figura 2 do trabalho de Li et al. usando n = 3 e os
valores 7 /4, /6 e /12 para o dngulo . Qual o comportamento da quantidade |d|—a, que é relevante
para a negatividade, quando ela se torna negativa?

Note que € possivel e facil calcular também o operador densidade reduzido de outros subsistemas,
como - que é formado pelo spin §(!) e pelo modo harménico (que nao interagem diretamente!), tomando
o traco sobre §@  estudar a negatividade desse operador densidade reduzido, etc.
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