Capitulo 1

Introducao

1. A Fisica Nuclear é um dos compartimentos em que se pode hoje dividir a fisica da estrutura
da matéria. Outros compatimentos: Fisica Molecular, Fisica Atomica e Fisica subnuclear (ou
"Fisica de Particulas”; esta denominacao parece ser uma abreviacao de ”Fisica das Particulas
Elementares”. No entanto, pode-se pensar também que, apds desmoralizagoes sucessivas, a
prépria idéia de elementaridade retraiu-se. Especialmente quando entendida assim, desligada
da idéia de elementaridade, a denominacao Fisica de Particulas sugere adequadamente a postura
tipica do ramo: nele sao moeda corrente observaveis expressos, em ultima analise, em térmos
de "particulas”, entendidas estas como certas entidades ”assintéticamente livres- parece que
este tipode liberdade chega a ter certa precedéncia sobre a elementaridade - que mergulham
ou emergem de uma regiao de interacao devidamente demarcada. Na medida em que algumas
idéias e métodos da fisica de particulas tendem a se fundir mais ou menos coerentemente
com a fisica nuclear, contribuindo assim para a formacao do que esta sendo identificado como
fisica subnuclear, a predominancia de tais consideracoes tende a ser pouco a pouco desfeita,
enquanto a linguagem evolui de forma a abrir espaco para propriedades que nao se resolvam
inicial e finalmente em objetos livres. Dar exemplos!).

O tema deste curso é portanto o conjunto de fatos e idéias que sao usados hoje para tratar
a questao da estrutura da matéria ao nivel nuclear. Enquanto as idéias sao derivadas de teorias
dindmicas gerais (no caso, a Mecanica Quantica), os fatos sdo os ingredientes que realmente
definem a drea. Ao contrario do que eventualmente ocorre em um curso de Mecanica Quantica,
por exemplo, em que fatos sao usados com objetivos de motivacao ou de ilustracao, podendo
ser substituidos mesmo por outros ligados a situagoes fisicas inteiramente diferentes, aqui os
fatos vao ter um papel definidor, e nao apenas de coadjuvante.

2. Ordens de grandeza, e como os niveis vao se tornando menos distintos a medida que se
desce para niveis mais microscopicos. Diferenca entre o problema de um nicleo como sistema de
muitos nucleons e o problema de um nucleon como sistema de muitos ”subnucleons” (quarks?).



Diferenca, ao nivel subnuclear, dos problemas de "um”e ”dois” nucleons (néste caso existe uma
forma de separar o sistema em dois pedagos que é inaccessivel a um tinico nucleon).



Capitulo 2

Fenomenologia de tamanhos e massas
nucleares

O espalhamento elastico de electrons é o método mais preciso de que se dispoe hoje para
medir a distribuicao de carga de um nicleo estavel. Esta restricao exclui o caso de nicleos
afastados do vale de estabilidade (v. discussao abaixo) que, embora estaveis do ponto de
vista das interacoes fortes, tém meias vidas muito curtas para decaimento beta. Ela permite,
no entanto, o conhecimento detalhado até mesmo de inhomogeneidades na distribuicao de
carga que sao especificas de uma determinada espécie nuclear (associadas e.g. a efeitos de
particula independente, v. Ref... et al. Phys. Rev. Lett. xxx, xxxx (1992)) e também,
por outro lado, uma visao nitida das propriedades médias da distribuicao de carga de nicleos
estaveis “normais”. Uma propriedade importante dos electrons para esse tipo de medida é a
sua imunidade a interacao forte, pois isso reduz a importancia de processos de absorcao do feixe
de prova pelo meio nuclear, permitindo a exploragao de todo o volume do nicleo, e nao apenas
de uma camada superficial como acontece nos casos em que sao usados projéteis que interagem
fortemente com os nucleons.

2.1 Aproximacao de Born e Regra Aurea de Fermi

O que segue é um tratamento muito simplificado do espalhamento de electrons com vistas ao
seu uso para a medida de distribuicoes de carga nucleares. Ele é baseado na aproximacao
de Born, que consiste em tratar os estados inicial e final do electron como ondas planas (i.e.,
correspondendo a electrons livres) e as transigoes entre diferentes momentos produzidas pela
distribuicao de cargas a estudar em primeira ordem de teoria de perturbacgoes através da “regra
aurea” de Fermi. Outra simplificagao que sera feita ¢ a de considerar infinita a massa do nicleo



espalhados frente a massa do electron, de forma a poder ignorar efeltos de recuo do alvo.Dessa
forma, o momento final kf do electron vai diferir do momento inicial apenas por ter sofrido
um desvio # em relagao a sua diregao inicial. Portanto

ki-kp=krcos(0), k= |ki|= k.
Uma quantidade importante é o momento transferido ¢, definido como
T
cujo médulo g se relaciona com o angulo de espalhamento 6 através da relacao
q = 2ksin(60/2)

que pode ser verificada geometricamente de forma imediata.
A probabilidade de transicao por unidade de tempo W, de k; para uma determinada faixa
de momentos finais {k;}, é dada em primeira ordem de teoria de perturbagao por

27 - -
W= == (ke [VIk)*S(E; — Ey) (2.1)
{kr}

onde o elemento de matriz se escreve explicitamente como

(s |V k) = /dﬂ/ 7) expi(k — ky) - 7 (2.2)

Aqui V(7) é o potencial eletrostético associado & distribui¢ao de cargasdo nicleo. Supondo por
simplicidade que esse potencial seja esfericamente simétrico, isto é, V(') = V(r) com r = |r], é
possivel fazer as integrais angulares com o resultado

Folviky — 5 [ a5y )
V Jo qr
Nessas expressoes foram usados para os electrons ondas planas satisfazendo condigoes de con-
torno periddicas e normalizadas num volume V', como um procedimento conveniente para evitar
problemas técnicos com estados de norma infinita.

Uma tentativa de calculo da ultima expressao no caso simples do potencial de uma carga
puntiforme, V(r) = Ze?/r, esbarra em problemas de convergéncia da integragao quando r — oo.
A forma usual de contormar esta particular falta de convergéncia consiste em considerar em
vez desse potencial, o potecial “blindado”



V4 _ =" A
()=
que da o resultado

A Ze?

V ¢? + N2

cujo limite para A — oo é bem comportado e igual a (47 /V)(Ze?/q*). Levando esse resultado &
expressao para a probabilidade de transigao W, fixando a diregao dos electrons espalhados (ou,
equivalentemente, o angulo de espalhamento 6 e a energia incidente) e lembrando que a secgao
de choque é definida como a probabilidade de transicao por unidade de tempo por unidade de
fluxo incidente, resulta, para uma carga puntiforme

do.. VAT

dQ  4E? sin’

N[

Para obter esse resultado as energias inicial e final, F; e E; foram calculadas no limite ultra
relativistico que consiste em desprezar a energia de repouso do electron, escrevendo F ~ hkc.
A validade dessa aproximacao nas situagoes de interesse sera discutida pouco adiante. Como
esperado, e ao contrario da probabilidade de transicao W, a seccao de choque resulta indepen-
dente do volume de quantizacao V. Embora reproduzindo a féormula cléssica de Rutherford,
essa expressao nao descreve corretamente a seccao de choque de espalhamento de electrons
ultra relativisticos por uma carga puntiforme. A expressao correta para isso é

do,, Z%e*cos?

dQy  4E? sin?

NID|oID

que difere da anterior pela dependéncia angular adicional no 1ltimo fator. Esse fator provém
de efeitos relativisticos associados ao spin do electron, que foi totalmente ignorado nesta dis-
cussao simplificada. De fato, nas condig¢oes do regime ultra relativistico o spin se alinha com
o momento do electron, de modo que um desvio de um angulo # no momento envolve também
uma reorientacao do spin desse mesmo angulo, do que resulta esse fator adicional. Esta tltima
expressao para a seccao de choque é chamada secgao de choque de Mott (o que justifica o indice
m usado para ela).



2.2 Espalhamento por uma distribuicao extensa de car-
gas
Neste caso é possivel e conveniente reexprimir os elementos de matriz Eq. 2.2 diretamente em

termos da densidade de carga p(r) utilizando a equagao de Poisson. No caso de uma distribuigao
de cargas (e portanto também de um potencial) com simetria esférica essa equagao da

V2V (r) = == [rV(r)] = 4mep(r).

Integrando a Eq. 2.2 nas varidveis angulares (como anteriormente) e, em seguida, integrando
por partes duas vezes, resulta

(kf]V]k ——/ drrV (r)sin(qr) = / drw [V (r)] sin(qr)

- _Vq?’/o drrp(r)sin(qr).

E conveniente ainda parametrizar a distribuigao de cargas em termos de uma funcao f(r)
definida, para um nicleo de carga Ze, através de

p(r) = Ze f(r)
de modo que [drf(r) = 1. O que se obtém assim é

Lo ArZe?  Ax oo
(Bs[VIE) = — 7;26 x 25 drr f(r) sin(qr)
q q Jo
47 e?

= g *F@ (2.3)

Este resultado difere daquele obtido para o caso de uma carga puntiforme apenas pelo fator
F(q), e portanto a seccao de choque correspondente fica

do  doy, 9
Q- a0 = [F(q)]"- (2.4)

A determinacao da distribuicao de carga a partir de medidas da seccao de choque elastica
envolve portanto o problema de inverter a Eq. 2.4. Uma forma pratica de tratar esse problema
é simplesmente parametrizar f(r) de forma suficientemente flexivel e ajustar os parametros
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comparando o resultado do calculo da Eq. 2.4 com os dados. E importante notar que o “fator
de forma” F(q), para valores pequenos de ¢, é insensivel aos detalhes mais finos da distribuicao
f(r). De fato, para um dado valor de ¢, F'(¢q) envolve uma integracao dessa fungao em r com uma
fungao peso oscilante com comprimento de onda 27/q, e essa integracao na realidade suaviza
qualquer estrutura espacial de f(r) em escalas mais finas que essa. Para atingir resolugdes
espaciais da ordem de 07 é preciso entdao medir o fator de forma eldstico F'(q) até valores do
momento transferido da ordem de 27/0r. Isso dé valores do momento transferido ¢ da ordem
de 1 GeV para ér da ordem de 1 fm, o que por sua vez implica na necessidade de feixes de
electrons com energia da mesma ordem. Isso serve, em particular, para justificar a aproximagao
ultra-relativistica utilizada para a cinematica do electron no célculo da seccao de choque, sendo
a massa de repouso do electron 0.511 MeV.

2.3 Sistematica das distribuicoes de carga

Embora medidas cuidadosas da distribuicao de cargas de nicleos especificos mostrem carac-
teristicas individuais, ligadas em particulas a estrutura de camadas que sera tratada adiante
no contexto das massas nucleares, existe um comportamento médio que pode ser descrito de
forma simples: a distribui¢ao de carga de nucleos estaveis (no sentido pratico de possibilitarem
a fabricac@o de alvos para medidas de espalhamento elastico de electrons) tem um raio propor-
cional a A'/3 (onde A é o nimero de massa A = N + Z) e uma superficie difusa de espessura
essencialmente independente de A. Essa distribuicao média é usualmente parametrizada por
uma funcao f(r) dada por

J(r) = foll +exp =] (25)

onde ¢ ~ 1.07 x AY? fm e d ~ 0.55 fm definem respectivamente o raio e a difusividade da
distribui¢do. A constante f; é fixada simplesmente por normalizacao, impondo que [ dr’f(r) =
1. De fato, é claro que para r = ¢ o valor de f(r) se reduz a f/2. Além disso, um célculo
simples mostra que a espessura da superficie, definida como o intervalo de r em que f(r) cai
de 0.9 x fo até 0.1 x fy, é s = 4.4d.

Nao existem atualmente resultados diretos de precisao comparavel a esses para a distribuicao
de neutrons nos mesmos nucleos. Evidéncias indiretas (como a diferenga de energia entre nicleos
espelho, ou a energia de estados isobaricamente andlogos) sugerem que essa distribui¢ao seja
essencialmente igual a distribuicao de carga. Tomando isso como hipdtese, a proporcionalidade
do raio com A3 (e portanto a proporciomalidade do volume a A) d4 uma indicacdo clara da
saturagao da matéria nuclear, pelo menos no que diz respeito a classe considerada de niucleos
estaveis. Os parametros ajustados a Eq. 2.5 dao nessas condi¢oes uma densidade de saturagao



de 1.7 x10% nucleons por cm?®, ou equivalentemente um volume de saturacao por particula

de (1.8)3 fm?3/nucleon. Um campo de pesquisa hoje muito ativo, no entanto é o dos chamados
“nuicleos exdticos”, que estao muito afastados dos nicleos estaveis (por terem um excesso grande
de neutrons ou de protons em relacao a estes). Estes niucleos, embora estaveis no que diz
respeito as forgas nucleares, sdo bastante instaveis com relacdo ao decaimento beta (v. segao
xx abaixo), e disponiveis apenas sob a forma de feixes secundarios, resultantes da fragmentagao
de um feixe de ntcleos estaveis devida a um primeiro processo de colisao. Alguns dos membros
mais estudados dessa familia, como o 'Li (com 8 neutrons) e o ''Be (com 7 neutrons) mostram
uma distribuigdo de neutrons (determinada indiretamente através de colisdes nucleares) com
raio muito maior que raios de distribuicoes de carga tipicos de ntcleos vizinhos, e sao por isso
chamados nucleos com “halo” de neutrons. Os problemas de estrutura nuclear desses “nucleos
exoticos” estao ainda longe de serem razoavelmente compreendidos.

2.4 Massas nucleares: organizacao usual da base de da-
dos

As massas dos nucleos diferem da soma das massas de seus constituintes (tomados como protons
e neutrons) devido a efeitos dinamicos de ligagao, de acordo com o resultado relativistico geral
(e famoso!) E = mc?. Aqui esse resultado deve ser entendido sob a forma Energia de ligagao =
(massa total dos constituintes - massa do niicleo)c?. Isso inclui efeitos dinAmicos que porventura
alterem a estrutura interna (subnuclear) dos constituintes quando ligados no agregado nuclear.
Uma hip6tese (muitas vezes apenas implicita) em um grande nidmero de descrigoes tedricas
de questoes de estrutura nuclear é a de que tais efeitos subnucleares ou nao existem ou sao
quantitativamente despreziveis. As propriedades nucleares usualmente estudadas sao (digamos,
por cautela, com no maximo pouquissimas excessoes) no minimo nao incompativeis com essa
hipétese. Aqui deve-se ter em conta, porém, as limitacoes existentes para se extrair resultados
quantitativos precisos de teorias quanticas de muitos corpos. (Uma suposta excessdao, por
exemplo, tem a ver com pequenas ”anomalias”nos raios de ntcleos espelho, i.e. mesmo niimero
de massa A, mas ntimero de protons do primeiro igual ao nimero de neutrons do segundo). E um
fato que a existéncia de uma dinamica subnuclear por si s6 implica, em principio, na existéncia
de tais efeitos. A questao que permanece relativamente no escuro tem a ver porém nao com tal
questao de principio, mas com a natureza precisa e a magnitude dos efeitos subnucleares.
Apresentagao usual dos dados: Massas atomicas (dtomos neutros) tabuladas por espécie
nuclear (caracterizada pela carga Z e pelo niimero de neutrons V) em térmos de uma quantidade
chamada ”deficiéncia de massa” A definida como A = M — A, onde A é N + Z e M é a massa
atomica em questao medida em unidades tais que por definicio A = 0 para o dtomo neutro de



2C no seu estado fundamental (UAM, "unidades atomicas de massa”).

Tais massas incluem, portanto Z massas eletronicas (para um nicleo de carga Z) bem como a
energia de ligacao dos electrons no atomo. Esta tltima resulta também de efeitos complicados de
uma dinamica de muitos corpos, mas é confortavelmente exprimivel em electronvolts, enquanto
que os efeitos nucleares de ligagao devem ser expressos em milhoes de electronvolts. Para extrair
desses tabulagbes atomicas massa nucleares é usual, portanto, ignorar os efeitos de ligacao dos
electrons. (Exemplos).

Panorama geral das massas nucleares: energia de ligacao nuclear grosseiramente proporci-
onal ao nimero de massa A (7-8 MeV/A; de novo evidéncia para a ocorréncia de saturagao).
Existem no entanto variagoes importantes nao tanto em térmos quantitativos como pelo seu
carater sistematico: decréscimo para nucleos tanto mais leves quanto mais pesados que o Fe;
oscilacoes sistematicas em determinados intervalos de N e Z. Variagoes do primeiro desses dois
tipos ("efeitos de gota”) podem ser descritas fenomenologicamente de forma extremamente
economica e precisa por féormulas semi-empiricas de massa. As variacoes do segundo tipo refle-
tem propriedades mais ”personalizadas”de cada uma das diferentes espécies nucleares (”efeitos
de camada”) e pedem tratamento um tanto mais microscopico.

A partir de 1966 consolidaram-se esforcos no sentido de construir formulas de massa que
dessem conta dessas duas classes de efeitos. Esses esforgos inicialmente bifurcaram-se numa
linha de extrema transparéncia mas bastante heuristica no tratamento dos efeitos de camada
(Myers e Swiatecki) por um lado; e numa linha bastante menos transparente mas muito mais
precisa e especifica no tratamento desse mesmos efeitos (Strutinski). Atualmente utiliza-se de
forma praticamente exclusiva versoes sofisticadas do método de Strutinski para o tratamento
de efeitos de camada. Como as idéias basicas podem ser explicadas em qualquer dos métodos,
por razoes pedagdgicas segue uma apresentacao na linha de Myers e Swiatecki. Esta linha
perdeu a parada no que se refere aos efeitos de camada, mas seus desenvolvimentos dominam
a linguagem de hoje no que se refere a refinamentos no tratamento dos efeitos de gota.

2.5 Foérmula de massa segundo Myers e Swiatecki

Referéncias: Nucl. Phys.81 (1966),1; Ark. Fys. 36 (1967), 343.

Constituintes; volume e superficie com a respectiva estrutura de simetria; Coulomb (com
a respectiva corre¢ao leptodérmica); emparelhamento (efeito idiosincratico geral de natureza
microscépica). Parametros ajustados, qualidade do ajuste, carater sistemdtico das discrepancias
(efeitos de camada).

Discussao dos efeitos de gota carregada e tratamento heuristico dos efeitos de
camada. A parte de variacao suave da dependéncia das energias de ligacao por nucleon com a
espécie nuclear é bem descrita em térmos de uma combinacao de efeitos de volume, supericie,



carga (repulsao Coulombiana) e simetria (dependéncia com (N — Z)?). Os fatos centrais ligados
a essa combinacao sao: a) o maximo largo da energia de ligacao por particula na regiao do Fe;
e b) o desvio do vale de estabilidade para o lado rico em neutrons a medida que A aumenta. O
ponto a) se liga diretamente as instabilidades por fusao e por fissdo respectivamente de nucleos
mais leves e mais pesados que o Fe. (Exemplos: Instabilidade de moléculas como '4N, ou
160, que sao “estados excitados” de atomos de 28Si e de 32S respectivamente; instabilidade por
fissao de estanho e chumbo, por exemplo. Producao nestes processos de fissao de fragmentos
leves que tendem a ser ricos em neutrons). Instabilidade beta e o vale dos nicleos estédveis.
(Instabilidade nuclear vs. beta. -; aula 4)

Extrapolacao das energias de ligacao conhecidas para as regioes extremamente ricas em neu-
trons (“linhas de gotejamento de neutrons/protons” (neutron/proton drip lines)). Dependéncia
suave destas linhas com N e Z, a menos de efeitos do termo de emparelhamento, que é a rigor
apenas uma primeira correcao devida a propriedades da estrutura especifica de nicleos indivi-
duais (notadamente as corregoes de camada). Exemplo de efeito de emparelhamento na neutron
drip line: estabilidade nuclear do ' Li e do ?Li e nao estabilidade do °Li. (Carater borromeano
do 'Li); como "Be também é estavel o 'Li ndo ¢ uma ilha, mas um recorte na peninsula de
nicleos estaveis.

Efeitos de camada: relacao com dinamica de fermions independentes (ou pelo menos “quase
independentes”) e confinados via agrupamentos em energia de estados de um fermion mais
limitagoes de disponibilidades determinadas pelo principio de exclusao. Tratamento Myers-
Swiatecki, idéia do método “macroscopico-microscopico” para resolver os problemas da pre-
cisao necessaria. Strutinski: niveis mais realisticos, problema de determinar a subtracao suave
para viabilizar o método macroscopico-microscopico. Vantagens no tratamento de efeitos de
deformacgao.

Férmula de massa 1992 de Moller et al. Vale de estabilidade (ou peninsula de energia de
ligacao) com efeitos de camada. Estrutura das linhas de gotejamento (importancia para o
problema da nucleossintese estelas dos elementos mais pesados que o Fe.

2.6 Instabilidade beta

Caso “elementar”: decaimento beta do neutron. Balango de energia no decaimento por emissao
de electrons (supondo neutrinos de massa zero!):

M,(N,Z) > M,(N —1,Z + 1) + me,.
Isso pode ser posto em térmos de massas atomicas e de deficiéncias de massa A:
(N+2)+A(N,Z)—Zm.>(N+Z)+ AN -1,Z+1) — (Z+ 1)m. — m,.
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As massas eletronicas se cancelam assim como (N+Z), de modo que o decaimento é energeti-
camente possivel se A(N,Z) > A(N —1,Z + 1). Para a emissao de positron:

Mu(N,Z) > My(N +1,Z — 1) +m,

Pondo tudo em termos de deficiencias de massa resulta que este processo é energeticamente
permitido quando A(N,Z) > A(N +1,Z — 1) + 2m, (é necessério um saldo livre de 1.022
MeV). Este processo compete em geral com o processo de captura de electrons (atomicos), que
¢ no entanto menos exigente em termos de diferengas de massa:

Me + My(N,Z) > My(N + 1,7 — 1)

o que pode ocorrer sempre que A(N,Z) > A(N +1,7Z —1). Em todos os casos acima a energia
excedente é carregada pelos neutrinos ou anti-neutrinos associados aos processos.

Processos de decaimento beta tendem a concentrar as espécies nucleares naturais apenas as
vizinhancas mais imediatas do vale de estabilidade. As vidas médias associadas aos decaimentos
tendem a diminuir com o maior afastamento do vale de estabilidade devido a tendéncia que a
energia disponivel tem de aumentar com esse afastamento. (Ha outros fatores cruciais, porém,
ligados a estrutura dos nicleos inicial e final envolvidos!).
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Capitulo 3

Abundancias nucleares e nucleossintese

Tres ntimeros basicos: X < 0.73; 0.30 >'Y > 0.25; Z < 0.02. X=fracao de massa correspondente
a hidrogénio; Y=fracao de massa correspondente a Z=2; Z=resto. A distribuicao de Z pelos
vérios elementos (mais pesados que He) apresenta uma estrutura rica e significativa. Sistemas
astrofisicamente mais novos tendem a ser ligeiramente mais ricos em elementos mais pesados,
sem no entanto fugir significativamente desse quadro geral de tres ntimeros.

Cendrios para a produgao desse estado de coisas: 1) Nucleossintese primordial, nos pri-
meiros minutos do universo do “big bang”, para a producao de algumas espécies mais leves,
e particularmente de praticamente todo o He; 2) Nucleossintese estelar, para os elementos do
grupo Z, através de processos de fusdo (para néleos até os da regido do Fe) e de outras formas
de acres¢ao de nucleons (notadamente captura de neutrons). Tanto o universo muito jovem
como o interior de estrelas funcionam como laboratoérios nucleares difusos e em grande escala.
Os processos fundamentais sao reagoes nucleares que ocorrem aleatoriamente entre fragmentos
agitados termicamente por altas temperaturas. Escala térmica de energias: estabelecida via
constante de Boltzmann, k& = 8.62 x 107° eV /°K. Valor de massas e energias notéveis em “K.
Notagao T,, para as ordens de grandeza na escala térmica de energias. (Exemplo: m, = 5.9375,
relacionada com condogdes iniciais para a nucleossintese primordial).

3.1 Descricao dos processos nucleares em meios difusos
e quentes

N; = ntimero de ntcleos tipo ¢ por unidade de volume. Aumento de N;: processos tipo j +k —
1+ ... Reducao de N;: processos tipo ¢ + j — nao ¢

Equagoes para os N; como funcoes do tempo podem ser escritas em termos de taxas de reacao
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que podem ser expressas em termos de secgoes de choque:

dN;
dt

—ZNNk O"Ujkz ZNNZ 0U>zlz

Jik

Na primeira soma ¢ é excluido como estado inicial, na segunda como estado final. Os sumandos
nos dois termos sao taxas médias de reacao que podem ser expressas em termos de secgoes de

choque. Variaveis alternativas:
N; M;
Xi= ———.
25 NjM;

X, é a fracao da densidade total que esta sob a forma 7: M; é a massa da espéciez e >.; X; = 1;
chamando >>; N;M; = p,, densidade barionica total (massa/volume), X; = N;M;/p, = Y;M; de
modo que

N, X,
}/;; = — = —.
Po M;
Em termos dessas variaveis N; = Y;p, e as equagoes ficam
dY;
7 =Y Yapu(ov) jha — ZYYle V)i

7,k

Relacao entre as taxas de transigao por unidade de volume dN;/dt e secgdes de choque:
ok = taxa de transi¢do /(nimero de alvos x fluxo incidente). Mas fluxo incidente = (nimero
de projeteis xv)/volume. Portanto taxa de transicdo por unidade de volume = oj; X vX
(nimero de projeteis/volume) x (ntmero de alvos/volume), de acordo com a forma dos su-
mandos das equacoes diferenciais para as taxas. No meio térmico os produtos ov devem ser
substituidos por seu valor médio na distribui¢ao térmica de velocidades relativas (em geral
o =o(v)!). Essa distribuicao (temperaturas altas) é uma distribuigao de Boltzmann:

02

o H 32 _L
o) = (o) P =57

onde p é a massa reduzida do par projétil-alvo. Isso da

2

- 32 [ dnor ()05 exp — H
<O—,U>jk‘;’l 47T(27T]€T) /0 dUU]kﬂ( )U exp LT

Exemplo: calculo de D. N. Schramm e R. V. Wagoner, Ann. Rev. Nucl. Sci. 27 (1977)
37 para a nucleossintese no universo primordial. Observacao: apenas colisoes binarias foram
consideradas neste tratamento. Isso se justifica desde que a densidade p, seja suficientemente
baixa, o que ocorre de fato e.g. no caso do célculo de Schramm e Wagoner.
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3.2 Processos nucleares astrofisicos

Referéncias:

1. Donald D. Clayton, Principles of stellar evolution and nucleossynthesis, McGraw-Hill
1968 (Existe uma edi¢do bem mais recente; V. esp. Caps. 3, 4 e 5 da edic¢ao de 68).

2. Virginia Trimble, Revs. Mod. Phys. 47, 884 (1975).

3. H. Reeves, Role of Nuclear Reactions in the Evolution of the Galazy, Escola Enrico Fermi
(Varenna) Curso LIII (1972), Academic Press 1973.

O ponto de partida para a nucleossintese primordial foi um meio ainda rico em neutrons,
que finalmente se combinaram cou um ntmero suficiente de protons produzindo essencialmete
todo o He hoje existente (além de tragos de outros elementos leves). A situagao inicial num neio
estelar, fortemente dominado em sua constituigao por protons (hidrogénio), exige a consideragao
de outros processos nucleares para dar conta do funcionamento da estrela. Processos envolvendo
interagoes nucleares e eletromagnéticas (importancia eventual destas para o descarte da energia
de ligacao nuclear liberada pelas reagoes!) nao dao conta da situacao: a) da interagao (nuclear)
p + pep + ‘He (que sao os ingredientes mais abundantes) nao resulta qualquer produto estavel.
Um processo exotérmico é p + 2H —3He + ~, mas a baixissima abundancia de deutério faz com
que ele nao possa ser importante, pelo menos quantitativamente. A solucao tida hoje como
adequada para esse problema foi proposta em 1939 por Hans Bethe (H. A. Bethe, Phys.Rev.
55,103 (1939); ibid. 434 (1939)) e envolve de uma forma essencial interacoes fracas para a
producao de deutério a partir de protons: p + p —2H + et + v.

Como as interagoes fracas tem alcance muito curto é preciso para que essa reacao ocorra a
aproximacao dos protons contra a tendéncia da barreira coulombiana. Isso exige temperaturas
altas:

2

% - %M@V - 1%58 x 1010 0K
quando d é expressa em fm. Usando para d 1.6 fm (~ 2x raio da distribuigdo de carga
do proton) isso dd ~ 109 YK. Na realidade distancias um pouco maiores sao suficientemente
eficientes, e tendo em conta a distribuigao de velocidades (Boltzmann) resulta que a temperatura
necessaria para o funcionamento do processo estd por volta dos 107 °K.
Ciclo pp e seu balango de energia.
Papel de contaminantes pesados: ciclos “cataliticos” tipo CNO e suas variantes. Balanco de
energia.
Queima do helio e o problema da abundancia do carbono. Ressonancias e “picos de Gamow”.
Queima de oxigénio, produgao de pares, luminosidade de neutrinos.
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Pico do Fe: equilibrio estatistico.
Nucleos mais pesados que o Fe: processo S e processo R.
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Capitulo 4

Fenomenologia das forcas nucleares e a
matéria nuclear

No tratamento nao relativistico de sistemas nucleares, a interagao nuclear entre os nucleons
constituintes é descrita por meio de um potencial de dois corpos que depende nao sé das
posicoes de cada um dos nucleons mas também de suas varidveis de spin, e de seu momento
relativo. Em muitos casos esta ultima dependéncia nao é explicita, mas intervém de fato
através de uma dependéncia do potencial com o momento angular relativo do par de nucleons,
por exemplo. Essas complicagoes podem eventualmente ser vistas hoje como ligadas ao carater
nao elementar dos nucleons. Elas representam na realidade uma parametrizacao, em termos
das variaveis dinamicas globais dos nucleons, do resultado de interagoes envolvendo graus de
liberdade subnucleares nao explicitados. Uma situag ao qualitativamente analoga a essa, e que
conduz a resultados semelhantemente complicados, se encontra por exemplo na descrigao de
forgas interatomicas em termos de variaveis dinamicas associadas ao atomo como um todo,
isto é, sem referencia a existéncia do n ucleo com seu campo Coulombiano, dos electrons,
etc. Ao contrario deste caso, porém, para o qual existem tanto uma descricao dinamica mais
microscopica quanto a possibilidade de calcular suas conseqgéncias (o que é efetivamente feito
no contexto da quimica quantica, por exemplo), no caso nuclear os tratamentos subnucleares
tém ainda um carater ainda apenas exploratério e/ou se amparam fortemente em simplificagoes
quantitativamente pouco controlaveis da dinamica subnuclear.

Existem atualmente diversos potenciais fenomenoldgicos nucleon- nucleon, para os quais
sao utilizadas formas ou critérios de parametriza ao também diversos. Em todos os casos
o valor dos parametros é ajustado a observaveis do sistema de dois corpos, que incluem as
propriedades do deuteron e dados de espalhamento em energias de até algumas centenas de
MeV. As diferentes formas dos potenciais, por outro lado, refletem diferencas entre esquemas
tedricos e/ou intengoes subjacentes. Idealmente, todos os potenciais fenomenolégicos assim
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determinados sao equivalentes do ponto de vista que ajustam os dados experimentais referentes
ao sistema de dois corpos. Isso nao significa, contudo, que eles sejam equivalentes também do
ponto de vista dos sistemas de muitos corpos. A razao disso é que as propriedades desses sistema
envolvem processos de interagao entre particulas que na realidade nunca estao assintoticamente
livres, e esses processos nao sao univocamente determinados pelos dados de espalhamento e
pelas propriedades de um tnico estado ligado.

4.1 Propriedades gerais do potencial de dois corpos

Diversas caracteristicas gerais do potencial nuclear de dois corpos sao determinadas pelas pro-
priedades do deuteron e por dados de espalhamento em energias baixas (E menor que cerca de
10 MeV no sistema de centro de massa). Algumas outras apenas aparecem através dos dados
de espalhamento em energias mais altas (até cerca de 300 MeV no centro de massa).

4.1.1 Propriedades em baixas energias (E < 10 MeV)

Um fato crucial é a existéncia de um tunico estado ligado para sistemas de dois nucleons. Ele
envolve um proton e um neutron (A = 2, Z = 1), tem energia de ligacdo 2.2 MeV, momento
angular total e paridade J™ = 17. A paridade positiva implica que o momento angular orbital
é par, e o valor de J restringe os valores possiveis a L = 0 ou L = 2. Em ambos os casos é
necessario que o spin total seja S = 1. A inexisténcia de um estado ligado com spin total S = 0
no sistema nuclear de dois corpos revela que a interacao depende do spin e deve ser menos
ligante no estado singleto .S = 0 que no estado tripleto S = 1.

Devido a presenca de efeitos centrifugos nas ondas parciais L # 0 é natural esperar que
o estado fundamental de um sistema de dois corpos interagindo através de forcas centrais
tenha L = 0, que corresponde a um dos dois tnicos valores possiveis identificados acima.
No entanto, o deuteron tem um momento de quadrupolo estatico diferente de zero, o que
nao permite excluir a possibilidade L = 2. De fato, e como discutido com maiores detalhes
adiante, o momento de quadrupolo elétrico esta associado a um operador tensorial irredutivel
de ordem 2 agindo sobre a parte espacial do estado. Se esta tivesse uma carater L = 0 puro,
o momento estatico de quadrupolo elétrico seria nulo como uma consegéncia do teorema de
Wigner-Eckart (elementos de matriz do operador de quadrupolo elétrico contém como fator
o coeficiente de Clebsh-Gordan C339, = 0). O valor do momento de quadrupolo do deuteron
é consistente com uma mistura relativamente modesta (da ordem de 4A sua existéncia revela
porém que a interagao responsavel pelo deuteron deve necessariamente conter componentes nao
centrais no sentido de nao invariantes por rotacoes das varidveis espaciais, embora preservando
a invarianga rotacional do sistema como um todo (incuindo as varidveis de spin). No caso de se
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excluir dependéncia explicita com os momentos dos nucleons, esse carater nao central s6 pode
consistir num efeito de correlagao das variaveis de posicao dos nucleons com a dire¢ao do spin
total S = 1.

O potencial mais geral que é consistente com a conservagdo do momento angular total (in-
varianga rotacional geral) e que ndo depende de momentos (dependendo portanto das posigoes
e dos spins dos nucleons tem a forma

V(1,2) = Vo(r) + si - $3Va(r) + SiaVir(r) (4.1)
onde
5= 12Ty (12)

com 7 =171 —r3 e r = |F], sendo $7 e $3 os spins dos dois nucleons. O termo envolvendo Vi(r)
introduz uma dependencia do potencial com o valor do spin total sem quebrar a invarianca
por rotagoes espaciais. De fato o operador s - s3 é diagonal na representacao em que o spin
total é diagonal, e seus autovalores sao respectivamente -3/4 e 1/4 para S = 0 e para S = 1.
O termo envolvendo Vr(r) (chamado "forga tensorial”), por outro lado, correlaciona os spins
com a direcao de 7 e quebra portanto a invarianca por rotacao das variaveis espaciais e com
ela a conservacao do momento angular orbital. O seu carater escalar garante no entanto a
conservagao do momento angular total. O tultimo térmo na definicao de Sis é incluido por
conveniéncia, para que esse operador dé um resultado nulo quando agindo sobre estados de dois
nucleons com S = 0.

Alcance e profundidade do potencial. Os dados relativos ao sistema de dois nucleons na
faixa de baixas energias nao sao suficientes para determinar mais que alguns parametros ligados
as fungoes Vy, Vi e Vr que aparecem na Eq. 4.1. Em particular, é possivel estabelecer as escalas
de distancia e de energia que sao relevantes para essas funcoes. A escala de distancias pode ser
inferida do fato de que o espalhamento neutron-proton é isotrépico (no sistema de centro de
massa) para energias de até ~10 MeV. Supondo que a partir dessa energia comecem a contribuir
ondas parciais com L > 1, e usando a relacao semiclassica hL =~ bp, onde b é o parametro de
impacto e p é o médulo do momento relativo, o alcance do potencial pode ser estimado em
termos do parametro de impacto associado a L = 1 e ao valor de p correspondente a energia de
10 Mev. Isso d& uma escala tipica de poucos (= 2) fm. Uma consequencia disso e do valor da
energia de ligacao do deuteron é que a profundidade do potencial que liga o deuteron deve ter
como ordem de grandeza varias dezenas de MeV. Nessa escala a energia deligacao do deuteron
¢é bastante pequena; o tunico estado ligado de dois nucleons é portanto bem fracamente ligado,
na realidade.

Este ultimo resultado, juntamente com o valor da seccao de choque total neutron-proton
extrapolada para energia zero, o,,,(E = 0) = 20.4x 1072 cm?, oferece a possibilidade de estimar
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de forma mais quantitativa e dependéncia de spin (representada pelo termo V) na Eq. 4.1. De
fato, em energias muito baixas o espalhamento é dominado pela onda s e a seccao de choque
total pode ser escrita, em geral, em termos da respectiva defasagem d, como

sin? &y
k2

Como essa seccao de choque é finita para £ = 0, é preciso que dg — 0 linearmente com k&
quando k — 0. Nessas condigoes, a quantidade relevante em energia zero nao é o valor da
defasagem, mas o do limite lim dy/k com k& — 0. Ao mesmo tempo, o valor da secgao de choque
em energia zero nao permite distinguir entre diferentes potenciais que produzam o mesmo valor
para esse limite. Esse resultado pode ser estendido para energias muito baixas (embora ja nao
apenas zero) através da chamada expansao de alcance efetivo, que é usualmente escrita como
uma expansao em poténcias de k£ da funcao k cot d:

o=4r

kcot 0y = ! + lrok2 + ...

a 2
O parametro a é chamado comprimento de espalhamento e coincide a menos de um sinal com
o limite considerado acima que determina a seccao de choque em energia zero. O parametro
ro no termo seguinte é chamado alcance efetivo da interagao. Esses dois parametros definem
completamente a seccao de choque para energias suficientemente baixas. No caso do espalha-
mento neutron-proton ha na realidade dois tipos de espalhamento: com spin total S = 0 e
com spin total S = 1. Com a possivel dependéncia do spin da interacao nuclear, em energia
baixa havera correspondentemente un comprimento de espalhamento e um alcance efetivo para
cada um desses dois casos. Supondo que o feixe de neutrons e/ou o alvo de protons nao sejam
polarizados, essas duas possibilidades para o spin total aparecerao com seus respectivos pesos
estatisticos qie sao 1 e 3 respectivamente. Dessa forma, a seccao de choque em energia zero
sera

1 3

Sendo a energia de ligacao do deuteron ”préxima de zero”, isto é, muito menor que a ordem de
grandeza da profundidade do potencial, é possivel obter a partir dela uma estimativa para ag—;.
A partir desse numero, a Eq. 4.3 d4 uma estimativa para o comprimento de espalhamento no
estado singleto ag—o.

Para obter a estimativa de ag—; é preciso lembrar que a cauda exponencial exp(—~xr) da
funcao de onda relativa do deuteron para valores de r maiores que o alcance do potencial tem
uma constante de decaimento k relacionada com a energia de ligacao By através de By =
h*k?%/2p onde p é a massa reduzida do sistema neutron-proton. Por ser determinado no interior
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do potencial que tem uma profundidade muito maior que a energia de ligacao, uma estimativa
razoavel para a derivada logaritmica da funcao de onda interna no raio de alcance do potencial
R e em energia zero é

W(R) _
u(R)

Para o espalhamento da onda s essa quantidade deve ser identificada com a derivada logaritmica
da fungao de omda externa no limite k& — 0, que pode ser escrita como

cos(kR + 0s—1) L 1
sin(k:R + 55;1) as—=1 — R

~ —K.

Usando R ~ 2 fm o valor que se obtém para as—; ¢ ~ 6.3 fm. Esse valor corresponde a
uma seccao de choque og—1 ~ 4.8 x 1072* cm? e, através da Eq. 4.3, a um comprimento de
espalhamento para o estado singleto as—g ~ +17.8 fm. A indeterminacao do sinal de ag—y é
uma limitacao inescapavel deste procedimento, dado que a seccao de choque total escrita na Eq.
4.3 s6 depende do quadrado dessa quantidade. A conclusao possivel é portanto que o médulo
do comprimento de espalhamento no estado singleto é consideravelmente mator que no estado
tripleto.

Um resultado conhecido da teoria da expansao de alcance efetivo (v. e.g. A. Messiah,
Quantum Mechanics, J. Wiley (1961), Ch. X, §20) é o de que o comprimento de espalhamento
apresenta um comportamento singular quando o potencial tem um estado ligado com energia de
ligagao zero. Para energias de ligacao pequenas mas nao nulas o comprimento de espalhamento
¢é grande e positivo, enquanto que para situagoes em que o potencial nao chega a ser suficiente-
mente ligante ele é grande e negativo. O sinal de ag—g tem portanto uma importancia crucial
para determinar seja a existéncia de um estado ligado com S = 0 do sistema neutron-proton,
com energia de ligag ao apreciavelmente menor que a do deuteron, seja a inexisténcia de tal
estado como estado ligado. Ele foi determinado através de experiéncias cuidadosas de espalha-
mento de neutrons frios por parahidrogénio (moléculas diatomicas de hidrogénio cujos protons
tem spins anti-paralelos) em que é possivel detectar a interferéncia do espalhamento com S = 1
e com S = 0. Dessa forma foi possivel determinar que as—y é negativo, e que portanto ndao
ha um estado ligado neutron-proton com S = 0. Os valores dos parametros da expansao de
alcance efetivo obtidos de uma analise completa dos dados de espalhamento neutron-proton em
baixas energias sao (valores em fm)

as—y = —23.71£0.07
as—1 = 95.38£0.03
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ros—o = 24403
ros—1 = 1.7140.03. (4.4)

4.1.2 Independéncia de carga e isospin

Como contrapartida das complicagoes relativas a dependéncia com o spin, a interacao nuclear
entre dois nucleons tem a simplicidade de ser essencialmente independente de carga, isto é,
dependente apenas do estado espacial e de spin do par de nucleons e nao da carga dos nucleons
envolvidos respeitadas as restricoes impostas pelo principio de Pauli. Essa propriedade pode
ser entendida mais facilmente através de um inventario dos estados possiveis do sistema de dois
nucleons.

Tabela de estados

Como pode ser visto nessa tabela, estados antissimétricos no que se refere a parte espacial e
de spin podem ser realizados de tres formas distintas no que se refere as cargas dos nucleons,
enquanto estados simétricos na parte espacial e de spin podem ser realizados de uma tinica forma
em termos das cargas. No primeiro caso, dois dos tres estados de carga possiveis (nn e pp) sao
simétricos na carga dos nucleons. Isso sugere que seja de certa forma natural escolher a terceira
possibilidade (np) também na sua versao simétrica, (np+pn), atribuindo por outrolado a versao
antissimétrica, (np-pn), aos estados simétricos na parte espacial e de spin. A independencia
de carga da interacao nucleon-nucleon significa que, em todos os estados espaciais e de spin
que podem ser realizados de mais de uma forma em termos da carga dos nucleons, a interacao
nuclear nao depende da forma como ela seja realizada. Assim a intera,ao nuclear entre dois
neutrons com L = S = J = 0 é igual a interacao nuclear entre um proton e um neutron ou
entre dois protons (excluidos efeitos eletromagnéticos que evidentemente nao sdo independentes
de cargal).

O agrupamento acima dos estados de carga de dois nucleons em tripletos simétricos e sin-
gletos antissimétricos é inteiramente andlogo a classificagao do spin total de duas particulas
de spin 1/2 em termos do spin total: o tripleto simétrico corresponde a S = 1 e o singleto
antissimétrico a S = 0. Essa analogia pode ser explorada mais formalmente descrevendo res-
pectivamente o proton e o neutron como dois autoestados possiveis de uma particula com um
grau de liberdade interno (isospin) caracterizado por tres operadores t;, i =1,2,3 satisfazendo
regras de comutagao andlogas as do momento angular e realizados em termos das matrizes de
Pauli, como no caso do spin 1/2. E usual tomar esses dois estados como autovetores de ¢3.
A atribuigao a cada um deles de um dado estado de carga (neuton ou proton) é inteiramente
convencional e algo varidavel. Serd usada aqui a convencgao e associar o proton ao autovalor
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+1/2 de t3.

Observagoes relativas ao isospin: 1) Embora associado a um formalismo andlogo ao do
momento angular, o isospin é introduzido como um grau de liberdade interno dos nucleons
associado a carga e portanto nao tem nada a ver com as varidveis dinamicas associadas ao
momento angular e ao spin. Em particular, o espago onde sao definidas as tres componentes t; do
isospin nao tem neda a ver com o espaco de configuragoes usual. Ele é as vezes chamado ”espago
de carga”. O momento angular e o spin estao associados as propriedades de transformagao
do estado do sistema sob rotacoes espaciais, e estas em nada afetam o estado de carga das
particulas do sistema. 2) Um nucleon pode ser visto como um fermion com dois graus de
liberdade internos (spin e isospin) cada um dos quais contendo a possibilidade de dois estados
distintos. Um sistema de muitos nucleons pode ser visto como um sistema de muitos fermions
desse tipo idénticos, e que portanto devem satisfazer a condicao de antissimetria sob troca
de todas as varidveis dinamicas (i.e., inclusive as varidveis de isospin) de qualquer par. Isto
significa, em particular, que um dado estado espacial pode ser ocupado no maximo por quatro
nucleons, que é o nimero de estados distintos de spin e isospin.

4.1.3 Propriedades em energias maiores que 10 MeV

Acima de cerca de 10 MeV o espalhamento proton-neutron deixa de ser isotrépico no sistema de
centro de massa devido a participagao de ondas parciais com L > (0. Uma propriedade saliente
da anisotropia observada, no entanto, é uma acentuada tendéncia a simetria das distribuicoes
angulares em torno de 90° no sistema de centro de massa. Essa tendéncia se mantém até energias
de centro de massa da ordem de 300 MeV. Uma simetria completa em torno de 90° pode ser
obtida anulando todas as contribuicoes a amplitude de espalhamento associadas a ondas parciais
com momento angular orbital L impar, de modo que o comportamento observado indica pelo
menos uma atenuacao importante dessas contribui¢oes. O comportamento das distribuicoes
angulares indica dessa forma uma dependéncia de estado adicional da interacao nuclear, que
consiste em que ela é consideravelmente menos intensa em canais associados a valores impares
de L. Isso pode ser formalizado introduzindo o chamado operador de troca de Majorana P,
cuja acao sobre uma funcao de onda de duas particulas é definida por

Py®(risity, masaty) = ®(r3s1t1, 1180l0)

isto é, Pj; permuta as coordenadas espaciais das duas particulas. (Nessa expressao s; e t;
sdo variaveis de spin e isospin das particulas, respectivamente). Uma modifica¢do da agao do
potencial sobre estados com L impar pode portanto ser obtida escrevendo

a—I—bPM

Vir) - Vi) S
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No caso particular em que a = b = 1 a interacao se anula em ondas parciais com L impar
e o potencial d4 origem a dirtribuicoes angulares rigorosamente simétricas em torno de 90°.
Nesse caso o potencial é conhecido como “forca de Serber”, de modo que pode-se dizer que as
distribuicoes angulares neutron-proton acima de 10 MeV indicam que a interagao nuclear tem
aproximadamente um carater de Serber ( é consideravelmente mais fraca para L impar).

Isotropia das distribuicoes angulares pp a altas energias: interferéncia de ondas parciais,
tamanho da seccao de choque exclui espalhamento apenas com L = 0 por unitariedade. Chave:
troca de sinal da defasagem L = 0 em energias mais altas. Carégo repulsivo, raio ~ 0.4 fm.

Dados de polarizagao em energias mais altas levam a introducao de uma interagao spin-
orbita de curto alcance (a dependéncia de spin e a forga tensorial nao sdo suficientes para dar
conta da polarizagao observada).

O resultado dessa analise leva a um potencial que pode ser escrito como uma soma de termos
dependentes de spin e paridade (ou de isospin e paridade, usando a antissimetria da fungao de
onda no formalismo de isospin). Esses potenciais tem um cardggrepulsivo com raio da ordem
de 0.4 fm e aqueles correspondentes a estados com S = 1 incluem a forca tensorial.

Potenciais fenomenoldgicos realisticos: Hamada Johnston, Yale, Reid, Bonn, Paris. OBEP
como ingrediente fonomenoldgico. Carogo duro vs. caroco mole.

4.2 Repulsao de curto alcance e saturacao da matéria
nuclear

A propriedade de saturagao da matéria nuclear, revelada pela férmula semi-empirica de massa e
pela sistematica dos raios nucleares como fungao do niimero de massa A, é uma das mais simples
que pode ser submetida ao teste de uma anélise microscopica, isto é, formulada em termos de
nucleons e da interacao nuclear obtida fenomenologicamente a partir de dados relativos ao
sistema de dois nucleons. Antes que as propriedades da interacao nucleon-nucleon relacionadas
com os dados de espalhamento e energias mais altas tivessem sido suficientemente entendidas,
no entanto, a analise da saturacao se defrontava com dificuldades importantes com respeito a
origem da replusao capaz de impedir o colapso para densidade infinita. Atualmente, o mesmo
argumento pode ser usado para indicar o papel crucial desempenhado pelo caroco repulsivo
para a ocorréncia da saturacao.

O argumento é na realidade bastante simples, e baseado no principio variacional de Ritz,
segundo o qual o valor médio de uma hamiltoniana H em um estado arbitrdrio |1)) d4 um limite
superior para a energia do estado fundamental Fy da mesma hamiltoniana:
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g < WLH[D)

- WY

Para um sistema extenso (infinito) de muitos corpos Fy é uma quantidade também infinita
devido ao carater extensivo da energia, e ¢ mais conveniente por isso considerar a energia por
particula que, no formalismo de segunda quantizacao, pode der escrita como

Ey _ (0| H|9) (15)

AT (WIN|Y)

onde N =X, ala,, com a = {\, s,t} é o operador niimero de nucleons. O ponto crucial para o
estudo da saturacao é que quando o lado direito da ultima expressao se torna arbitrariamente
negativo para algum estado [¢)) com densidade arbitrariamente alta, entdo certamente um
célculo exato de Ey/A mostrard também esse tipo de colapso, devido & propriedade de limite
superior do valor médio calculado na Eq. 4.5. Nessas condigoes é possivel concluir rigorosamente
pela nao saturacao do sistema independentemente da factibilidade do calculo exato, e nisto
reside precisamente o poder do método.

Uma classe particularmente simples de estados-teste, mas que é suficiente para analisar a
saturagao de forcas representadas por potenciais suficientemente regulares (excluindo, em par-
ticular, carogos repulsivos) consiste nos estados de muitos fermions livres. Os autoestados de
energia de um fermion livre pode ser tomado também como autoestados do momento multipli-
cados pelos espinores e iso-espinores apropriados, e problemas de normalizacao sao minimizados
adotando um volume de quantizacao finito V e condigoes periddicas de contorno. Usando esses
estados para definir operadores de criagao e aniquilagao, isto é

ik

t =€
st = /dr 1/2¢5t(F)7

os estados de muitos fermions livres (incuindo as propriedades exigidasde antissimetria) podem
ser escritos sob a forma

kysity, ..., kasata) = al La o) (4.6)

k;sAtA' ’ k351t1
onde |0) é o estado com zero fermions ("vécuo”). Devido as propriedades de anticomutagao
dos operadores de criacao de férmions, todos os operadores envolvidos na Eq. 4.6 devem
corresponder a estados de um férmion diferentes, sob pena de anulacao do vetor de estado. A
Hamiltoniana para o sistema de férmions livres se escreve, por outro lado, como
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Rk
H() = Z %agstagst (47)

E,s,t

de forma que cada fermion num estado de momento k contribui com a sua energia cinética para
a energia total. Esta tera o valor minimo para o estado 4.6 no qual sejam criados férmions
nos estados disponiveis de menor momento, obedecidas as restrigoes do principio de Pauli.
Portanto, para o estado fundamental do sistema de férmions livres havera um valor especial
kr do médulo de k que sera o maior valor do momento de um estado ocupado. Esse valor é
chamado "momento de Fermi”do sistema, e sera tanto maior quanto maior for o nimero A de
férmions criados no volume V), isto é, quanto maior for a densidade do sistema. Para relacionar
quantitativamente kr com a densidade A/)V basta calcular

_ . . T T
A= (Olag,, - Ws,e, N ak},sAtA"'akEslt1|0>
onde N tem o mesmo sentido que na Eq. 4.5. Para que o estado considerado aqui corresponde
ao estado fundamental do sisyema de férmions livres é preciso que os momentos ky, ..., k4 corres-
pondam aos estados com médulo de momento entre 0 e o momento de Fermi kr. Reescrevendo
a soma que aparece em N como uma integral, de acordo com a prescri¢ao usual

% - (2);)3 / dk,

resulta

Y .
A= G / dk;@(kp—k)
V R (VN
— (2ﬂ)3><4><47r/0 dk k= ki

Aqui §(kp—F) é a fungao degrau usual (valendo 1 para argumento positivo, zero para argumento
negativo). A soma sobre os diferentes estados de spin e isospin contribuem um fator 4 na Eq.
4.8.0 resultado para a densidade é portanto A/V = (2kz®)/(37%), ou seja, a densidade do
sistema de férmions livres fixa o momento de Fermi e este é proporcional & poténcia 1/3 da
densidade.

Um célculo inteiramente andlogo a esse permite obter o valor médio (Hy) da hamiltoniana
de muitos corpos Eq. 4.7 no estado fundamental escrito mais uma vez sob a forma da Eq.
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4.6. A tnica diferenca co relacao ao calculo descrito na Eq. 4.8, de fato, é um fator adicional
h?k?/2m no integrando, o que da

RV 5 3AR%kp®  3A

Smm? 5 2m 5

onde foi definida e energia de Fermi Er. Este tltimo resultado mostra que a energia cinética
média por particula (Hy)/A é 3/5 da energia de Fermi para o estado fundamental de um gés
de Fermions livres. Como esta é proporcional a kp?, sendo kp proporcional a A/ 1 ° segue
que e energia (cinétical) por particula para o gés de Fermi livre é proporcional & poténcia 2/3
da densidade. A densidade de equilibrio da matéria nuclear (~ 1.7 x 103 cm™2) as expressoes

acima dao

(Ho) =

krp ~ 1.35fm™!
Er ~ 36MeV.

A situacao de menor energia por particule de um gas de Fermions livres corresponde portanto
a densidade nula, quando o momento de Fermi (e a energia de Fermi) vai a zero. Isso se deve
ao fato de que o principio de Pauli forca o sistema a manter uma energia cinética diferente de
zero, a densidade finita, mesmo no estado fundamental. A pergunta que se pode fazer a seguir
¢é como a introducao de um potencial, regular e de carater atrativo, altera esse estado de coisas.
A inclusao do potencial implica em adicionar a hamiltoniona Hy um termo de dois corpos que

pode ser escrito em segunda quantiza¢ao e na representagdo de momentos como (v. Apéndice
A2)

V= % > (v v aﬁ)aiaj;aﬁaa (4.9)
afyé
onde os indices correspondem a uma abreviagao do conjunto de niimeros quanticos que especifi-
cam os estados de um férmion, e.g. o — k:,, Sas ta, etc. O calculo da energia média por particula
envolve agora, além do resultado da Eq. 4.8 para a energia cinética, o termo de potencial

_ . . T T
(V) = 0lag g4, is0e, V akESAtA...akzslt1|O) (4.10)
onde V' é dado pela Eq. 4.9. O célculo do ultimo fator con as relagoes de anti-comutacao dos
operadores de criagao e de aniquilagdo permite agora exprimir (V') em termos de elementos de

matriz do potencial de dois corpos:

<V> = Z [(k_isltlk_éSth|U|k§:81t1]€382t2> - <l€_151t1]€;5’2t2|U|]€382t2k_181t1>]. (411)

kisiti,kasats
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As somas nesta ultima relacao sao restritas aos estados de particula independente ocupados,
isto é, com momento menor que o momento de Fermi. O segundo elemento de matriz difere
do primeiro (chamado “termo direto”) pela troca das duas particulas no estado correspondente
ao “ket”, e é por isto chamado “termo de troca”. Este termo, bem como o sinal que o afeta,
resultam da antissimetria do estado de muitos férmions e da simetria da interacao de dois
COrpos.

Em principio o cdlculo dos elementos de matriz diretos e de troca que aparecem na Eq.
4.11 deve ser feito com o potencial nuclear de dois corpos completo, incluindo em particular
dependencia de spin e forca tensorial. No que segue, por simplicidade apenas o termo central
independente de spin V(|77 —73]) serd considerado. O calculo dos outros termos é técnicamente
andlogo (embora algo mais trabalhoso) ao do termo central independente de spin, e o resultado
obtido considerando apenas este termo nao é alterado pela incluao dos demais, como pode ser
verificado a titulo de exercicio. Exprimindo as integrais sobre as posigoes 71 e 73 em termos
da distancia relativa ¥ = 7] — 75 e do centro de massa R = (r1 + r3)/2 do par envolvido nos
elementos de matriz, e usando o fato de que o integrando nao depende da posicao do centro de
massa do par, é imediato obter o resultado

1 —
<‘/0> = Z |:/ d?’%(?“) — (55152(5t1t2/dfe_l(k1—k2)'T‘/'0(T) .

V . ’

kisiti,kasato
Devido aos dois deltas de Kronecker e a dependéncia da integral com o momento transferido
ki1 — ko no termo de troca, o termo direto é dominante nessa expressao. O carater atrativo
do potencial faz com que a sua integral seja nmegativa. Transformando entao as somas sobre

momentos em integrais, resulta que

(Vo) ~ —|Constante| x 16A x kg°. (4.12)

Essa dependéncia atrativa com o momento de Fermi domina para densidades altas (kp — 00)
a repulsao (quedrética em kp) proveniente da energia cinética, de modo que o valor médio da
hamiltoniana (e também o da energia por particula) se torna arbitrariamente negativo para
densidades suficientemente altas. De acordo com o principio variacional, isso sinaliza o colapso
do sistema de muitos férmions.

Uma tentativa de escapar dessa situagao de colapso seria invocar o caracter aproximada-
mente de Serber das interagoes nucleares, isto é, incorporar ao calculo o fato de que a atracao
representada por Vy na realidade é muito pouco efetiva nos canais com L impar. Para tratar
esse efeito no que se refere ao potencial Vj é necessario calcular a contribuicao média para a
energia potencial de V() P, onde Py; é o operador de troca de Majorana. Esse calculo é simples
e da
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1 P
VoP) == Y [ die BTV () Z 5, Sty dﬂ/g(r)].
L) J

151t1,k2s2ts
Para uma interagao de dois corpos com efeitos de troca escrita como

a+bPM

V="
O atb

a contribuicao correspondente a escrita na Eq. 4.12 é

16a 4b

a+bPM
a+b a+b

a+b

Vo ) ~ —|Constante| x ( > A X kg (4.13)
Os efeitos de troca aparecem embutidos no fator dependente dos parametros a e a. E claro que
para interagoes tipo Serber (a ~ b) esse fator é positivo e ndo modifica a conclusdo anterios
sobre o colapso do sistema. A estrutura desse fator mostra, de fato, que para reverter essa
condicao de colapso com termos de troca proporcionais a Pj; é preciso ter b ~ 4a, o que nao
corresponde as propriedades empiricas da interagao nuclear.

Esse resultado mostra que a saturacao da matéria nuclear depende de forma essencial de
outros ingredientes repulsivos, além da energia cinética exigida pelo principio de Pauli e do
anulamento aproximado da atracao nos canais com L impar, quando tratada em termos de
nucleons com interagoes de dois corpos. Esse papel pode ser preenchido pelo carogo repulsivo
que pode ser associado a interacao a curtas distancias, ao preco de algumas complicagoes
importantes para o tratamento tedrico que tem a ver com a necessidade de tratar de forma
suficientemente precisa a supressao da fungao de onda relativa do par de nucleons interagentes
a distancias menores que o diametro do carogo.
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Capitulo 5

Descricao microscéopica de nucleos
finitos

Os primeiros modelos microscopicos para ntcleos finitos se basearam no sucesso entao relati-
vamente recente da descricao da estrutura atomica em termos de electrons independentes em
um potencial médio central, e dessa forma anteciparam a idéia basica do modelo de camadas
introduzido bastante mais tarde por Mayer, Jensen e Wigner. O esvasiamento das primeiras
tentativas na dire¢ao de um modelo nuclear de pariculas independentes deveu-se a descoberta
experimental de um grande nimero de ressonancias muito estreitas no espalhamento de neu-
trons lentos por niticleos e sobretudo ao dominio avassalador das idéias de N. Bohr e de suas
supostas implicacoes para a natureza desse fenomeno. Essas idéias constituem a base do cha-
mado “modélo de nicleo composto”, segundo o qual o neutron incidente interage fortemente
com o nucleo de modo a rapidamente ter a sua energia dissipada para um grande ntmero de
graus de liberdade do sistema nuclear como um todo. Uma das conseqéncias desse processo de
equilibracao ¢é a rapida perda de memoria acerca do seu particular processo de formagao. O
“estado” de ntcleo composto se caracterizaria dessa forma apenas pelo valor das constantes de
movimento cabiveis (energia e momento angular entre elas) e o seu decaimento posterior seria
independente do seu processo de formacao. Dentro do sucesso desse quadro no que concerne a
descricao das ressonancias de neutrons lentos e, como foi dito, com o apoio decisivo do poder
persuasivo de Bohr, os modelos nucleares de inspiracao atomica sofreram baixa consideravel.
Mesmo a sua reabilitacao, mais de uma década mais tarde, teve que ser preparada por uma
andlise mais profunda das ressonancias de neutrons lentos. Ela mostrou, visivel nos dados ex-
perimentais convenientemente reinterpretados, a presenca de efeitos atribuiveis a dinamica de
nucleons quase independentes sob a ac¢ao de um potencial médio central. Esta andlise, devida
a Feshbach, Porter e Weisskopf, marca também o ponto de partida da histéria do chamado
modelo éptico para a descricao de colisoes nucleares, que é até hoje uma ferramenta importante
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mesmo para o tratamento de colisoes envolvendo ions pesados.

O conflito entre o cenério do nicleo composto de Bohr e o modelo de particulas indepen-
dentes pode ser e foi formulado em termos da questao do livre caminho médio de um nucleon
no meio nuclear: enquanto modelos nucleares baseados na ideia de nucleons independentes em
um potencial médio (tratado de fato como um potencial externo de um corpo) exigem para
a sua validade um livre camimho médio pelo menos comparavel com as dimensoes nucleares,
o modelo de niticleo composto sugere um livre caminho médio extremamente curto. Como o
nicleo é na realidade um objeto quantico, no entanto, essa linguagem deve ser adequadamente
reiterpretada por estar fortemente baseada na ideia quanticamente inadequada da trajetoria de
um nucleon no meio nuclear. Uma reiterpretagao adequada a descricao quantica foi dada no fim
da década de 50 por Gomes, Walecka e Weisskopf, numa andlise hoje classica das correlacoes
de curto alcance produzidas pelo carater fortemente repulsivo a curtas distancias da interacao
nuclear de dois corpos. O resultado central dessa andlise mostra que a modificacao da funcao
de onda relativa de um par de nucleons que interage imerso em um meio nuclear é restrita a
distancias relativas consideravelmente menores que a distancia relativa média entre nucleons,
como resultado do principio de Pauli que exclui transicoes dos nucleons interagentes para es-
tados ja ocupados por outros nucleons. Desse modo, a menos de uma regiao relativamente
pequena modificada pela interacao, a funcao de onda relativa do par é sensivelmente igual a
de um par de nucleons livres. Como conseqiiencia disso, a probabilidade de que um dado par
de nucleons seja observado fora de seu estado relativo “livre” é pequena (da ordem de 0.15 no
estado fundamental da matéria nuclear), dando fundamentagao tedrica ao sucesso do modelo
optico e do modelo de particula independente. As idéias de Bohr, no entanto, permanecem
validas quando tomadas no contexto adequado das reagoes de ressonancia, como sera discutido
em detalhe mais adiante no contexto das colisoes nucleares.

Essa fundamentacao tedrica foi, na realidade, posterior a reintroducao do “modelo de cama-
das” por Mayer, Jensen e Wigner no inicio da década de 50. A base empirica essencial utilizada
para essa reintroducao foi, por um lado, a sistematica dos “efeitos de camada” observados nas
massas nucleares e, por outro lado, o acimulo de informacoes espectroscépicas consistentes
com tal tipo de descricao. Os dados mais relevantes nesse sentido foram, ao lado dos “nimeros
magicos” de protons e neutrons, a sistematica de spins e paridades dos estados fundamentais
das diferenres espécies nucleares e dos estados excitados especialmente nas vizinhancas dos
nimeros magicos, e ainda a sistemética de outras propriedadea nucleares como probalilidades
de transigoes eletromagnéticas (especialmente a existéncia em determinadas regides de massa
das chamadas “ilhas de isomerismo gama”).
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5.1 Potencial médio e interacao spin-orbita

Embora claramente presentes nos desvios das massas nucleares medidas com relagao aos valo-
res preditos por formulas semiempiricas de massa, os nimeros magicos aparecem ai de forma
suavizada, pois os desvios de massa dizem respeito a massa nuclear total e envolvem portanto
um processo de integracao das flutuagoes da energia de ligacao dos nucleons adicionados ao
sistema nuclear, conforme discutido no Capitulo 2. O procedimento mais sensivel para a iden-
tificagao de nimeros magicos, especialmente na regiao de niicleos mais leves, consiste portanto
em examinar a sistematica das préprias energias empiricas de separagao de um nucleon (proton
ou neutron) nas diferentes espécies nucleares. Especificamente, um nimero mégico é sinalizado
por uma discontinuidade no valor da energia de separacao de um neutron ou de um proton
com a variacao de N e de Z respectivamente. Os nimeros mégicos que emergem dessa analise
(iguais para protons e neutorns) sao 2, 8, 20, 28, 50, 82 e 126 (este ultimo apenas para neutrons,
devido a instabilidade Coulombiana de nicleos com muitos protons).

De forma inteiramente analoga a da estrutura de camadas atomica, esses numeros devem
corresponder ao preenchimento completo (dentro das restrigdes impostas pelo principio de Pauli)
de todos os sub-estados degenerados de um nivel de particula independente ou de todos os
estados e sub-estados de um grupo quase-degenerado de niveis antecedendo um hiato importante
de energia até o préximo nivel ou grupo de niveis. E fAcil verificar (v. Fig. 5.1) que potenciais
centrais de varias formas nao dao comta dos niimeros mégicos nucleares maiores que 20. O
ingrediente decisivo introduzido por Mayer, Jensen e Wigner para resolver esse problema foi
uma interagao spin-érbita (de um corpo), anédloga & interagao responsavel pela estrutura fina
dos niveis no caso atomico, mas suficientemente forte para redistribuir os hiatos de energia no
espectro de particula independente no caso de grupos contendo niveis de momento angular mais
elevado (tipicamente maior que 3).

O mecanismo pelo qual isso acontece é facil de entender perturbativamente. A forma geral
da interagao spin-orbita é

‘/so :Uso(f") fg

onde 7 é a posicao do nucleon, ['é 0 seu momento angular orbital e 5o seu spin. O operador I3
¢é diagonal na representacao em que o quadrado do momento angular total j = [+ § é diagonal,
e o valor médio de V;, num estado |nl % jm) (que é a corregao perturbativa de primeira ordem
para a energia do estado) é

K2 3
—lGg+1D)=ll+1)— -

5 G +1) =i+ 1) = ]

onde (vs,), € uma integral envolvendo a fong¢ao de onda radial do nivel considerado de nimero
quantico principal n e momento angular orbital [. Essa expressao é independente de m (projecao

1 1
AEZJ = <’n,l§]m“/;o‘nl§jm> = <Uso>n
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de ; no eixo de quantizacgdo do momento angular) como conseqgéncia do teorema de Wigner-
Eckart. De fato, como a interacao é invariante sob rotagoes, a sua dependéncia em m é dada pelo
coeficiente de Clebsch-Gordan C7%,  que na realidade ¢ igual a 1 e portanto independente de m.
A expressao mostra ainda que os dois valores possiveis de j para o [ dado sofrem deslocamentos
de energia opostos e tanto maiores quanto maior for o valor de I:

h2
AEI,H—% = <U80>nl5l

hQ
AEl,l—% = _<U50>n15<l+1)-

Para acertar os nimeros méagicos (e também os dados espectroscépicos dos estados fundamen-
tais, como discutido a seguir) é preciso que o estado com j = [ + % sejadeslocado para baixo
em energia, o que indica que (vs)n < 0. Os niveis de particula independente que resultam de
um ajuste conveniente de v, (e de um calculo exato) sdo mostrados na tltima coluna da Fig.
5.1. Como se pode ver ai, o nimero magico 28 é devido ao abaixamento em energia do estado
f7/2, 50 resulta do abaixamento do estado ¢9/2, etc.

O calculo exato de funcoes de onda e respectivos autovalores para os estados ligados de
uma particula sujeita a soma de um potencial central e de um potencial spin-érbita é em geral
numérico e nao mais dificil que o problema correspondente para um potencial central apenas.
Neste caso a parte angular da fungao de onda nao é expressa em termos de harmonicas esféricas
simples, mas das autofungdes do momento angular orbital acoplado ao spin

Vijm(F,8) = Y mzmsmYzml( P)X1m, (5)-

myms

Escrevendo entao a funcao de onda como

o(7.5) = "0y 5,9

resulta para a fungdo radial u,;(r) a equagao

d? I(l+1 2m 1 . 3
Bty = 4 2 V)~ Sl 1)~ U4 1) — D =0

2
que é uma equacao de autovalores de segunda ordem do mesmo tipo que ¢é encontrada para
o caso de um potencial central puro. Aqui, no entanto, o potencial efetivo (e portanto a
autofungao u,;(r) e o autovalor E,;;) dependem nao apenas de | mas também do momento
angular total j. No calculo perturbativo descrito acima a dependencia em j da fungao de onda
radial ¢ ignorada.
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5.2 Operadores de criacao e aniquilacao e estados de
mais de um nucleon

Com as funcgoes de onda de particula independente ¢nl%jm(ﬁs) correspondentes aos estados
ligados do potencial médio apropriado (incuindo a intera¢ao spin-6rbita) é possivel definir os
operadores de criagao

@l = 3 [ 7035 (7 501 (5.1)

que, devido as propriedades de ortonormalidade das funcoes de particula independente, satis-
fazem regras de anti-comutagao usuais para férmions (v. Apéndice A, Eq. (A.19)). A agao de
um desses operadores sobre o vacuo produz um estado cuja funcao de onda é a prépria funcao
de particula independente utilizada na definicao do operador conforme a Eq. 5.1:

<O|¢S(F>G’Ll%jm|0> - d)nl%jm(f: 8)'

As proprledades de transformacao desses estados sob a acao de uma rotacao, dado que sao
autovetores de j2 e de j,, sao portanto

(Oé/@7 n11 ZDmm' Oéﬁ’}/ nl zJm/ |O>

e como o lado esquerdo dessa expressao pode também ser escrito como Razllij_1R|0>, su-
2
pondo que o vacuo seja invariante por rotagoes (isto é, R(a3v)|0) = |0)) segue que os (25 + 1)
operadores aILzljm’ —j < m < j sao um tensor de Racah de ordem j.
2

O interesse nesses operadores vem do fato de que eles permitem escrever de forma simples
e compacta estados devidamente antissimetrizados de muitos nucleons no potencial externo de
um corpo. De fato, um estado de dois neutrons ou dois protons num mesmo nivel nl% 7 pode
ser escrito simplesmente (omitindo o indice indicativo da carga dos nucleons por simplicidade)
como
1 1
“jmynl=jms) =a' . a . |0).

nl
’ 2 2 nl%]m1 nl%]mz

Nesse estado as projecoes m, e mg do momento angular de cada um dos nucleons é bem definido.
As regras de anti-comutacao exigem que elas sejam diferentes sob pena de anulamento do estado.
Alternativamente, é possivel escrever um estado de dois nucleons em um mesmo nivel no qual
o momento angular total J = ﬁ + 32 seja bem definido. As propriedades de transformacao sob
rotacoes dadas acima permitem escrever um tal estado como
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1
; 33 1
(g PIM) = o S Clllials 0,100 (5.2)
mlmg
onde C’”lm2 u € um coeficiente de Clebsch-Gordan e o fator numérico inicial foi introduzido
por conveniéncia, conforme discutido a seguir. Um calculo direto da norma do estado definido
nessa equacao, utilizando a relagao de simetria geral

Jijed ji+je—dJ jegid
lemgM ( ]') CmgmlM

e a relacao de ortogonalidade, também geral

J1j2d J1j2J’
Z C C mimaoM T 5JJ'

mimo M
mimi

dos coeficientes de Clebsch-Gordan, da, com o fator numérico introduzido na Eq. 5.2,

1— (—1)%~7

((”l%j)gJMl(nl%j)QJM> - 5

que, dado que j é semi-inteiro e J ¢ inteiro, vale 1 para J par e zero para J impar. Este tltimo
resultado mostra que os estados de dois nucleons idénticos num mesmo nivel 7 com momento
angular total impar tém norma nula. Isso é uma consequéncia da exigéncia de antissimetria,
levada em conta automaticamente nesse calculo através das relagoes de anti-comutagao, e indica
simplesmente a inexisténcia de tais estados. Estados com momento angular total par, por outro
lado, tém norma unitaria quando definidos como na Eq. 5.2. Com base nesse resultado é possivel
ainda definir um operador que cria, nun dado nivel j, dois nucleons acoplados a um valor J
dado (que, como visto, deve ser par) do momento angular total:

t j3 of
€(”l 57) 2JM Z C1mlm2]\4anl 5Jm1 nl2]m2 (5?))

m1m2

A relacao entre a antissimetria exigida dos estados de dois férmions e o desaparecimento dos
estados de dois nucleons num dado nivel 7 com momento angular total impar pode também ser
verificada de um ponto de vista “contdbil”: supondo inicialmente as particulas distinguiveis,
o ntimero total de estados é (27 + 1)?, pois cada uma delas pode ocupar qualquer dos 2j + 1
sub-estados m disponiveis, sem restrigoes. Fm 2j + 1 desses estados as duas particulas ocupam
o mesmo sub-estado m, e esses estados sao portanto automaticamente simétricos pela troca das
duas particulas. Os estados restantes, em nimero de 25j(27 + 1), ndo tém simetria definida sob
troca das particulas, mas sao simetrizaveis ou antissimetrizaveis no caso de particulas idénticas.
O numero de estados simétricos ou antissimétricos distintos que se pode obter deles é j(2j+1).
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Dessa forma, o nimero total de estados simétricos é (25 +1)+j(25+1) =3+ 7+ 11+ ...+ 27,
isto ¢, a soma do nimero de subestados M para os valores impares do momento angular total
J; e o nimero de estados antissimétricos é j(2j+1) =1+5+9+ ...+ (2j — 1), que é a soma
do nimero de subestados M para os valores pares de J.

O ensinamento que pode ser tirado desse exercicio aritmético é que as restri oes ligadas a
estatistica de Fermi (ou de Bose!) em geral diminui de forma importante o nimero de estados
distintos possiveis do sistema em relacao ao que se teria no caso de particulas distinguiveis.
Um caso extremo é o de 25 + 1 nucleons (férmions) idénticos em um nivel j. Neste caso todos
os subestados m estarao necessariamente ocupados devido as restrigoes impostas pelo principio
de Pauli, e havera portanto um unico estado. Ele terda momento angular total zero, pois do
contrario haveria outros sub-estados M e portanto mais que um unico estado. Um outro caso
cujas propriedades de momento angular podem ser inferidas facilmente é o de 25 nucleons
idénticos em um nivel j. O numero de estados deste tipo é agora 2j + 1, correspondendo as
diferentes possibilidades de nao ocupacao de um sub-estado m. Os valores possiveis da projecao
z do momento angular total sao —j < M < j, donde se pode inferir um estado de momento
angular total igual a j. Isso mostra que um nivel 7 completamente ocupado tem os mesmos
nimeros quanticos de momento angular que o vacuo; e que uma Unica vacancia nesse nivel
da estados com numeros quanticos de momento angular iguais aos que correspondem a ter
nele uma tnica particula. Esse tipo de conjugacao particula-vacancia se estende também para
nimeros maiores de particulas e de vacancias. Por exemplo, apenas valores pares do momento
angular total de zero a 27 — 1 sao obtidos quando se tem duas vacancias em um nivel j.

5.3 Dados espectroscopicos: acoplamento normal e em-
parelhamento

A discussao da se¢ao anterior mostra que nos casos em que hd mais de um nucleon (ou mais
de uma vacancia) em um dado nivel j é possivel construir diversos estados distintos utilizando
diferentes acoplamentos dos momentos angulares individuais dos nucleons (ou vacancias). Todos
esses estados sao dinamicamente equivalentes do ponto de vista do modelo, no sentido de que
correspondem aos mesmos numeros de nucleons nos mesmos niveis de particula independente,
e tém portanto a mesma energia.

Essa variedade de estados possiveis segundo o modelo nao corresponde, no entanto, aos
dados empiricos referentes aos estados fundamentais das diferentes espécies nucleares. O que
os dados mostram é que: 1) o estado fundamental de todos os nicleos pares (i.e., com N e Z
pares) tem momento angular e paridade 0%; e ainda que 2) o momento angular e paridade dos
nicleos com A impar corresponde (em um nimero muito grande de casos) a0 momento angular
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e paridade do nivel ocupado pelo nucleon impar segundo o esquema de niveis do modelo de
particula independente com interacao spin-érbita. No entanto, é facil ver que é possivel dar
conta dos niimeros quanticos tanto de nicleos pares quanto de niicleos de massa impar com uma
Unica hipétese adicional: a de que nos estados fundamentais desses nicleos os nucleons de uma
dada carga estao agrupados em pares com momento angular total zero. No caso de um nimero
impar de nucleons, o momento angular total e paridade correspondera assim automaticamente
aos valores do nivel de particula independente envolvido. Esta hipdtese esta sendo introduzida
aqui sem nenhuma base dinamica, mas apenas como uma ‘regra”’ adicional do modelo. E
claro, no entanto, que isso levanta imediatamente a questao de como entender ou justificar
dindmicamente a regra. Esta questao sera tratada na secao seguinte, mas desde ja se pode
notar que ela deve estar ligada ao efeito de emparelhamento observado nas massas nucleares
que leva a necessidade de se introduzir o térmo A na férmula semi- empirica.

A implementacao do esquema de acoplamento prescrito pela regra na linguagem de segunda
quantizacao pode ser obtida facilmente com os ingredientes ja introduzidos na se¢ao anterior. A
criacao de um par de nucleons acoplados a momento angular zero num dado nivel de particula
independente se faz usando o operador definido na Eq. 5.3, com J = M = 0. Para o caso de
um par de neutrons

IN +2,Z)pr = € 10N, Z)er (5.4)

,%)200

onde E'F indica o estado fundamental, t; = —1 é o niimero quantico de isospin para neutrons

e nl% j se refere ao nivel de menor energia nao bloqueado pelo principio de Pauli. Para o caso
de um par de protons a tunica alteragao consiste em usar na Eq. 5.4 o operador que cria um

par de protons acoplados a zero, isto ¢ ggnlljtg—l)QOO‘ Como N eZ sao pares, tanto o estado de
2 -2

partida |N, Z)gr como os estados resultantes tém momento angular total J = 0. No entanto,
em geral eles nao sao normalizados, como mostrado a seguir.

Partindo do estado fundamental de um niucleo duplamente mégico (isto é, com N e Z
mégicos e conseqiientemente trambém pares), o nivel nl% j na Eq. 5.4 é o primeiro nivel seguinte,
no espectro de particula independente, ao tltimo nivel completamente ocupado correspondente
ao numero magico considerado. Nesse caso, conforme mostrado na se¢ao anterior e supondo
que pr(N,Z|N,Z)gr = 1, o estado |N + 2, Z) gr estard também devidamente normalizado.
Passando agora recursivamente ao estado |N + 4, Z) gr ainda por meio da Eq. 5.4 resulta
(supondo que o nivel nl% j comporte mais de quatro neutrons)

[\

IN+4,Z)pp & )200‘N7 Z)er. (5.5)

1., 1
(”l§]t37—§

O estado proposto nesta realizacao do modelo como estado fundamental do nicleo com 4
neutrons fora de uma dupla camada fechada é portanto um estado com dois pares de nucleons
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em que os momentos angulares de particula independente sao acoplados a zero. A versao desse
estado escrita na Eq. 5.5 no entanto, nao é normalizada. E facil entender a razao para isso: o
acoplamento a zero dor momentos angulares do primeiro par de nucleons utiliza na realidade
todos os sub-estados m, devido a soma associada a esse acoplamento. De fato, o nimero médio
de nucleons num dado sub-estado m do nivel nl% 7 do estado 5.4 pode ser calculado como

2
25+ 1

0 2
pr(N 42, Zalyy s s j— 3N +2,Z)pr = (oA
Essa ocupacao parcial bloqueia também parcialmente os sub-niveis para a criagao dos nucleons
do segundo par na Eq. 5.5, reduzindo a norma desse estado. O estado normalizado |N+4, Z) gr
deve portanto ser escrito

€T2 %)200|N,Z>EF

(nl%jt;;:—
5 .
\/EF<N’ Z|€(2nl%jt3:f%)%Oéugnl%jtg:f%)?oo [N, Z)r

Problemas andlogos (e que devem portanto receber o mesmo tratamento) acontecem no caso
da criagao de tres (ou mais) pares de particulas em um mesmo nivel que os comporte.

O caso de ntcleos de massa impar requer apenas a criacao de um nucleon desemparelhado,
além do ntimero apropriado de pares acoplados a zero. Por exemplo, para um nicleo com trés
neutrons fora de uma dupla camada fechada o estado (ndo normalizado) previsto pelo modelo
é

N +4,Z)gr =

(5.6)

|N+3,Z>EF<—>CL |N,Z>EF

.|.
(nl%jtng%)g(nl%jtng%)QOO
Como no caso N + 4 esse estado nao é normalizado devido a efeitos de bloqueio percial dos
subniveis m. A sua normalizacao deve portanto ser providenciada explicitamente da mesma

forma que na Eq. 5.6.

5.4 Interacao residual de emparelhamento

A justificativa dinamica, em termos qualitativos, do potencial de um corpo que gera o espectro
de particula independente do modelo de camadas ed de que ele representa o efeito médio das
interacoes de um nucleon com os demais nucleons do nicleo. Nesse sentido esse potencial é
totalmente analogo aos que sao introduzidos na fisica atomica para gerar a estrutura atomica
de camadas, responsavel pela tabela periddica dos elementos. Tanto num caso como em outro,
porém, ha propriedades dinamicas cuja descrigao nao pode ser feita dentro dos limites de uma
aproximacao de particulas independentes em um potencial médio, tratado na realidade como
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um potencial externo. Para descreve-las é preciso adicionar a Hamiltoniana potenciais de dois
corpos para produzir as correlagdes necessarias, que foram descartadas no nivel mais simples
da descrigao (nucleons independentes em um potencial médio de um corpo). Esses potenciais
adicionais de dois corpos sao por isso chamados potenciais (ou “forgas”) residuais.

Os efeitos de emparelhamento sao um exemplo de propriedades desse tipo. De fato, os
operadores 5;.2 s introduzidos acima criam pares correlacionados de particulas, o que pode
ser visto de varias formas. Por exemplo, o fato de que o autovalor de J3 é M em geral nao
determina o autovalor da componente 3 do momento angular de uma das particulas; no entanto,
implica em que o autovalor correspondente da segunda particula esteja completamente definido
pelo valor que lhe seja atribuido. Com menos palavras, M = m; + ms com M dado em
geral nao determina m; ou msy, mas a escolha de um valor para qualquer desses dois niimeros
determina o outro. Outra forma importante de caracterizar a presenga de correlagoes é notar
que a funcao de onda associada ao estado 5;2 s DAo se escreve simplesmente como um produto
(antissimetrizado) de fungdes de uma particula, mas como uma combinagao linear de produtos
(antissimetrizados) linearmente independentes (de fato ortogonais, no caso). Cada um dos
termos da combinacao linear descreve um dos aspectos da vinculagao reciproca dos estados das
duas particulas. Tomando como exemplo o caso J = M = 0, a combinagao linear inclui todas as
25 4 1 possibilidades a;ma}_m com pesos iguais. Cada um desses termos associa um dado valor
m em uma das particulas ao valor —m na segunda. No modelo de particulas independentes
puro, no entanto, todos os diferentes tipos de correlacao representados pelos diferentes valores
possiveis de J (e M) sao degenerados, o que mostra que nao ha um preferéncia dinamica pou
um ou outro dentre eles. O papel da interacao residual é precisamente o de produzir uma
hierarquizacao de correlagoes. No caso das correlagoes de emparelhamento isso deve consistir
no favorecimento das correlagoes tipo J = 0 em termos de energia de ligagao.

Efeito perturbativo de um potencial atrativo e de curto alcance: corre¢ao de primeira ordem
para a energia dos estados [j2JM) (outros ntimeros quéanticos subentendidos) para uma in-
teracao de contacto sao

. 2
(PIM| = g3(ri = )| 2TM) = —g(2) + 1) [ O] < (D)

1 -1
5350

onde (I) é a integral radial envolvendo quatro fungoes de onda. As propriedades relevantes desse
elemento de matriz sao a proporcionalidade a degenerescéncia 25 + 1 do nivel e a quadrado do
coeficiente de Clebsch-Gordan, cujo valor favorece fortemente o estado J = 0.

Interpretacao heuristica em térmos do grau de recobrimento das fungoes de onda das duas
particulas.

Interacao residual esquemética que radicaliza a seletividade de interacoes de curto alcance
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por pares de particulas acopladas a J = 0: interacio de emparelhamento, definida em forma
segundo-quantizada como

. : 1
Vo = = S1(2a + 1)(2jy + D] *€lagofon (57)
ap
onde, para abreviar a notagdo, o = {a,m,} = {nala%jatga,ma}. O fator dependente da
dagenerescéncia de cada nivel j na Eq. 5.7 é motivado pelo fator analogo que aparece nos
elementos de matriz da interacao de contacto. Essa interacao de dois corpos pode ser escrita
sob a forma padrao, Eq. A.25 do Apéndice A usando os elementos de matriz de dois corpos

(aBlvplyd) = —g(—=1)7* " M Gg o5,y (5-8)
visto que C%° = (=1)7=™/\/27 + 1. Portanto
Vp = —g Z(—l)ja_maJrjﬁ_mﬁaLaT_aa_ﬁaﬁ. (5.9)
ap

Nesta expressao foi usada a notagao —a para {nala%jatg as —Mg }

5.4.1 Interacao de emparelhamento e quasi-spins

A interacao esquematica de emparelhamento pode ser diagonalizada exatamente no caso de N
particulas idénticas (i.e., N neutrons ou N protons) em um tunico nivel de momento angular
7. Esse caso simples pode ser relevante, por exemplo, para os isotopos de cdlcio, nos quais
um certo numero de neutrons ocupa parcialmente o nivel 4{7/2 (v. Fig. 5.1), ou para outros
casos nos quais, como nesse, existe um nivel relativamente isolado no espectro de particula
independente na regiao do nivel de Fermi. Nessa situagao particular a hamiltoniana de particula
independente é completamente degenerada, de forma que o problema do espectro se reduz ao
da diagonalizagao de interagao de emparelhamento, cuja forma se reduz a (cf. Eq. 5.7)

Vp = —g(2j + 1)5}20053'200

onde por simplicidade de notagao sao omitidos dos indices niimeros quanticos nao diretamente
relevantes ao problema. O espectro desse operador pode ser obtido elegantemente notando que

A

2N;

J
2j + 1

) _
€200, Elag0) = 1 —
com N; = >, al @jm, operador que conta o numero de particulas no nivel J; e ainda

Jm
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[Nja ij'Qoo] = 25;200'

Desses dois comutadores resulta que os operadores 5;200, 200 € IN; satisfazem regras de co-
mutacao fechadas de forma tal que é possivel com base neles formar tres operadores que satis-
fazem regras de comutagao idénticas as do momento angular. De fato, pondo

25+ 1
Q+ = T@T?oo
2j +1
Q, = 9 53'200
1 . 2j+1
Qs = (N~ =5 (5.10)

0 que se encontra é

Q4+, Q-] = 2Qs3,[Q3,Q+] = £OQ+.

Essas variaveis dinamicas foram batizadas como quasi-spin (Ref. Kerman) e permitem deter-
minar o espectro da interagao de emparelhamento em um tnico nivel j utilizando resultados
simples da teoria do momento angular quantico.

A interagao de emparelhamento se escreve em termos do quasi- spin como

Vp = —290Q.Q-.

Introduzindo o operador correspondente ao quadrado do quasi-spin, Q* = (Q,Q_+Q_Q,)/2+
Q3, e usando as relagoes de comutagao ¢ possivel escrever Vp em termos dos operadores simul-
taneamente diagonalizaveis Q? e Q3 como Vp = —2¢(Q? — Q32+ Q3). Portanto os autovetores de
Vp sao os autovetores simultaneos desses dois operadores |ggs) e os autovalores correspondentes
sdo —29(q(q +1) — gs(gz — 1)].

Para entender esse resultado é preciso ainda determinar os valores possiveis dos autovalores
q e g3 no caso de um valor dado de j para o nivel considerado. Em geral ¢ > |g3| e para um
nivel j os limites para ¢3 sao

27+ 1 27+ 1
LAY P
4 4
Portanto, o maior valor possivel de q é também %. O valor de ¢3 depende do nimero N de

particulas presentes no nivel, de modo que N determina também o menor valor possivel de q.
Em geral
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2j +1
2

2j +1
4

1
ZIN — <q<
2! | <q¢<

e é usual definir uma quantidade s (“seniority”) através de

1 (2 7+ 1
S22
e escrever os autovalores de Vp em termos de s e N em vez de g e g3 com o resultado

27+1
—5) s = ‘7;— —2q (5.11)

Vp|N, 5) :—g(N—s)(2j+3—N—s). (5.12)
A definicao de s na Eq. 5.11 mostra que os seus valores possiveis sao 0,2, ..., N para N par e

1,3,..., N para N impar.

Exemplo 1.
4 particulas (N=4); s =0,2,4

IN=4,5=0) < E(N=45s=0)=-2g[(2j+1)—2]
IN=4,5=2) < E(N=4,s=2)=—g[(2j+1)—4]
IN=4,5=4) < E(N=4,5s=4)=0

Realizagao explicita de alguns autovetores:

IN=4,5=0) < &il0)

IN=4,5=2) < 5;2005;2JM|0>~

Existem muitos estados com s = 2 (valores possiveis de J e M). O valor da “seniority” s coincide
com o numero de particulas nao emparelhadas a J = 0. Para verificar a forma explicita de
N =4, s =2) éitil a relagio [£200, 2 5,]10) = 0.

Exemplo 2.
3 particulas (N=3); s =1,3

IN=3,s=1) < EN=3,s=1)=—¢g[(2j+1)—2]
IN=3,s=3) < E(N=35=3)=0
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Realizacao explicita do estado fundamental:

IN=3,s=1) < 5}200a}m|0> (5.13)

Para verificar a forma explicita de [N = 3,s = 1) é 1til a relagao [{;2qp, a;m]\O) = 0.

O formalismo de quasi-spins pode evidentemente ser usado também no caso em que mais que
um unico nivel participa na dinamica de emparelhamento. Neste caso ha um quasi-spin @(a)
para cada um dos niveis a participantes. O acoplamento e reacoplamentos de quasi-spins se faz
usando as mesmas técnicas aplicaveis ao momento angular. A hamiltoniana a ser considerada
deve incluir agora explicitamente a perte de um corpo, que nao écompletamente degenerada
como no caso de um tunico nivel 5. Escrevendo a parte de um corpo na representacao dos
estados de particula independente, a hamiltoniana com interacao de emparelhamewnto assume
a forma

H =Y ealaa— g3 /(2a+1)(2 + D€L0, (5.14)
o af

usando a notagao compacta definida acima para os estados de particula independente. Quando
reescrita em termos dos operadores de quasi-spin, essa hamiltoniana envolverda agora nao so
0 quasi-spin total e sua projecao 3, mas também as projegoes 3 dos quasi-spins de cada um
dos niveis, através do térmo de particula independente da Eq. 5.14, que nao sao diagonais na
representacao apropriada para diagonalizar a interagao de emparelhamento. Isso faz com que
seja necessario recorrer a diagonalizagoes numéricas para obter os autovalores e autovetores de
H neste caso (v. e.g. Kerman, Lawson e MacFarlane , Phys. Rev. xxx, xxxx (19xx)).

5.4.2 Quasi-particulas de Bogolyubov-Valatin e estados de BCS

O problema tratado na subsecao anterior pode também ser analisado em termos de um trata-
mento desenvolvido originalmente no contexto da teoria da supercondutividade por Bardeen,
Cooper e Schriffer por um lado, e por Bogolyubov e Valatin por outro. Esse tratamento é na
realidade uma aproximacgao para a solucao completa do problema, que ten no entanto a vanta-
gem de poder ser utilizada sem qualquer modificagao para interagoes residuais que nao tenham
a forma particular da interagao de emparelhamento, Eq. 5.9.

Niveis completamente ocupados como “vacuo”. Nos termos do tratamento de segunda
quantizagao usado até aqui, o vacuo foi definido como o autovetor simultaneo de todos os
operadores nimero a,a, com autovalor zero (i.e., como o estado que tem zero particulas em
todos os niveis de particula independente). Como mostrado no apéndice A.2; essa definigao
equivale a de que o vacuo ¢é o estado que ¢ aniquilado por qualquer operador de aniquilagao a,:
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a,]0) =0

para qualquer «. Ignorando por um momento a interagao residual, isto é, tomando a hamiltoni-
ana Eq. 5.14 com g = 0, o estado fundamental com A particulas (férmions) se obtém aplicando
sobre o vacuo A operadores de criacao correspondentes aos niveis de menor energia permitidos
pelo principio de Pauli:

[EF) = ] al0).

alap

Aqui ap corresponde ao nivel de Fermi (iltimo nivel ocupado em |EF)). No caso em que A
corresponde a uma configuragdo sem niveis parcialmente ocupados (isto é, os niveis estao com-
pletamente ocupados ou completamente vazios), esse estado fundamental terd necessariamente
J = M = 0 que sao os numeros quanticos de momento angular do vacuo. Ele se distingue, no
entanto, do vacuo pelo nimero de particulas, pois

3" ala.|EF) = A|EF)

a0 passo que esse mesmo calculo da um resultado nulo para o vacuo.
Os operadores de criagao e aniquilagio af, e a, podem no entanto ser substituidos por outros
operadores Al e A, definidos pelas relagoes

al,
—1)Jemmeg_, (5.15)

a>ap — A

T
(63
a<ap — AL

onde a notagao —a indica os mesmos niimeros quanticos que o mas com a proje¢ao do momento
angular igual a —m,,. As propriedades relevantes dessa transformagao sao as seguintes:

1) Os operadores Al e A, satisfazem relagoes de anticomutagao idénticas as que sdo satis-
feitas pelos a, e a,, isto é

{AOHATB} = 505
{A., Az} = 0.

2) Os 2j+1 operadores Ajzlljmtg’ —7 < m < j sao um tensor de Racah de ordem 7, da mesma
2
T

forma que os a imts’ Isso é 6bvio da definicao Eq. 5.15 para estados acima do nivel de Fermi,
2
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pois ai os dois tipos de operadores coincidem. Abaizo do nivel de Fermi o operador de criagao

A}m é definido como (—1)’""a;_,, e é portanto proporcional a um operador de aniquilagao. Da
.|.

transformagao dos a;,,, como tensor de Racah

Ral,,R™' =Y"dl,, D,
m/
segue que
Rajm R~ =" aj D).
m/

Os operadores de aniquilacao nao tém portanto as propriedades de transformacao exigidas
para um tensor de Racah. No entanto, as matrizes de rotagao tém a propriedade de conjugagao
complexa

Dinfm = (_1)7” _mDim’fm
da qual, juntamente com a relacao que da a transformacao dos operadores de aniquilacao,
resulta que

R(-1Y""a; R = Y (=11 " a4 Dy,

m/

Essa relagao mostra que (—1)"™a;_,, é de fato a componente m de um tensor de Racah de
ordem j.
3) O estado |EF) é o vacuo dos A,, isto é,

AEF) =0

para qualquer «. Isto decorre imediatamente das definigoes, pois o operador A, corresponde
a um operador de aniquilagao para um estado nao ocupado ou a um operador de criacao para
um estado ocupado em |EF').

A transformacao Eq. 5.15 leva, portanto, dos operadores de criacao e aniquilacao de
particulas al , a, a novos operadores de criacao e aniquilacao A, A, com propriedades algébricas
idénticas mas com contetido fisico diferente: o operador de criagao A, por exemplo, cria uma
particula se @ > ap mas aniquila uma particula se o < ap. Para distingui-los dos al, a,, os
Al A, sdao chamados operadores de criacio e aniquilacio de quasiparticulas.

A hamiltoniana Eq. 5.14 (por enquanto com g = 0) pode se escrita agora em termos de A,
e Al utilizando a transformacao inversa da Eq. 5.15. Utilizando as relacoes de anticomutacio
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para escrever os operadores de aniquilacdo A, a direita dos operadores de criacio Al, (o que se
chama escrever esses operadores em ordem normal) o resultado que se obtem é

Hg=0)= > e — > eAlA.+ Y eAlA,

alap alap a>afp

de modo que a energia do estado fumdamental pode ser recuperada da equacao de autovalores

H(g=0)EF) = Y c|EF).

a<ap

O uso da ordem normal para os termos de H que contém operadores de criacao e aniquilacao
faz com que apenas o primeiro termo contribua para o autovalor.

Transformacgao geral para quasi-particulas. Uma forma de tratar a hamiltoniana da Eq.
5.14 completa, isto é, com g # 0, consiste em generalizar a transformagao Eq. 5.15 escrevendo

Al = wual —vg(—1)"Meq_,

A, = uaaa—va(—l)j‘l_m“aia (5.16)

onde u, e v, sdo coeficientes reais inicialmente arbitrarios. As rela¢oes de anticomutacao para
esses operadores gerais de quasi-particulas sao obtidas de um célculo direto como

{Aa AR} = (u} +02)dap
(A Ag} = 0

que mostram que a transformagao preserva as regras de anticomutacao se for satisfeita a
condicao

2 2 _
u, +v, = 1.
Essa condicao pode ser satisfeita simplesmente parametrizando os coeficientes da transformacao

cOomo

U, = COS Qg
Ve = sing, (5.17)
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onde os ¢, sao agora parametros livres. A transformacao Eq. 5.16 com essa restricao pode ser
facilmente invertida dando

aL = uaAL—i—va(—lja_m“A_a
Ay = uaAa—l—va(—l)j“’m“AT,a. (5.18)

A transformagao 5.15 é de fato um caso particular da Eq. 5.16 com ¢, = 0 para @ > ap e
¢o = —7/2 para o < ap.

Usando a transformacao inversa 5.18 a hamiltoniana Eq.5.14 pode facilmente ser reescrita
em termos dos operadores de quasi-particula (o que no entanto envolve um esforgo algébrico
apreciavel). O procedimento geral e os aspectos relevantes do resultado podem ser ilustrados
considerando mais explicitamente o termo de um corpo. O ingrediente basico que aparece ai é
o operador

afaq = WPALA, +02A_LAT L 4 ugvg(—1) e (AT AT+ AL AL)
= P+l AT AL — 2 AY JA L+ ugug (1) e (AT AT+ A LAY (5.19)

que aparece nesta tultima linha com os operadores de quasi-particula escritos em ordem normal.
Isso leva em particular ao aparecimento de um termo v2? que deve ser entendido como um
multiplo do operador unidade. Os dois termos seguintes envolvem operadores niimero de quasi-
particulas e os dois tultimos respectivamente criam e aniquilam um par de quasi-particulas.
Termos deste tipo foram chamados “termos perigosos” por Bogolyubov, e deles mais se dird
adiante.

O resultado 5.19 da imediatamente a forma do termo de um corpo de H. Além disso,
permite escrever o operador nimero de particulas em termos de quasi-particulas:

~

N = Zalaa =
«

= Y 02+ > (w2 — )AL AL+ ugva(—1)7e e (AT AT, + A A,). (5.20)

Essa expressao mostra que, devido aos “termos perigosos” na expressao de N, esse operador
em geral nao comuta com o nimero de quasi-particulas

N =3 AlA,.
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Isso significa que estados com um numero bem definido de particulas (que sao autoestados de
N ) em geral nao sao autoestados de N, isto é, em geral nao tém um ndmero bem definido de
quasi-particulas e vice-versa.

A transcrigao da parte de dois corpos de H envolve escrever em termos de quasi-particulas
produtos de quatro operadores de particula, do que resultam (antes de qualquer reordenamento)
16 termos diferentes. Cada um desses termos contém quatro operadores de quasi-particula, dos
quais de zero a quatro sao operadores de criacao. Esses operadores aparecem nos diferentes ter-
mos com ordenamentos ndo normais em muitos casos (por exemplo A_QAT_aAﬁA/Tg). Usando as
relagoes de anticomutacgao é possivel reordenar cada termo para que aparega em ordem normal,
do que resultam ainda termos adicionais, resultantes das fungoes delta dos anticomutadores,
com respectivamente dois ou zero operadores de quasi-particula. No caso do exemplo acima
essa redugao segue os seguintes passos:

A AT AGAY, = AgAl — AT A AGA]
= 1-AlA; - AT A+ AT A AL A,
= 1-AfAs— AT A, + AT JAgd_op — AT LALA_ A,

Nesta tultima linha todos os termos estao escritos em ordem normal e, como anunciado, sur-
giram termos com dois e zero operadores de quasi-particula do processo de reordenamento.
Submetendo cada um dos 16 termos a um processo analogo e utilizando a relagao 5.19 para a
perte de um corpo resulta para H uma expressao da forma

H=Hy+ Hyy + Hy+ Hop + Hyo + Hoa + Hsy + Hiz + Hoo (5.21)

onde Hj contém todos os termos com zero operadores de quasi-particula e cada um dos H,,,
contém todos os termos com m operadores de criacdo A e n operadores de aniquilacio A em
ordem normal. Vale notar explicitamente que os termos da 5.21 com menos de quatro operadores
contém contribuicoes tanto da parte de um corpo de H como da interacao de emparelhamento.

Aproximacao variacional. Um método padrao para aproximar o estado fundamental de H
(aplicavel também para interagoes residuais mais gerais que a interacao de emparelhamento
pura) consiste em escerve-lo como um vacuo de quasi-particulas, definido pela relagao

N0) =0 (5.22)

ou, equivalentemente, por A,|0) = 0 para todo a. A defini¢ao precisa desse estado depende,
¢é claro, da definicao precisa das quasiparticulas, isto ¢, da escolha dos angulos ¢,, Eq. 5.17.
Isso é feito através do critério variacional usual, que consiste em minimizar o valor médio da
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hamiltoniana no estado teste. O problema que surge aqui é que, por conter um ntimero definido
(zero) de quasi-particulas, o estado da Eq. 5.22 em geral nao conterd um numero definido de
particulas, isto é, nao correspondera a um sistema nuclear com um ntumero definido de nucleons.
O numero médio de particulas no vacuo de quasi-particulas é

(OIN[0) = 3w

como pode ser imediatamente verificado usando a Eq. 5.20. Para contornar a dificuldade da
indefinicao do valor do nimero de particulas o que se faz é fixar pelo menos o valor médio
de N o que, segundo a ultima relagao, impoe restrigoes sobre os valores dos ¢,. Isso pode ser
tratado convenientemente com a técnica dos multiplicadores de Lagrange, o que leva finalmente
ao problema variacional

§(0|H — uN10) = 0 (5.23)

onde a variacao ¢ feita sobre os ¢, e pu é o multiplicador de Lagrange que é determinado pela
condicao subsidiaria sobre o niimero de particulas:

(O|N|0) = N. (5.24)

O multiplicador de Lagrange 1 pode ser interpretado como o potencial quimico do sistema (no
caso, a “temperatura zero”), que mede a variacao da energia devida & variagao do ntmero de
particulas que ele contém.

Usando as expressoes de H e N em termos dos operadores de quasi-particula escritas em
forma normal, Eqgs. 5.21 e 5.20, a equacao variacional 5.23se reduz simplesmente a

6(Ho — szg) =0
com a condicao subsididria
> v2=N.
Um calculo algébrico longo mas direto da, por outro lado,

Hy = Z eavz — gz (vi + %uava Z%%)
« e Jé]

de modo que a forma explicita da Eq. 5.23 é

48



0 [Z(ea — =g (Uﬁ + %uava > ubvb) =

« «@ B

[0}

) {Z(ea —p)sin® g, —g > (sin4 bo + é sin 2¢, Y _sin 2¢b) = 0.
a B

A condigao sobre os angulos ¢, que resulta dai pode ser escrita sob a forma

5 25 sin 2¢y _ A
Ea_,LL_QgSin2¢a ga_lu

tan 2¢, = (5.25)

onde foram introduzidas as definigoes

A=

N[

> sin2¢y,
B

&, =€, — AE, = ¢, — 2gsin® ¢,.

Neste caso da interacao pura de emparelhamento, a quantidade A é independente do nivel
considerado a. As energias €, podem ser vistas como novas energias de particula independente
ghe diferem das originais pelos deslocamentos AF,, devidos a interagao residual.

Da Eq. 5.25 é facil obter o seno e o cosseno de 2¢, como

A €q — 1

sin 2¢, = ;. Ccos2¢, = .
V(& — )2+ A2 V(& — )2+ A2

Substituindo a expressao para sin 2¢, na definicao de A resulta a “equacao do Gap”

B A
A_za:\/(g

a_U)2+A2'

(5.26)

Por outro lado, como

1 1 g, —
v? = sin® ¢, = 5(1 —C0S2¢,) = = a _ /1

1—
2[ V(e — )2 + A

a condicao subsidiaria que fixa o niimero médio de particulas pode ser escrita sob a forma

49



= N. (5.27)

1 €q —

- Z 1—

273 \/(ga_ﬂ)2+A2
O critério variacional para a energia do estado fundamental leva portanto as equacoes 5.26

e 5.27 que devem ser resolvidas para A e u, dadas as energias de particula independente €,. A
equagao do Gap admite sempre a solucao trivial A = 0 que corresponde a

sin 2¢, = 2sin ¢, cos ¢, = 0.

Essa condi¢ao (bem como a que se refere ao nimero de particulas) é satisfeita pelo estado
|EF') que é o vacuo das quasi-particulas introduzidas acima no caso g = 0 (“solugao normal”).
Quando g # 0 pode haver, além dessa, uma outra solucao nao trivial em que A # 0, que
corresponde a uma energia menor que a da solugao normal e que portanto deve ser vista como
a melhor aproximagao para o estado fundamental. A energia correspondente pode ser calculada
como

E, = (0|H|0) = H,

com este ultimo objeto calculado com os valores de A e p obtidos resolvendo as equagoes
variacionais.

Propriedades das solugoes com A # 0. A relacao 5.27 que d4 o nimero total (médio) N
de particulas se escreve como uma soma de contribuicoes N, ligadas a cada um dos niveis a
incluido no calculo. Levando em conta a degerescéncia dos 2j, 4+ 1 subniveis m,, resulta que o
nimero de particulas no nivel a é

€q — b
NOEPEE
ou seja, v? representa a fracao da capacidade do nivel a que estd em média ocupada na apro-
ximacao variacional obtida para o estado fundamental.

O papel desempenhado pelo potencial quimico p e por A nessa solu¢ao pode ser elucidado
notando que v? se aproxima de um quando (¢,—px) >> A e se aproxima de zero quando (€,—pu) <
0 e |€, — p| >> A. Isso mostra que p tem o papel de uma “energia de Fermi média” quando a
fragao ocupada dos niveis varia suavemente com a energia deles de zero a um desde valores muito
menores até valores muito maiores que . O parametro A, por outro lado, controla a largura do
intervalo de energia em que ocorre a transicao. Em particular, para o caso especial da solucao
normal com A = 0, ndo ha efeitos de emparelhamento no estado fundamental e a passagem

~ 2j,+1

N, = (2o + 1)0? 5

1—

(5.28)
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de niveis ocupados para niveis nao ocupados é abrupta, sendo que nesse caso p coincide com a
energia de Fermi ex. Em termos qualitativos, as ocupacgoes parciais na zona de transi¢ao entre
a regiao de ocupagoes muito proximas de um e de zero respectivamewnte sao uma manifestacao
da existéncia de correlagoes entre as particulas, como efeito da interacao residual. O modo
pelo qual correlagoes produzem ocupacgoes parciais foi ja tratado na secao 5.3 no contexto do
acoplamento dos momentos angulares de um par de particulas. No tratamento em termos de
quasi-particulas, esses efeitos de correlacao sao efetivamente embutidos na definicao das quasi-
particulas, de forma que o vacuo destas (em que nao ha quasi-particulas e portanto taopouco
correlagoes entre quasi-particulas) descreva (aproximadamente) um estado correlacionado de
muitas particulas. Como sera discutido na secao seguinte, o fato, em principio desconcertante,
de que o vacuo de quasi-particulas nao corresponde em geral a um nimero bem definido de
particulas, é de fato o mecanismo essencial que possibilita a redugao (aproximada) do estado
correlacionado de muitas particulas a tal estado simples.

A resolugao das equagoes 5.26 e 5.27 para obter A e p deve ser feita em geral numericamente.
No entanto, a solucao é simples e pode ser obtida analiticamente no caso especial de um tinico
nivel a. Nesse caso as somas nessas equacoes introduzem na realidade apenas fatores 27, + 1
correspondentes aos diferentes valores da componente 3 do momento angular do nivel. A
equacao do Gap da, portanto,

V& = +27 = 2(2j+1)

que permite eliminar A da condicao subsidiaria, Eq. 5.27, que fica reduzida a

_ 29 € —
NoHatlly _y Gz |
2 (2ja +1)g
O valor de u é portanto
2. 4+1
,u:€a~|—g[N— 32+ ] (5.29)
Substituido na equacao do Gap, ele da para A
A =g/N[2j,+1—N]. (5.30)

Este resultado mostra que A se anula nos casos extremos N = 0 (nfvel completamente vazio) e
N = 2j, + 1 (nivel completamente ocupado), passando por um méaximo para N ~ (27, +1)/2.
O potencial quimico (Eq. 5.30), por outro lado, estd abaixo da energia €, do nivel para N = 0
e acima para N = 2j, + 1, cruzando essa energia quando a ocupacao média é 0.5.

A forma explicita, em termos de particulas, do vacuo de quasi-particulas para uma solucao
da equagao de Gap com A # 0 é simples e bem conhecida: ela corresponde ao chamado estado de
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BCS (Bardeen, Cooper, Schriffer) utilizado pela primeira vez na descricao do emparelhamento
de electrons no contexto da teoria da supercondutividade. Com a notagao utilizada acima ele
pode ser escrito como

10) = [ [ta + va(=1)""™ala_,|0) (5.31)
a>0

onde os af, a sdao operadores de particula, a notacio o > 0 se refere a estados {a,m,} com
mg > 0 e —« indica o estado {a, —m,}. Usando a definigdo 5.16 do operador de aniquilagao
de quasi-particula A, e as regras de anticomutacao é imediato verificar, usando a 5.31, que
A,|0) = 0 para todo . Essa forma explicita para |0) mostra que esse estado contém em
geral componentes com todos os nimeros pares possiveis de particulas, desde zero (vécuo) até
o numero total de estados de uma particula contidos no grupo de niveis incluidos no calculo.
Por isso, esse estado deve ser visto como apropriado para a descricao de niucleos pares. Mesmo
no caso em que a condicio subsididria que fixa o nimero médio de particulas é tratada com N
fmpar, o estado resultante |0) consistia numa combinacio linear de componentes com diferentes
niumeros pares de particulas. Estados apropriados para a descricao de ntcleos de massa impar
podem ser obtidos criando uma quasi-particula sobre o estado de BCS, como discutido abaixo.
Varianca (6|]\7 2|0) — N? como indicador do grau de dispersdo dos valores de 7 contidos no

vacuo de quasi-particulas.

Nicleos com A impar.Criacao de uma quasi-particula sobre o vacuo de quasi-particulas:
bloqueio.

Al |0) = H¢| [up —i—vb(—l)jb’mba};aT_BaUO).
0<B+#|a

Energia: termo Hi, niveis de quasi-particula:

Hi =Y /(60— p)? + A2ALA,.
Energia de excitacao minima da ordem de 2A.

5.4.3 Tratamento de correlacoes e quebra de simetrias

Dois casos a tratar: 1) finitude do nicleo como resultado de correlagoes; modelo de particula in-
dependente e quebra de simetria translacional (conserva¢ao do momento de centro de massa). 2)
descricao das correlagoes de emparelhamento e quebra da conservacao do nimero de particulas.
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Exemplo ilustrativo relativo a 1): Funcao de onda exata para um deuteron gaussiano em voo,
autofuncao exata da hamiltoniana
9 |
+ 1
H— P1 T Pa 2

om + imwo(ﬁ — FQ)Q,

centro de massa B = (7 4 7)/2 com momento hK:

(71, 72) = N ¢(1 — 72) exp l@K~ ! 5 2]
com
L (71 — 72)? h
O —72) = exp — 22 b= mwy

O coeficiente N é um fator de normalizagao. O estado correspondente a essa fun¢ao de onda
nao ¢ localizado, mas as duas particulas estao correlacionadas no sentido de que sua distancia
relativa é limitada pela gaussiana. A “finitude” desse deuteron estd contida na propriedade
de correlagao de que a densidade de probabilidade associada a W se reduz da forma descrita
pelo fator gaussiano quando a distancia relativa entre as duas particulas aumenta. Uma des-
cricao de “particulas independentes” que é capaz de reproduzir essa correlacao pode ser obtida
construindo um pacote de ondas também gaussiano na coordenada do centro de massa R:
2 iRE K -

/alKeZ BT — i eT (5.32)
Isso corresponde a localizar o centro de massa e portanto destruir apropriedade que V¥ 2 tem de
ser uma autofungao da Hamiltoniana (livre) do centro de massa do par de particulas. O pacote
gaussiano 5.32 calculado com as fungoes de onda de dois corpos correlacionada tem a forma

- - 4+ T)? (P —T2)?
dKeﬁQKQ\Ibr,r =N’ ex —( —
/ &1, 72) P\ 62 20?2

que, com a escolha 83* = b? se reduz a uma funcao de onda produto, na qual portanto as duas
particulas nao estao mais correlacionadas:

S o2 Ny 2 2
N' exp [_(TI;)2T2) - 7 2b2r2> ] =N’ exp [_r_l_r_zl

O estado correspondente a essa funcao de onda viola a simetria translacional do problema de

duas particulas mas, as custas dessa violagao, permite descrever corretamente o estado relativo
. . . . N = -2

em termos de gaussianas de particula independente no potencial harmoénico V(7)) = mw?r;”.
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Capitulo 6

Propriedades eletromagnéticas

Ha& duas classes de propriedades a considerar: 1. Propriedades de interagao com campos elétricos
e magnéticos externos, estaticos, e 2. Interacao com o campo de radia¢do (emissao, absorgao
e espalhamento de fotons). Nos dois casos o tratamento serd perturbativo, no sentido que
momentos multipolares estaticos e probabilidades de transicao envolvendo emissao ou absorcao
de fotons serao calculados em termos de modelos nucleares nos quais as interacoes externas sao
ignoradas. Isso se justifica, no caso de campos externos estaticos, para valores nao absurdamente
grandes desses campos (que em todo caso sao ajustaveis nas situagoes experimentais relevantes).
No caso de processos envolvendo radiacao, a justificativa depende da utilidade da expansao
perturbativa na constante de acoplamento que envolve como “nimero pequeno” a constante de
estrutura fina o = 1/137.

6.1 Interacao com campos externos estaticos

Um campo elétrico externo pode ser representado por um potencial escalar ®(7) que satisfaz
a equacao de Laplace e que portanto pode ser representado na regiao de interesse por uma
expansao em “harmonicas sélidas” (que sao as solugdes regulares dessa equagdo cuja parte
angular é dada em termos de harmonicas esféricas):

() = AT Y ()

Im

onde 7 indica os angulos do vetor 7. A energia de interacao classica com uma distribuicao de
cargas descrita por uma densidade p(7) é entao dada por

1e = [ dro@p(r) = [ A i Yin ()07 = 3 M (6.1)
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onde foram definidos os momentos multipolares elétricos

e — / 7Y (F) p(7). (6.2)

Quando a dirtribuicao de cargas é associada a um sistema quantico como um nucleo a
densidade de carga p(7) deve ser substituida pela varidavel dinamica apropriada (operador) do
sistema. No caso nuclear, o modelo mais simples consiste em considerar o niicleo como uma
cole¢ao de nucleons puntiformes com carga (1/2 + t;(f)) aos quais estao associadas varidveis de
posicao ;. Nesse caso a densidade de carga associada a posicao 7 é dada pelo operador

) = (7 = e 3 (5 + ) 8077
o que transforma os momentos multipolares em operadores de um corpo dados por
e e l A 1 (%)
= M, =e> 1Y (7)) 5 +137 ).
i
Eses operadores podem ser expressos na linguagem de segunda quantizagao como

. 1| )
= ale (5 67) Ym0 B)alas

ap

onde os elementos de matriz de um corpo sao calculados em termos de uma base conveniente de
estados de um nucleon, utilizada também para de finir os operadores de criagao e de aniquilacao.

Uma propriedade importante dos momentos multipolares Mfm é o fato de eles serem tensores
de Racah de ordem [. Chamando |Psijy) os vetores de estado de um dado nivel nuclear de
momento angular J, essa propriedade permite o uso do teorema de Wigner-Eckart para escrever

. —1)% .

(st | PSisae) = e Ol (M) 63
onde o elemento de matriz reduzido que aparece como ltimo fator é comum a todos os elementos
de matriz, que dessa forma diferem apenas por fatores geométricos (coeficientes de Clebsch-
Gordan). Por isso é possivel associar a cada nivel nuclear um tinico nimero, chamado o momento
multipolar de ordem [ do nivel, convencionalmente escolhido entre as diferentes possibilidades
oferecidas pela Eq. 6.3. A escolha usualmente feita consiste em definir o momento multipolar
de ordem [ como o elemento de matriz

(M) = (U jps g | M| Psi gas—).- (6.4)
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Em alguns casos inclui-se ainda um fator /47 /(2] + 1) ligado a uma definigdo alternativa do

operador M¢ em que Yjy(6) é substituido por um polinémio de Legendre P;(6), e eventualmente
ainda outros fatores numéricos convencionais. Em particular, o momento de quadrupolo elétrico
Q@ ¢ definido em termos da quantidade expressa na Eq. 6.4 como

Q= \/@M?»

Isso implica em usar a fungao angular 3cos?0 — 1 = 2P(#) em vez de Ya(f) na definicao do
operador Mfm

A interacao perturbativa de um sistema nuclear com um campo magnético externo pode ser
tratada de forma semelhante. Nesse caso a energia de interacao classica tem a forma

o = — [ difi(7) - B() (6.5)

onde fi(7) é a densidade de magnetizagao, relacionada com a densidade de corrente por

J(F) = eV x [i(7) (6.6)
e E(f) ¢ o campo magnético externo. Na regiao espacial de interesse esse campo satisfaz

V x B =0 além da equaccao de Maxwell V-B=0e portanto pode ser escrito em termos de
um potencial magnetostatico escalar Z(7) que satisfaz a equacao de Laplace:

B(F) = —~VE(); V*E(7) = 0.
Dessa forma o potencial magnetostatico pode ser expandido em harmonicas sélidas

E() =D byt Vi (7)

lm

e a energia de interacao pode ser escrita como uma soma de contribui¢oes multipolares
m __ m
H" = Z bim Mi,
lm
com

M, = [ dFi() - Vi (7). (6.7)

Esta ultima expressao pode ainda ser transformada de forma a exprimir os momentos
magnéticos em termos da densidade de corrente j(7) em vez da densidade de magnetizagao
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[(r). Fazendo uma integragao por partes da Eq. 6.7 e usando uma identidade envolvendo
nablas é possivel reescrever essa equagao como

Im = —/df’[ﬁ-ﬁ(f’)] Y (7) = —l%/dfﬁ- 7 (V x ()] -

O anulamento do termo integrado na integracao por partes resulta de que é sempre possivel
definir a densidade de magnetizacao de formas que ela se anule onde a densidade de corrente
se anula. De fato, a Eq. 6.6 mostra que ai ji() é irrotacional e portanto pode ser anulada
subtraindo o gradiente de uma funcap de 7 sem que isso afete a distribuicao de correntes onde
ela nao ¢ nula. Usando a Eq. 6.6 e com uma nova integracao por partes o que se obtém é

My — % z% [ [ 5@ 9 (i) (6.8)

Na forma em que estao, as Eqs. 6.7 e 6.8 se referem a sistemas cassicos. No caso de
um sistema quantico como um nucleo a densidade de magnatizacao e a densidade de corrente
devem ser reinterpretadas como varidveis dinamicas (operadores) cuja forma depende do modelo
adotado para descrever o sistema. O modelo mais simples considera o niicleo como uma colecao
de fermions puntiformes de spin 1/2 com momentos magnéticos intinsecos associados ao spin e
carga e(1/2 +t§i) ). Nesse modelo existem correntes de convecgio j,(F) associadas ao movimento
das cargas e correntes de magnetiza¢ao ]2(77) associadas aos momentos magnéticos intrinsecos
e portanto aos spins. As correntes de conveccao podem ser descritas pelo operador

i) = 30 (5 +87) 167 = 7y + wid (- ) (69

i
onde a simetrizacao dentro dos colchetes é introduzida para assegurar a hermiticidade da cor-
rente em vista da nao comutatividade da posicao com a velocidade v; dos protons. A forma
desse operador velocidade depende a rigor da dinamica do sistema nuclear, como pode ser visto

na equacao de Heisenberg

0; = 7:; = Z; [Fv H ] :
No caso de um modelo de particulas independentes num potencial independente de momento
ela dd simplesmente v; = p;/m, mas em modelos mais sofisticados, incluindo interagoes resi-
duais mais realisticas de dois corpos esse operador deverd eventualmente incluir até mesmo
termos também de dois corpos. O que esta por tras dessa dependencia das correntes com a
dinamica nuclear é em ultima andlise a conservacao de carga, como pode ser visto da equacao
de continuidade
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V3 =0 L, .

Quanto aos efeitos devidos aos momentos magnéticos intrinsecos, a forma mais simples de
inclui-los consiste em definir uma magnetizacao intrinseca através do operador

) = S0 ) (G+&) i+ (5-4) i) (6.10)

a ser usada em conexao com a Eq. 6.7, onde

eh s

Fon = e

Aqui 5 é o operador de spin e os fatores g, e g, sao os fatores giromagnéticos que medem os
momentos magnéticos do proton e do neutron em unidades do magneton nuclear efi/2mec. Os
seus valores experimentais para nucleons livres sao

gp = +5.586
g, = —3.826

e o que se faz usualmente é usar esses valores também para os nucleons no meio nuclear. Isso
ignora, porém, a possibilidade de efeitos de estrutura subnuclear que podem em principio existir
nesse meio, mas que nao podem ser estimados quantitativamente dado o estado atual da arte.

Usando as expressoes 6.9 (com 0; = p;/m e lembrando que 7; x p; = l:) e 6.10, juntamente
com a 6.7 e 6.8 respectivamente, as expressoes que resultam para a contribuicao das correntes de
conveccao e da densidade de magnetizagao intrinseca para os momentos multipolares magnéticos
sao

~me €l 1 . 1 (i) _, _,l_; l: o = (1 A
(&
A mes eh 1 i 1 i gz = N
e S (g ) et (G- 0) e 5T (@) )

Esses objetos sao tensores de Racah de ordem [, e portanto as observacoes feitas sobre elementos
de matriz entre estados nucleares com momento angular bem definido para o caso dos multipolos
elétricos se aplicam também neste caso. Os ntimeros convencionalmente chamados momentos
multipolares magnéticos estaticos sao também valores médios dos /\;l}}} tomados entre vetores
de estado com projecao do momento angular total maxima na direcao z.
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6.2 Interacao com a radiacao

1. Descricao do campo eletromagnético transverso no padrao de Coulomb e quantizagao. (Notas
antigas de MQ).

2. Acoplamento minimo, tratamento perturbativo, aproximagao de dipolo elétrico. (Notas
antigas de MQ).

3. Expansao multipolar do campo transverso: multipolos elétricos e magnéticos. Inclusao
de efeitos dos momentos magnéticos intrinsecos. (Notas antigas de MQ).

4. Reducao no limite de grandes comprimentos de onda: reobtencao das expressoes para os
momentos estaticos. Dependencia limite dos multipolos elétricos apenas com a densidade de
carga (teorema de Siegert).

Ultima expressao das notas antigas para multipolos elétricos:
5 1 . , - . U
TE() = 1 [ dF [V % Gakr)Fru()] - |03 20:(7)]

Os termos contendo as harmonicas esféricas vetoriais podem ser re-expressos em termos de Y,
normais usando
. = . —1 . . .
31 (k) Yiu(F) = ———ee= (T X V) jiy (k1) Yim (7).
J(J+1)

Isso da origem a V x ("% V)7 Y, que pode ser aberto em dois termos. Um deles contém, depois
de uma integragao por partes, V - U/c que via equacao de continuidade pode ser expresso em
termos da densidade de carga. Usando a expressao de j;(kr) para kr < 1 resulta a expressao
estatica para o multipolo.

29



Capitulo 7

Fenomenologia de rotacoes e vibracoes
coletivas

A necessidade de recorrer a graus de liberdade de natureza coletiva (em oposigao aos graus de
liberdade de particula, sobre os quais se baseia o modelo de camadas) apareceu ja na andlise
das corregoes de camada a férmula de massa (por exemplo, na versao de Myers e Swiatecki,
descrita no Capitulo 2). Ela se manifesta novamente na comparacao dos valores medidos dos
momentos eletromagnéticos estaticos (especialmente o momento de quadrupolo elétrico) e das
probabilidades de transicoes radiativas. Em termos microscépicos, os efeitos coletivos devem ser
pensados como associados a correlagbes (entre as quais as de emparelhamento, mas incluindo
também outros tipos de correlagao, em particular de longo alcance) envolvendo varios nucleons.
O seu tratamento neste contexto envolve a necessidade de usar técnicas da teoria de sistemas
de muitos corpos capazes de incluir a descrigao das correlagoes relevantes a partir de bases de
estados de particula independente. Essas técnicas serao porém tratadas apenas eventualmente e
de forma tangencial aqui, em favor de um arcaboucgo fenomenolégico desenvolvido basicamente
por A. Bohr e B. Mottelson nas décadas de 50 e 60. Esse arcaboucgo na realidade nao exclui
uma possivel realizagao em termos microscépicos, donde provém em boa parte a sua grande
utilidade e popularidade.

O ponto de partida do tratamento consiste em notar que o modelo microscépico padrao
para a estrutura nuclear, que é o modelo de camadas, pressupoe de partida um ingrediente
coletivo essencial que é o “campo médio” que liga os nucleons; e considerar como variaveis
coletivas basicas (fenomenoldgicas) um conjunto de parametros que servem para caracterizar a
“geometria” desse campo médio. Isso certamente introduz variaveis redundantes na descricao,
na medida em que ela inclua também as varidveis dinamicas dos nucleons, pois estes nao s
estao sujeitos ao campo médio como também lhe dao origem. Isso levara a necessidade de
introduzir condi¢oes subsidiarias vinculando as duas classes de variaveis dinamicas entre si. A
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introducao explicita das variaveis coletivas permite, por outro lado, uma descricao econémica
e eficiente de propriedades coletivas de tipo vibracional e rotacional observadas nos espectros
nucleares.

7.1 Cinematica do campo médio: rotacoes e vibracoes.

Uma forma geral conveniente de descrever a forma de um campo médio sem simetria esférica
consiste em partir de um campo médio central V(r) e introduzir um re-escalonamento geral,
dependente dos angulos 7 do vetor de posi¢ao considerado 7, expandido em harmonicas esféricas:

,
Vir) = V@)=V — | . 7.1

= <1+zlmalmnm<r>) 71
Isso faz com que uma equipotencial genérica (e em particular a que seja tomada como definindo
o “raio” nuclear R) seja descrita pela expansao

R(7) = Ry [1 +> oqulm(f)} : (7.2)
Im

Os parametros coletivos associados a essa descrigdo s@o os coeficientes (em geral complexos)

aym. Eles devem ser escolhidos de tal forma que R(7) seja real, o que faz com que eles nao sejam

todos independentes. De fato, a condi¢ao R(7) = R*(7), juntamente com as propriedades de

conjugacao complexa das harmonicas esféricas, da

a, = (=), (7.3)

de modo que os g sao reais e os a;_,, com m > 0 sejam determinados pelos correspondentes
A -

O termo com [ = 0 corresponde a um re-escalonamento radial isotrépico de potencial, e
os termos com [ = 1 correspondem (para |ay,| < 1) a uma translagdo do potencial. As
deformagoes mais simples da esfericidade correspondem portanto as deformagoes quadrupolares
Qom, que sao as consideradas na versao usual mais simples do tratamento de Bohr e Mottelson
para ‘“ntcleos deformados”. Neste caso a forma da superficie nuclear é descrita no laboratorio
pela versao truncada da Eq. 7.2

R(F) = Ro |1+ ) a2 Yom ()] - (7.4)

Nesse sistema de referéncia a rotacao e vibracao do potencial podem ser descritos através
da dependéncia temporal dos parametros coletivos (respeitando sempre a condigao de realidade
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7.3). No caso de uma forma nao esférica de equilibrio (com relagao a excitagoes vibracionais) é
possivel e conveniente eliminar a dependencia temporal associada a rotacdo do potencial defor-
mado passando para um sistema de referéncia intrinseco, que roda com o potencial deformado
e ¢ caracterizado em cada instante por um conjunto de trés angulos de Euler w;, + = 1,2, 3.
Usando a propriedade de unitariedade das matrizes de rotacao

Z D?:m’ (wZ>D12nm” (WZ) — (5m/m//

a soma de 7.4 pode ser escrita como

Za2m}/2m(f) - Z D?;j:m/(Wz')a2m’D72an(Wi>§/2m”(7:)

mmlm//

= Z O/2m}/2m (7:/)

onde 7’ indica a direcao de 7 com relacao ao sistema de referéncia intrinseco e os novos coefici-
entes sao dados por

al2m = Z DTZ);km/ (wi)O@m' (75>

0 que mostra em particular que os a3, sao um tensor de Racah de ordem 2. Para um sistema
permanentemente deformado em rotacao, essa transformacao substitui a dependéncia temporal
dos parametros de deformacao no laboratério pela dependéncia temporal dos angulos de Euler
w;(t) que definem em cada instante a orientacao do referencial intrinseco no sistema de labo-
ratério. Levando em conta a condi¢ao de realidade 7.3 (que evidentemente deve se verificar
também no sistema intrinseco), a deformacao quadrupolar depende de cinco parametros reais,
que podem ser tomados como sendo o (real), ady; e ab, (complexos).

Uma simplificagao consideavel na descricao das deformacoes quadrupolares pode ser conse-
guida restringindo-as de forma a considerar apenas sistemas que tém um plano de simetria, que
serd tomado como o plano z’,¢' (no sistema intrinseco). Introduzida originalmente também por
Bohr e Mottelson, essa hipotese é consistente com a fenomenologia das deformagoes quadrupo-
lares de sistemas nucleares. Escrevendo a Eq. 7.4 no sistema intrinseco

RO, ¢) =Ry |1+ b, Yo (0, ¢)] . (7.6)

onde &', ¢’ sao a colatitude e o angulo azimutal intrinsecos, essa simetria é definida pela condicao
R(0',¢") = R(m — ¢, ¢") (7.7)
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que introduz restrigdes adicionais para as amplitudes «;,,. Estas podem ser explicitadas consi-
derando separadamente as contribuigoes dos termos com |m| =0, 1 e 2 para a Eq. 7.6:

1) m = 0. Neste caso Yo(#',¢') é na realidade independente de ¢’ e fungao par de cos(¢’),
de modo que um valor arbitrario de a4, é consistente com a condigao 7.7.

2) |m| = 1. Neste caso a contribui¢ao para a 7.6 é, usando a condigao de realidade,

Ay Yor(0,¢) — Yo 1 (0/,6) = abYar(0,¢) + ani Yoy (0, ¢)
= 2 Re ay Yo (6, ¢).

Mas Y31 (0, ¢') é proporcional a €' P} (cos ), sendo que o polinémio associado de Legendre Py
é uma funcao fmpar de seu argumento. Logo estes termos violam a condicao 7.7, o que leva a
condigao oy = 0 para que ela seja valida.

3) |m| = 2. Procedendo como no caso |m| =1 o que se obtém neste caso é
Yo (0, &) + Yo (0, ¢') = 2 Re aipYan (8, ¢') o 2 || P (cos ') cos(2¢) + b2)

onde a amplitude complexa ab, foi escrita em forma polar como |ad,|exp(idy). Como neste
caso o polinomio associado de Legendre é uma funcao par de seu argumento, estes termos sao
em geral consistentes com a simetria 7.7. A ultima relagao acima mostra ainda, contudo, que a
fase da amplitude complexa o), corresponde em geral a uma escolha dos eixos ' e ' que nao
coincide com os eixos principais do sistema deformado. Portanto, com a escolha conveniente
em que esses eixos de fato coincidem com os eixos principais, é possivel tomar a4, como sendo
real, sem que isso implique em qualquer perda de generalidade.

Como resultado desta discussao, no caso em que o sistema deformado tem simetria de reflexao no
plano 2,4/, os cinco parametros reais que caracterizam em geral as deformacoes quadrupolares
intrinsecas podem ser reduzidos a apenas dois pardmetros reais ag = aby € ay = |ab,|. E
conveniente e usual substituir ainda esses dois parametros por dois outros definidos por Bohr e
Mottelson como

ay = [ cos7y
1
as = —=[ sin~, >0
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com o que a funcao intrinseca de deformagcao pode ser escrita explicitamente como

liR(ipR;qb ) _ 1] = 4/ 16% {ao (3 cos® 0 — 1) + aaV/65sin? @' cos 2¢/}
= 4/ i {ﬁ cos 7y (3 cos? 0 — 1) + \/gﬁ sin 7y sin” ¢’ cos 2¢/} - (7.8)
167

Desta ultima expressao é possivel obter expressoes para o comprimento dos semi-eixos prin-
cipais do elipséide em termos de 8 e . Chamando R,, R,, R, de Ry com k =1, 2, 3

respectivamente resulta
5) 2k
1 — -—— -
+\/47rﬁcos (7 5 )}

A utilidade da parametrizacdo em termos de ( e v consiste em que todas as diferentes de-
formagoes quadrupolares com simetria de reflexao podem ser representadas no setor angular
0 <~ < /3, com uma numeracao adequada dos eixos e usando a simetria imposta. Como pode
ser visto explicitamente na Eq. 7.8, v = 0 corresponde a deformacoes que, além da simetria de
reflexado, tém ainda simetria axial em torno do eixo z’.

R = Ry

7.2 Dinamica de vibracoes de nitcleos esféricos

Uma primeira aplicagao da cinemética coletiva introduzida na se¢ao anterior consiste em consi-
derar a dinamica de pequenas deformacoes de um sistema nuclear que é esférico no seu estado
de equilibrio, isto é, tal que as amplitudes oy, (v. Eq. 7.2) tenham valores nulos numa si-
tuagao de equilibrio estdvel do sistema. A condicao de pequenas deformacgoes é invocada no
sentido de supor que a dinamica seja linear, e portanto equivalente a um sistema de osciladores
harmonicos independentes que constituem os modos normais de vibracao do sistema. O pro-
blema dos modos normais de vibracao de uma gota cléssica cuja forma de equilibrio esférica
resulta da minimizagdo da energia de superficie (descrita em termos do coeficiente de tensao
superficial) foi estudado no século passado por Lord Rayleigh, e mostra que os «y, sd@o na
realidade os modos normais da gota. Isso significa que no regime de pequenas amplitudes eles
satisfazem equacoes de movimento cldssicas do tipo

Bldlm(t) + C'lozlm(t) =0 (79)
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onde B; é um coeficiente que caracteriza a inércia do modo enquanto C; caracteriza a respectiva
forca de rerstituicao. A quantizacao dessas vibragoes coletivas pode ser feita facilmente notando
que as equagoes de movimento 7.9 podem ser obtidas de Hamiltonianas

1
H, = Z {231|Hlm|2 + 7|alm|2 : (7.10)

m>0 2

Como para m # 0 as amplitudes ay,, (e portanto também suas derivadas) sao complexas, os
momentos canonicos sao definidos pela relacao

Hlm = BZO'zZKm = (—1)mBldl_m.

A quantizacao se faz entao sem dificuldade reiterpretando os II;, e ay,, como operadores que
satisfazem as relagoes de comutacao canonicas

[Cklm, Hlm/] = zhémm/ (711)

Essas variaveis dinamicas podem ainda ser expressas em termos de operadores de criacao e de
aniquilacdo a} e as, definidos pela transformacéo

= o] fom (1] = Ol

2\/BlCl

Bt

M, = i afy = (=1)" 1] - (7.12)

De fato, levando as definigoes 7.12 as relacoes de comutacao 7.11 resulta que

[t @) ] = Oy [, Qi) = 0. (7.13)

Elas também reduzem a Hamiltoniana H; a forma usual

l 1
Hl = Z hwl <6L;malm + 5) (714)

m=—1

com w; = /C;/By.

O espectro e os autovetores dessa Hamiltoniana coletiva podem ser deduzidos das proprieda-
des algébricas dos operadores de criacao e de aniquilagao exatamente como no caso do oscilador
harménico simples. O estado fundamental |0) é aniquilado pelos a;y,, isto é
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alm|0) =0.

Consistentemente com a suposta esfericidade do estado de equilibrio do sistema nuclear, é
razoavel tomar esse estado como invariante por rotacgoes e portanto como tendo momento
angular zero. O espectro restante consiste em uma série de niveis igualmente espacados com
espagamento hw;, e os respectivos autovetores sao obtidos através da aplicagao de operadores
de criagao sobre o estado fundamental. Uma propriedade importante desses estados esta ligada
ao fato, mostrado na se¢do anterior, de que os «j,, (e portanto, depois da quantizagao, os Oz;rm
e também os ale) constituem um tensor de Racah de ordem [. Disso resulta, de fato, que os

estados excitados degenerados
[Im) = a},,[0), —l<m<I

correspondem aos sub-estados magnéticos de um nivel de momento angular [. A paridade
associada a esse nivel, por outro lado, pode ser determinada a partir das propriedades de
transformacao dos ale sob inversao, que sao determinadas pelas propriedades correspondentes
das harménicas esféricas. Isso determina a paridade desses estados como sendo (—1)". E usual
dizer que os a;fm criam fonons de multipolaridade | e paridade (—1)!, e que esse nivel, com
energia de excitacao hwy, é o nivel de um fonon dessa multipolaridade. O nivel de dois fonons
corresponde ao conjunto de estado degenerados que se obtém aplicando dois operadores de

criacao sobre o estado fundamental:

1
ﬁa;ma;m’ 0)

onde o fator inicial garante a normalizacao dos estados. Eles téem paridade sempre positiva
(—=1)% mas nao tém um momento angular total bem definido. Estados de dois fonons com
momento angular total bem definido podem no entanto ser construidos a partir destes estados
acoplando os momentos angulares dos dois fonons da forma usual, com coeficientes de Clebsch-
Gordan. O estado normalizado de dois fonons, com momento angular total .J, e projecao M no
eixo de quantizacao do momento angular se escreve portanto como

\lmim) =

M) = f Z cl sl al 10).

Existe uma restricao importante sobre os possiveis valores de J nessa tltima equacao que
provém do carater bosonico dos fonons, ligado em tltima andlise as relagoes de comutacao 7.13.
Devido a essas relagoes, de fato, o estado |Il.J M) nao se altera se a ordem dos dois operadores de
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criacao que aparecem do lado direito da equagao for invertida. Com uma redefini¢ao dos indices
mudos m e m’, no entanto, isso equivale ainda a substituir o coeficiente de Clebsch-Gordan por

inJ _ 201—J ~UJT
C'm’mM - (_1) C’mm’M

o0 que equivale por sua vez a multiplicar o estado pelo fator de fase que relaciona os dois
coeficientes. Como [ e J sdo inteiros, esse fator se reduz a (—1)7 que deve ser igual a 1 para
que o estado nao se anule. Isso mostra que o carater bosonico dos fonons restringe o momento
angular total de estados de dois fonons a valores pares somente. Restricoes com essa mesma
origem, mas de expressao menos simples, existem também para estados de tres ou mais fonons
(por exemplo, os valores possiveis do momento angular total e paridade para o nivel de tres
fonons com [ = 2 sao J™ = 01,27, 37 4% e 67).

Momentos estaticos e probabilidades de transicoes radiativas. Para que seja
possivel analizar propriedades eletromagnéticas de nicleos em termos deste modelo coletivo
é preciso em primeiro lugar definir, no contexto do modelo, as densidades de carga e corrente
de que dependem essas propriedades. A op¢ao mais simples para a distribuicao de cargas (que,
como visto no capitulo anterior, define os momentos multipolares eétricos estéticos) consiste em
supor, na situagao de equilibrio (isto é, no estado fundamental correspondente a versao quan-
tizada do modelo) uma distribuigdo uniforme de cargas limitada por uma superficie esférica
de raio Rp; e em geral uma distribuicao uniforme de cargas dentro do volume definido pela
superficie deformada descrita pela Eq. 7.2. Essa suposicao pode certamente ser modificada de
véarias maneiras (por exemplo, usando os parametros oy, para definir um escalonamento, nos
moldes da Eq. 7.1, de uma distribuicao de cargas mais “realistica” para o estado fundamen-
tal), e tal flexibilidade (ou ambiguidade na defini¢do inicial do modelo) constitui, conforme o
ponto de vista que se queira adotar, uma caracteristica atraente ou uma limitacao intrinseca
dos tratamentos fortemente fenomenoldgicos. Na sua forma mais simples ela torna o céalculo
dos momentos multipolares elétricos estaticos imediato. De fato, a Eq. 6.2 fica neste caso

Mip = po [ dFrYiu (FIOIR(T) — 1]

onde py é a densidadede carga (constante), 0[z] é a fungao degrau, definida como 1 para x > 0
e zero para z < 0, e R(7) no argumento dessa fun¢ao é dada pela expressao 7.2. A integragao
na variavel radial pode ser feita facilmente dando para a integragao sobre os angulos

AR P 143 .
/ d’”%”m“)'

Dentro da aproximacao de deformacoes de pequena amplitude a poténcia de R pode ser line-
arizada nos coeficientes ay,, 0 que entao permite fazer imediatamente a integracao usando a
ortogonalidade dos Yy, (7). O que se obtém desse modo é
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3
= Po R (—1) My = EZeRéoz,*m (7.15)

em que foi usada a condigao de realidade 7.3 e a expressao py = [3Ze/4m R3] para a densidade
de carga.

Uma consequencia direta desse resultado é que momentos multipolares elétricos estaticos
se anulam neste modelo. De fato, pela Eq. 7.12 cada um dos termos de olem sempre cria ou
aniquila um fonon, e tem portanto valor esperado nulo em qualquer estado caracterizado por
um numero definido de fonons, como sao os autoestados da Hamiltoniana coletiva 7.14.

Os momentos magnéticos estaticos, por outro lado, dependem da densidade de corrente
;(F) (v. Eq. 6.8), sobre a qual o modelo é ainda mais incerto que em relagao a densidade de
carga. Usando hipoteses hidrodinamicas suficientes para deduzir classicamente as equacoes de
movimento 7.9 (fluido incompressivel e movimento irrotacional) é possivel deduzir expressoes
para os M}, em termos dos ay, € dos &, (v. S. A. Williams, Phys. Rev. 125, 340 (1962) e
J. P. Davidson, Collective Models of the Nucleus, Academic Press, N.Y., 1968, Cap. 6). No

caso particular do momento de dipolo magnético, o gradiente que aparece na Eq. 6.8 pode ser

calculado explicitamente como
VrYim,(7) 34
r r) =
1m 47TUm

onde 0s U, sado os versores complexos (cf. Eq. A.15)

~ ~

Uug = <2
&+

U = :FW

que resultam do gradiente das componentes esféricas do vetor 7 (v. Apéndice A). Desse modo,
a componente com m do momento de dipolo magnético pode ser escrita

m |3 HH - [3
Ty = i 3 /r?" jf')} Ezrm/dr—rxmv()]u
eh J,
_ |3 Z eh Jm 1
47 A 2me h (7.16)

Essa expressao mostra a esperada proporcionalidade entre M7} e as componentes esféricas do
momento angular, e identifica o fator giromagnético g. = Z /A.
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As expressoes 7.15 e 7.16 sao também tteis para calcular a probabilidade de transicoes
radiativas no limite de grandes comprimentos de onda kR, < 1, sendo k o vetor de onda
do foton, que é amplamente verificado nas transicoes nucleares de baixa energia. Como a
Hamiltoniana coletiva é invariante por rotagoes, os operadores M7} sao tém elementos de matriz
nulos entre estados de energia diferente, o que significa que transicoes de dipolo magnético sao
proibidas. Por outro lado, como os a;rm sao uma combinacao de operadores de criacao e de
aniquilacao de fonons, transigoes elétricas de multipolaridade [ sdo permitidas (em ordem mais
baixa) apenas entre estados que diferem em um fonon dessa multipolaridade.

Discussao de dados. Vibradores quadrupolares, tripleto de dois fonons, transi¢coes. Fonons
octupolares.

7.3 Dinamica de sistemas permanentemente deformados

Uma segunda aplicacao importante da cinemética coletiva da secao 7.1 consiste em considerar
um sistema nuclear com uma deformacao quadrupolar intrinseca de equilibrio. Nesse caso,
chamando ay e ag os valores de equilibrio de o4 e |ad,| respectivamente, a parte de energia
potencial da Hamiltoniana coletiva 7.10 pode ser escrita, mantendo a aproximacao linear usada
nessa equacao mas admitindo a possibilidade de ter constantes elasticas diferentes para os dois
modos intrinsecos, como

Co Cs  Bsin~y
Vv = — — —as)%
O minimo desse potencial define os valores de equilibrio 3y e 79 em termos de ag e de as. A
transformacao para as variaveis intrinsecas da parte de energia cinética envolve um calculo
trabalhoso que leva ao resultado

(Bcosy — ag)® + (7.17)

o 2 Manf? = 22 X = Z 225+ 47) (7.18)

onde k = 1,2, 3 se refere aos eixos intrinsecos e Qk sao as componentes da velocidade angular
de rotacao do sistema deformado ao longo desses eixos. Os Z; sao momentos de inércia que
aparecem dados em termos de B, 3 e v como

2
Ty = 48,3 sin’ (7 - 7;“) . (7.19)

Independentemente do valor que se atribua a Bs, e supondo que o minimo da energia potencial
de deformacao em 3y, v seja suficientemente profundo para que esses parametros de deformacao
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possam ser tomados como constantes, os momentos de inércia 7.19 diferem radicalmente dos
momentos de inércia de um elipsoide rigido. De fato, no caso de deformacao nula os Z; se
anulam, enquanto que os momentos de inércia rigidos se reduzem ao valor correspondente a
uma esfera (2M R2/5), que é na realidade a contribuigio dominante também para pequenas
deformacoes do sistema rigido. A determinacao de B, por outro lado, depende de hipdteses
sobre a natureza do campo de velocidades associado ao movimento coletivo do sistema. A
hipoGtese mais simples e usual, de movimento irrotacional (isto é, tal que V x () = 0) de um
fluido incompresivel (isto é, dp/dt = 0) d4, para o modo de multipolaridade geral [,

4rl

onde m é a massa do nucleon e portanto mA = M é a massa total. Como sera visto na analise
dos espectros nucleares rotacionais, os valores empiricos que se deve associar aos momentos
de inércia nucleares sdo sistematicamente maiores que o valor irrotacional (por um fator 2 ou
3), ao passo que sao também sistematicamente menores que o valor riigido (também por um
fator aproximadamente 2). Isso certamente limita a utilidade da Eq. 7.18 aos seus aspectos
qualitativos e, em particular indica o carater nao irrotacional do campo de velocidades associado
a rotacoes nucleares.
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Apeéendice A

A.1 Momento angular e Rotacoes

A.1.1 Acoplamento e reacoplamento de momentos angulares

O momento angular desempenha para o trabalho com sistemas finitos de muitos corpos um
papel semelhante ao que cabe ao momento linear no caso de sistemas extensos, na medida em
que a invarianga rotacional desempenha neste caso um papel simplificador andlogo ao desem-
penhado pela invarianca translacional no caso de sistemas extensos. Rotagoes sao no entanto
transformacoes mais complicadas que translagoes por estarem associadas a uma estrutura de
grupo nao abeliano, i.e., nao comutativo. Uma boa parte da teoria quaitica do momento angular
tem diretamente a ver com propriedades de represemtacoes irredutiveis do grupo das rotagoes
que tem em geral dimensao finita mas arbitrariamente grande.

Relacoes de comutagao. Uma forma geral de caracterizar o momento angular quantico
é através das propriedades algébricas (regras de comutagao) dos operadores associados a essa
variavel dinamica. Estas podem ser obtidas “por correspondéncia”’ dos operadores associados ao
momento angular classico L =7x P com a substitui¢ao usual p’— (h/i)V. As trés componentes
L;, 7 =1,2,3 desse operador obedecem as relagoes de comutacgao

[Lj, Lk] = ihejlel

onde €;;; é o simbolo antissimétrico usual associado e.g. ao produto vetorial. As propriedades
especificas desses operadores L;, no entanto, dependem nao apenas das relagoes de comutagao
mas também do fato de serem eles realizados como operadores diferenciais num espaco de
funcoes. De uma forma mais geral, é possivel definir operadores de momento angular através
de relagoes de comutacao apenas, independentemente de qualquer representacao particular.
Dessa forma um operador de momento angular J com componentes J;, j = 1,2, 3 serd definido
apenas impondo sobre essas componentes relacoes de comutacao semelhantes as que valem para
as L;:
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[Jj, Jk] = ithlil. (Al)

O fato de que existem realizacoes dessas relacoes de comutacao que nao sao redutiveis a forma
diferencial vélida para o momento angular orbital é exemplificado pelas matrizes de Pauli (que
descrevem um spin 1/2).

Como as componentes J; nao comutam entre si nao podem ser diagonalizadas simultanea-
mente. No entanto J? = J;2 + J,2 + J3> comuta com qualquer das tres componentes

[J2, ;] =0 (A.2)

e portanto pode ser diagonalizado simultaneamente com uma delas. Como é feito de costume
escolhemos o par J? e J3 para isso e chamamos | J, M) os autovetores simultaneos desse dois
operadores.

Autovalores e autovetores. Seja h M um autovalor de J3, i.e.

J3 | J,MYy=hM | J M,). (A.3)
A partir desse autovaor (e autovetor) é possivel obter outros através dos operadores
Jr=J £ Jp.
De fato, usando as relagoes de comutacao Eq. A.1 é facil verificar que

BT | J,M)] = B(M £ [ s | J, M) (A4)

que identifica novos autovetores de J3 com os respectivos autovalores. A norma desses novos
autovetores é

que deve ser uma quantidade positiva para qualquer vetor nao nulo (e zero para o vetor nulo).
Portanto

| RPM(M £ 1) |< (J,M | J* | J, M)

onde o elemento de matriz do lado direito nada mais é que o autovalor de J? associado ao
autovetor | J, M). Para que isso ocorra é preciso que esse autovalor seja h2J (J+1) e que
—J < M < J. Os novos autovetores obtidos através da aplicacao dos operadores Jy na Eq.
A 4 ficam devidamente normalizados pondo
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Jo | J MY =h[J(J+1) = MM+ 1)]Y? | J,M+1).

Por outro lado, sao gerados dessa forma 2.J 4+ 1 autovetores distintos para um dado valor de J.
Como esse numero de estados € necessariamente inteiro, segue que 2.J é também necessariamente
inteiro, e que portanto J deve ser inteiro ou semi-inteiro.

Soma de dois momentos angulares. Sistema formado de dois subsistemas aos quais estao
associados momentos angulares JO e J© respectivamente. Por se referirem a subsistemas
diferentes esses dois operadores (ou a rigor, quaisquer componentes de cada um desses dois
operadores) comutam:

70, 72 = 0.

O momento angular total do sistema formado pelos dois subsistemas é J=JV 4 Jo g
imediato verificar que J é um momento angular, no sentido de que satisfaz as relagoes de
comutacao da Eq. A.1. Além disso,

[, J" =0, n=1,2
mas
[0 #0, n=1,2 i=123

Isso significa que é possivel diagonalizar simultaneamente JM2, JW2  J2 e Jo mas ndo é
possivel diagonalizar qualquer das componentes de J) ou de J® simultaneamente com J>.
Dessa forma é possivel e conveniente considerar duas representacoes diferentes cada uma das
quais é caracterizada por um conjunto de quatro operadores que comutam entre si e que sao
escolhidos para serem simultaneamente diagonais:

a)JW2 J2 26 g

b)JW2, gV J@2 e gV,
Os autovetores simultaneos de cada um desses conjuntos de operadores seao representados
respectivamente por

a) | Jl, JQ, J, M>,

b) | Ji, My, Jo, Mo).
Cada um desses conjuntos é completo e ortonormal. Eles sao portanto relacionados através de
uma transformacao unitaria:

| Ju, My, Jo, My) = | Jy, Joy J, MY(Jy, Jo, J, M| Jy, My, Jo, My); (A.5)
M
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| Jl, JQ, J, M> = Z | Jl, Ml, Jg, M2><J1, ]\417 JQ, M2 | Jl, J27 J, M> (A6)
My, M2

Em geral <J1, JQ, J, M | Jl, Ml, JQ, M2> = <J1, Ml, JQ, MQ | Jl, Jg, J, M>* No entanto é
possivel e usual escolher as fases dos estados a) e b) acima de forma que esses elementos de
matriz sejam reais (isto é, a transformagao unitaria é na realidade ortogonal). Nesse caso as
duas transformacoes, Eq. A.5 e Eq. A.6, envolvem na realidade os mesmos elementos de matriz.
Estes sao chamados Coeficientes de Clebsch-Gordan e vém muitas vezes disfarcados sob varias

notagoes e/ou redefini¢oes:

(Ji, Joy J, M| Ty, My, T, My) = Ol = WD)
(=)™ g
1J2

O simbolo que aparece na tltima redefini¢ao é chamado simbolo 3-j e é conveniente por explicitar
as relacoes de simetria exixtentes entre os coeficientes de Clebsch-Gordan: esses simbolos nao se
alteram sob qualquer permutacao par de suas tres colunas, e sao multiplicados por (—1)/172+/
sob permutagoes impares. Os valores possiveis de J para valores dados de J; e J; sdo |J; —
Jo| < J < Jy + Ja. Isso pode ser verificado explicitamente contando o nimero de estados na
representagao My, My e usando M = M + M, (que resulta de J; = Jél) + J§2)) para contar o
numero de estados na representagao J, M.

Da definicao basica dos Clebsches como produtos escalares de pares de estados em repre-
sentacoes nao compativeis, segue que eles tém a interpretacao quantica usual em termos de
amplitudes de probabilidade.

A.1.2 DMatrizes de Rotacao

De forma andloga ao que acontece na mecanica classica, o momento angular J funciona como
gerador de transformagoes unitarias (na M.C. gerador de transformagdes candnicas infinitesi-
mais) que correspondem a rotagoes. (Esse fato pode ser usado como uma forma de definir
o momento angular de uma forma geral na Mecanica Quantica). Dessa forma o operador de
rotagao de um angulo ¢ em torno do eixo  (vetor unitério) é

Ra(¢) = exp —%@1. J. (A.8)

Isso quer dizer que, dado um estado qualquer |e), entao o estado Rz(¢)|e) descreve uma situagao
igual a menos de uma rotacao de um angulo ¢ en torno de u. A transformacao correspondente
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de operadores (varidveis dinamicas) associadas ao sistema se obtém da definigdo usual de que
o operador transformado atuando sobre o estado transformado reproduz o transformado do
resultado da acao do operador sobre o estado original. Isso da

O — Ra(¢) O R7'(9). (A.9)

Uma rotacao geral no espago pode sempre ser decomposta em tres rotagoes sucessivas de tres
angulos apropriados (dngulos de Euler) em torno de tres eixos também apropriados (usualmente
3, 2’ (novo eixo 2) e 3” (novo-novo eixo 3) respectivamente). Chamando os angulos de Euler

a, ey

R(a, 5,7) = Ry (7) Rz (B) Rz(a). (A.10)
Essa retresentacao tem o inconveniente de se referir explicitamente a eixos nao tao obviamente

identificaveis, mas é possivel reduzi-la a uma outra que envolve apemas os eixos 1, 2, e 3 originais
usando a Eq. A.9. De fato, usando essa relacao

R3(8) = Rs(a) R3(B) Ry (o)

e de forma andaloga é possivel reduzir a rotacao v ao eixo 3 original com duas transformacoes
sucessivas. Juntando todos esses resultados se obtém

R(a,B,v) = R§(Q)R§(5)R§(’Y) |

= exp—iong exp—lﬁjg exp ——Js3. (A.11)
h h h

Os operadores de rotacao Eq. A.11 admitem representagoes matriciais importantes (por
sua fungao e freqiiencia de uso) em bases formadas por autovetores simultaneos de J? e Js.
Como J% comuta com as tres componentes de j, comuta também com todos os operadores de
rotacao, de modo que estes sao diagonais em J. No entanto, como J, nao ¢ diagonal nessa
representacao, os operadores de rotagao nao sao em geral diagonais em M. Nessas bases de
autovetores simultaneos de J2 e J3, portanto, os operadores de rotagao aparecem em geral como
matrizes que se quebram em blocos de dimensao 2J +1 x 2J + 1 ao longo da diagonal principal,
correspondendo aos 2.J 4 1 autovetores de J3 correspondentes ao valor considerado de J. Esses
blocos sao pois matrizes que representam o efeito de rotagoes sobre tais conjuntos de vetores.
Eles sao as chamadas representacoes irredutiveis (de dimensao 2.J + 1) do grupo das rotagoes,
e usualmente representadas com a notacao D, (, 3,7):

Dippe(a, B,7) = (JM | R, B,7) | JM') = digppe(B) exp —i(yM' + aM) (A.12)
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onde
7
diypap (B) = (JM | eXp—ﬁﬂb | JM').

O efeito de uma rotacao geral sobre um autovetor simultaneo de J? e J; é imediatamente
expresso em termos das matrizes D:

R(a, B,7) | JM) =3 | IM')(JM" | R(a, B,7) | JM) = _ | IM')Dijppg(ev, B,7). (A.13)

M’ M’

Esta tltima expressao dd a expansao do estado rodado em termos dos estados |JM') originais.
Os elementos da matriz D, aparecem como coeficientes nessa expansao.

Operadores tensoriais irredutiveis. Os vetores de estado |JM') na Eq. A.13 acima
constituem de fato a base para a definicio da representacao irredutivel D7,,, do grupo das
rotacoes, e a forma dessa equacao é na realidade uma conseqiiencia imediata disso. Existe,
por outro lado, uma classe importante de operadores que é caracterizada (definida) por ter
propriedades de transformacgao sob rotacoes analogas a Eq. A.13. Os operadores pertencentes
a essa classe sao conhecidos como operadores tensoriais irredutiveis. Um operador tensorial
irredutivel de ordem k é na realidade um conjunto de 2k + 1 operadores Tq’“ , —k < q <k cujas
propriedades de transformacao sob rotagoes sao dadas por

R(ev, B, )Ty R (o, B,7) = > T D (. 5,7). (A.14)

Um exemplo simples de um operador tensorial irredutivel de ordem 1 é o operador vetorial
de multiplicagao 7. Isso pode ser visto escrevendo 7 em termos das componentes (complexas!)

4
ry = $3:T\/?Y10(9790)

T Tz 47
L o= F = Y0, 9) (A.15)

onde os Y}, sao harmonicas esféricas usuais. Como essas fungoes sao também autofungoes do
momento angular orbital, e se transformam portanto sob rotacoes de acordo com a Eq. A.13, é
claro que as componentes r; (chamadas geralmente “componentes esféricas” de ) satisfazem a
Eq. A.14. Esse resultado pode ainda ser estendido a qualquer operador vetorial. Por exemplo, o
momento angular J é um operador tensorial irredutivel de ordem 1. Suas componentes esféricas
S20
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Jo = Js
J1 £iJy
o= s hEh
+1 \/5 /
Teorema de Wigner-Eckart. Uma propriedade extrememente importante dos elementos
de matriz de operadores tensoriais irredutiveis entre vetores de estado que sao autovetores
simultaneos de J2 e de J3 é o fato de eles poderem ser expressos como

Ciliar T v A16
m(” 1T [v ) (A.16)
onde o simbolo C' é um coeficiente de Clebsh-Gordan e o elemento de matriz com barras duplas
(chamado elemento de matriz reduzido) é independente de M, q e M’. Isso significa que a
dependéncia do elemento de matriz com esses nimeros quanticos é dada através do coeficiente
de Clebsh-Gordan apenas, o que constitui o conteido essencial do Teorema de Wigner-Eckart.
Na Eq. A.16 v e V' representam outros eventuais nimeros quanticos usados para identificacao
dos estados envolvidos no elemento de matriz considerado. Vale a pena notar que a forma de
calcular o elemento reduzido de matriz consiste em calcular inicialmente o elemento de matriz
completo (lado esquerdo da Eq. A.16) e em seguida dividir o resultado pelos coeficientes
numéricos que multiplicam o elemento de matriz reduzido no lado direito da equagao. O
Teorema de Wigner-Eckart afirma que o que se obtém desse modo é uma quantidade que ndo
depende dos particulares valores de M, g e M’ envolvidos no calculo inicial. E claro que para
que o procedimento seja bem sucedido ¢é preciso que os valores adotados nesse célculo para M,
g e M’ nao anulem o correspondente coeficiente de Clebsh-Gordan. Caso esse coeficiente seja
nulo para os valores escolhidos, o resultado do calculo do lado esquerdo da Eq. A.16 também
serd nulo. Uma prova simples do Teorema de Wigner-Eckart pode ser encontrada em A. Fetter
e J. D. Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems, McGraw-Hill Book Co. (1971),
Appendix B.

(V' J M| qu | vJM) = (—1)*

A.2 Descricao de sistemas de muitos férmions por meio
de campos quantizados

O espago de Hilbert que funciona na mecanica quantica como espaco de fases para um sistema de
N particulas idénticas pode sempre ser realizado como produto dos N espacos de uma particula

correspondentes a cada uma das constituintes. Dessa forma, o nimero de particulas N entra
na formulagao como um ingrediente cinematico “a priori” associado ao sistema a ser estudado.
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Em muitas situagoes (por exemplo, situagoes em que podem ocorrer a cria¢ao e a aniquila¢do
de particulas, mas também para simplificar determinados aspectos do tratamento dinamico em
situagoes nas quais isso de fato mao ocorre, como serd visto no desenvolvimento do curso) é
necessario ou pelo menos conveniente utilizar um tipo alternativo de tratamento em termos de
“campos quantizados” no qual o nimero de pariculas aparece nao dessa forma, mas como uma
variavel dinamica.

No caso especifico de fermions idénticos (com spin 1/2 para fixar as idéias; a extensao para
outros casos serd trivial), os campos quantizados relevantes sdo um conjunto infinito (de fato,
continuo) de operadores 14(7) onde o rétulo s se refere ao estado do spin (e.g. s = +1/2
correspondendo a uma diregdo 3 dada) e 7 se refere a uma posigao no espago (e que nao deve
ser confundido com a varidvel dinamica 7, associada a posigao de uma particula). Esse conjunto
continuamente infinito consiste portanto neste caso de um par de operadores (s = +1/2)
assocoado a cada ponto de espago. Os operadores 1,(7) agem sobre vetores de um espagade
Hilbert, cujos elementos vao ser designados genericamente como ‘“kets” |), como operadores
lineares mas ndo hermiteanos, isto é 1,(7) # (7). Eles sao (no caso de fermions) caracterizados
ainda pelas relacoes de anticomutacao

{0, 0L (M)} = 8087 =17)
{ths(7), s (1)} = 0 (A.17)

onde o simbolo {a, b} indica o anticomutador de a e b, ab+ ba. Afim de evitar questoes técnicas
ligadas a natureza singular da Eq. A.17 (fungoes delta) é conveniente expandir a dependéncia
de 7 dos operadores 14(7) em termos de um conjunto ortonormal e completo de fungoes u,y(7):

/ dFut(Frun () = S
S ui(Pun(r’) = S(F—17).

Entao

<

«

—~

L
Il

Z U\ (m Axg

A

sendo que os coeficientes (operadores!) a)s podem também ser expressos em termos dos 1)s(7)
como

e = / A (7F)s (7). (A.18)



As relagoes de anticomutacao Eq. A.17 juntamente com as relagoes de ortonormalidade e
completeza das fungoes u, () dao para os ays

{axs,@ir\/s/} = OavOsy
{aAsaaA’s’} = 0. (Alg)

Um operador hermiteano importante que se constroi com os operadores de campo é
N = /dfz PP = 3 alians = 3 nae.
s As As

O espectro desse operador pode ser obtido facilmente a partir das relacoes de anticomutagao
para os operadores de campo. De fato, usando as Eqs. A.19 é imediato verificar que

a) [nxs,nyg] = 0, isto é, N é escrito como uma soma de operadores hermiteanos que
comutam entre si e que portanto podem ser todos diagonalizados simultaneamente.

b) nis = a;sa ,\sai\sa As = a;sa As = Mg, isto é, os operadores hermiteanos n,, sao idempoten-

tes e sao portanto operadores de projecao, com autovalores 1 e 0.
¢) [nas,ans] = —ans € [nas, ai\s] = als. Dessas relagoes decorre que ais|0,\s> = [1\) e
axs|1as) = |0xs) onde |0ys) € |1)s) s@o autovetores de ny, com autovalores 0 e 1 respectivamente.
Isso mostra que os operadores al, e ay, funcionam como operadores de levantamento e de
abaixamento para autovetores de n,,. A existéncia de autovalores 0 e 1 apenas decorre da
natureza positiva definida da norma e do fato de que a{2|0,,) = 0 (vetor de norma nula) devido
A anticomutatividade dos operadores de levantamento a,.
Como conseqiiéncia desses fatos e da defini ao de N como soma dos n,s, o espectro de N
consiste dos inteiros 0, 1, 2, .... Esse operador é interpretado como associado ao nimero de
fermions no sistema. Isso na realidade torna essa quantidade uma variavel dinamica associada
a um operador no espaco dos kets sobre os quais atuam os operadores de campo, conforme
anunciado. O autovetor de N com autovalor 0, |0), é o autovetor simultaneo de todos os nys
com autovalor zero, o que de acordo com a interpretagao de N corresponde ao “vacuo”, isto
é, ao estado sem nenhum fermion. Autovetores com autovalor n > 0 sao obtidos agindo sobre
|0) com n operadores de levantamento diferentes, ja que o produto de dois operadoes iguais
¢ nulo devido a propriedade de anticomutatividade. Os operadores de levantamento ai\s Sa0
portanto operadores de criagao, e os operadores de abaixamento sao operadores de aniquilagao
de fermions.

Para completar a interpretacao desse esquema é preciso ainda explicitar a natureza dos es-
tados quanticos de muitos fermions que sao obtidos aplicando sucessivamente varios operadores
de criagao sobre o véacuo. Isso pode ser feito interpretando o operador () como operador de
criacao de um fermion com projecao de spin s no ponto 7, isto é
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Yl(7)]0) = |7s).

Consistentemente com isso, ai\s cria um fermion com spin s no estado cuja funcao de onda
(amplitude de probabilidade) é u,(7) (cf. Eq. A.18):

[As) = a},[0).

A consisténcia dessas interpretagoes pode ser verificada explicitamente calculando a funcao
de onda

(5| As') = (0l (Maly |0) = ur(P)ds

onde o ultimo passo resulta do uso da Eq. A.18 e das relagoes de anticomutacao Eq. A.17:

OPahul0) = [ Ol lon ()
= /dr 01{abs (7), (7)Y — ot (1) (7)| 0V un ()
= /dr5 7 — r’ Ss,u/\(f’)

Nesse cdlculo foi usado ainda o resultado ¥,(7)|0) = 0. Esse resultado pode ser deduzido de
que |0) é o autovetor comum de todos os n,s com autovalor zero, isto é

(0laf axs0) = 0

para todo As; desse modo ays|0) é o vetor nulo também para todo As e o mesmo acontece para
1s(7)|0) = 0. Isso significa que qualquer operador de aniquilagao dé um resultado nulo quando
agindo sobre o vacuo.

Um calculo do mesmo tipo (embora um pouco mais extenso) revela a natureza de estados
com dois fermions:

(O (7))l 0, 10) = [ dr] [ dr O, (7)o ()81 ()01 ()0}, (i, (1)
(A.20)
onde aparece no integrando um valor esperado no vacuo de quatro operadores de campo. Como
no primeiro caso acima, esse objeto pode ser calculado usando as regras de anticomutagao para
levar os operadores de aniquilagao a agirem sobre o vacuo, o que dd um resultado nulo. As

80



contribuicoes nao nulas provém portanto das funcoes delta dos anticomutadores, que podem
ser integradas imediatamente. Seguem alguns passos desse cédlculo:

-

sy (775, (73) 5 (FYE (1)) = by (7)) {05, (7)1 (PR YT (7)) — by (FWL (1) b, (7)1 (1))

-

= s, (11)0(7 — )84l (1) — 0y, (7)1 (P, (73) 001 (1) (A.21)

o primeiro termo da ultima linha pode ser reescrito como

8(75 — 15) 35 5ths, (UL (1) = 8(1% — 15)8,0 8 (71 — 17)ds15 — 8(7% — 15)8ey b} (71)8 (75 — 1)

sendo que a contribuicao deste tultimo termo é nula, pois ele contém um operador de aniquilacao
a direita, que vai agir diretamente sobre o vacuo. O tltimo termo da Eq. A.20 pode ser tratado
da mesma forma, dando uma contribuicao

—o(ry — 7’_’;)5515/5(6 — TZ)(SSQS

mais termos nulos, com operadores de aniquilacao agindo sobre o vacuo. Levando os termos
nao nulos (produtos de fungoes delta) a Eq. A.20 resulta finalmente

(0|¢51(r})¢52(r_§)a§25,a;18|0> = Uy, (72)un, (77)0828" 0518 — up, (77)un, (73)08950518 .

Esse resultado mostra explicitamente que a expressao escrita na Eq. A.20 é a funcao de
onda antissimetrizada de duas particulas nos estados descritos pelas funcoes de onda de uma
particula uy, e uy,. Da mesma forma € possivel verificar que

(Ol (7)., ()l -}, 10

¢ a funcao de onda antissimetrizada de n particulas nos estados wy,...uy,. O vetor de estado

ains(n)...ails,]m representa portanto um estado antissimetrizado de n particulas ocupando os

estados de uma particula wuy, Xsm...ux, xs. E facil verificar tamb’em que esse vetor de estado
esta devidamente normalizado, isto é

<O|a)\15/...a)\ns(n)a;ns(n) "'a§18'|0> — 1

O uso dos operadores de campo permite entao escrever de forma simples e compacta vetores
de estado com um numero qualquer de particulas levando em conta automaticamente a an-
tisssimetrzacao exigida pela estatistica de Fermi através das relagoes de anticomutacao, Egs.
A.17 e A.19. De fato, os estados de n fermions construidos criando particulas no vacuo através
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dos operadores ai\s correspondem (como verificado explicitamente) a determinantes de Slater

escritos em termos da base de uma particula wuy(7)xs e constituem portanto uma base para
a representagao de um estado geral de n fermions. Este pode sempre ser expresso como uma
combinagao linear de determinantes de Slater e portanto também dos estados a;ns(n) ...a§15/|0).

Isso mostra como é possivel utilizar os operadores de campo para representar os ,estados
(devidamente antissimetrizados) de um sistema de muitos fermions idénticos. Para completar
o esquema é preciso ainda obter a forma da representagao das wvaridveis dinamicas também
em termos dos operadores de campo. A condicao que define essa forma é a de que os ele-
mentos de matriz calculados com as varidaveis dinamicas e com os estados representados em
termos dos operadores de campo devem ser iguais aos calculados usando a forma usual das
variaveis dinamicas e dos estados de muitos fermions correspondentes. Como estados do tipo
alns(m ...af\ _+|0) e determinantes de Slater sdo bases nas quais ¢ possivel escrever estados gerais,
basta verificar a equivaléncia para elementos de matriz envolvendo estados desse tipo.

E comum classificar as varidveis dinamicas de sistemas de muitas particulas idénticas em
operadores de um corpo, de dois corpos, etc. A identidade das particulas exige que esses
operadores sejam sempre simétricos em todas as particulas. Um operador de um corpo tipico

¢é a energia cinética

__ n I@ __ n ‘
K= ; S = ;K (A.22)

que satisfaz obviamente a essa condicao de simetria. O que caracteriza um operador de um
corpo € o fato de ele ser escrito como uma soma de termos cada um dos quais se refere a apenas
uma particula. Um oparedor de dois corpos se escreve, de maneira analoga, como uma soma de
termos cada um dos quais se refere a duas particulas. Um exemplo tipico de um tal operador
resulta de um potencial agindo entre pares de particulas:

n

> v(i, j) (A.23)

1,j=1

V:

N | —

onde os argumentos i, j de v indicam as varidveis apropriadas das duas particulas (posigao, spin,
etc.), v(i,j) = v(j,1) e o fator 1/2 evita contagem dupla, dado que ambos os indices variam de
1 a n. Nesta forma usual, o nimero n de particulas aparece explicitamente na forma dessas
variaveis dinamicas.

As expressoes em termos dos operadores de campo que representam esses operadores, satis-
fazendo a condigao exigida, sao respectivamente

K= ) ()\232|K|)\131>a;232a,\181 (A.24)

A181A2589
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V== > ()\353)\454|U|)\151/\252)a§383a§454a,\252a,\151 (A.25)
A151A252A3583 454
onde (Ays3|K|\1s1) é um elemento de matriz usual do operador de uma particula (energia
cinética, no caso) calculado com as funcoes de onda uy,xs, € Ux, Xs,; € (A3S3A484|v|A181A282)
é o elemento de matriz usual do potencial de dois corpos v calculado com as fungoes de onda
indicadas. A verificagdo de que as Eqgs. A.24 e A.25 efetivamente satisfazem a condigao de
reproduzirem, com os estados correspondentes expressos em termos de operadores de criagao,
os elementos de matriz usuais calculados cos as Eqs. A.22 e A.23 é um exercicio longo mas sem
dificuldade do uso das regras de anticomutacao dos operadores de campo.
Uma propriedade importante (e facilmente verificavel) de operadores como K e V acima
é que eles comutam com o operador nimero de fermions N, isto é [K, N] = 0 e [V,N] = 0.
Portanto uma hamiltoniana de muitos corpos que contém energia cinética e interagoes de dois
corpos descritas por um potencial, H = K + V', também comuta com N, [H, N] = 0. Esta
ultima relagao significa que para tais sistemas o niumero de particulas é uma constante do
movimento, isto é, uma quantidade conservada.
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