MAT 3211 — Algebra Linear

Segunda lista de exercicios

1. Mostre que o R" (espago Euclideano com n dimensdes), cujos elementos sdo as listas or-
denadas ¢ = (z1,...,2,) de nimeros reais, com as respectivas operacdes de soma e de

multiplicagdo por um escalar a € R definidas por
r+y=(x1,...,2n) + Y1,---,Yn) € a-z=(ax,...,q2,)
é um espago vetorial.

2. Mostre que o conjunto M,,,«,, (R), que contém todas as matrizes A com m linhas e n colunas,
cujos elementos sdo os ntimeros reais a;; (onde 1 < j < mel < k < n), e para as quais estdo
definidas

A+B=[aj,+bjx] e o-A=laaj

como as respectivas operagdes de adi¢do e de multiplicagdo por um escalar, € um espago

vetorial.

3. Considere o conjunto V' = {(z,y) : z,y € R} munido das operagoes

($1,y1)+(ib‘2,y2) = ($1+y170) ) a(a:,y) = (O(.CU,Ofy)
Podemos afirmar que V' é um espago vetorial? Por qué?

4. De acordo com os axiomas que definem um espago vetorial E qualquer, demonstre as se-

guintes afirmagoes.

(@) Sejam u,v,w € F, tais que w + u = w + v. Entdo u = v.
Em particular: se w + u = w, logo u = 0; e

se w +u = 0, segue que u = —w.



5.

10.

11.

(b) DadosO0 € Rev € E,temosque0-v=0¢ E.

Analogamente, dados um niimero real « e um 0 € E, valera que - 0 = 0.
(c) Se a for um nimero real ndo nulo, assim como v € E, entdo « - v # 0.

(d) Sewv € E en éum nimero natural, entdon - v = v + ... + v (n parcelas).

O conjunto IN dos niimeros naturais, com as suas usuais operagdes de soma e multiplicagdo,

pode ser interpretado como um espaco vetorial? Por qué?

Sejam u = (a,b) e v = (c, d) vetores em R? com u # 0. Mostre que para v ser multiplo de u é

necessdrio e suficiente que ad — cb = 0.

Quais dos conjuntos W abaixo sdo subespagos do R3?

@ W ={(z,y,2) € R®: 2 =0}.
(b) W ={(z,y,2) e R®: z € Z}.

(© W ={(z,y,2) € R?: y éirracional }.

Mostre que todo subespago vetorial é, em si mesmo, um espago vetorial.

Seja v € E, onde E é um espago vetorial. Mostre que o conjunto F' = {av : a € R}, com

todos os multiplos de v, € um subespaco vetorial de F.

Sejam «, . . ., ay, nmeros reais. Mostre que o conjunto H de todos os vetores (z1,...,z,) €
R", tais que

a1xy+ ... +ae, =0

é um subespago vetorial do R".

Sejam os subespagos do R?

<
I

{(z,y,2) 2=y =0} ,

W = {(z,y,2) :x+y+2=0}

2



Verifique que:

@U+V=R3
(b) U+ W =R?

© V+W=R3

Em algum dos casos a soma é direta?

12. Sejam F|, F e F; subespagos vetoriais de E, com F; C F e F, C F. Demonstre que as
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
@ F=Fo&kFk

(b) Todo elemento w € F' se escreve, de modo tinico, como a soma w = v + v, onde

v € 1 evy € Fs.

13. Dados v = (1,2) e v = (—1,2), sejam F e I, as respectivas retas que passam pela origem

em RR? e contém u e v. Mostre que R?2=F & F,.

14. Dar um sistema de geradores para cada um dos seguintes subespacos do R?:

(a) U:{(:U,y,z)::c—2y=0}
b) V={(z,y,2):x+2=0e x—2y =0}

() W={(z,y,2) :x+2y —32=0}

15. Verifique se as matrizes abaixo geram o espago vetorial M (R):

16. Mostre que os dois conjuntos {(1,—-1,2),(3,0,1)} e {(—1,-2,3),(3,3, —4)} geram o mesmo

subespaco vetorial do R?.



